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ABSTRACT : Albert Burroni proved that the monoidal category N
of finite sets, with disjoint union as tensor product, is finitely pre-
sentable. Here we exhibit a canonical rewriting system for N with
12 rules and 56 critical pairs! It is a step towards the elimination
of variables in equational reasoning.

Albert Burr oni a démontr é que la catégorie monoïdale N des ensembles
finis, avec l’union disjointe comme produit tensoriel, est finiment présentable.
Ici nous exhibons un système de réécriture canonique pour N avec 12 règles
et 56 paires critiques! C’est une étape vers l’élimination des variables dans
le r aisonnement équationnel.

1 Une présentation finie

Soit N la sous-catégorie pleine de Ens dont les objets sont les entiers naturels.
Si n est un entier naturel, nous écrirons n pour l’identité sur 11. L’addition
définit un bifoncteur associatif N x N -&#x3E; N avec 0 comme unité. En tant

que catégorie monoïdale stricte, N est engendrée par l’objet 1 et les trois

morphismes suivants:

En effet, toute application p : 77 -&#x3E; m est de la forme t o o- o rr où rr est

une per11lutation, a une surjection croissante et Lune injection croissante.

1 Ecole Normale Supérieure. An extended englisl version of this paper is published in
the Proceedings volum,e for LMS Symposium on Applications of Categories in Computer
Science (Cambridge University Press, LMS Lecture Notes Series 177).
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Notez que, dans cette décomposition, rr n’est pas unique, sauf si (p est in-
jective, auquel cas () est triviale. Maintenant 7r est elle-même un produit de
transpositions qui sont de la forme p + T + q. De 111ê111e, () est un produit
d’applications de la forme p + p + q et t est un produit d’applications de la
for me p + n + q. Nos 3 générateurs vérifient les 7 équations suivantes:

Tout cela s’exprime bien mieux avec des diagrammes dans le style de Penrose,
en représentant les 3 générateurs ainsi:

Parmi les 7 équations (figure 1), les trois premières correspondent à des lois
d’associativité, d’unité et de commutativité. Les deux suivantes apparaissent
i1111)licite111ent dans la présentation bien connue des groupes de permutations,
et aussi, sous une forme légèrement modifiée, des groupes de tresses. Notez
aussi que trois de ces équations sont asymétr iques, mais leurs ilnages mir oir
sont déductibles (figure 2).

Albert Burroni a démontré que de ces 7 équations découlent toutes celles
qui sont vraies dans N. Autrement dit, N est finiment présentable en tant que
catégorie monoïdale stricte [Bur91]. Ce résultat est important car N (en fait
sa duale) modélise la gestion des variables dans le raisonnement équationnel.
Typiquement, des équations telles que x x (y + z) = x x y + x x z et x x 0 = 0
peuvent être représentées ainsi:
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Figure 1 : équations
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Figure 2 : équations déductibles
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Du coup on peut associer à toute théorie équationnelle finie une catégorie
monoïdale stricte finiment pr ésentée2. Notre but est d’obtenir des résultats
analogues pour les systèmes de réécriture.

2 Un Système de réécriture canonique

Le théor ème de Knuth-Bendix résoud le problème des mots dans certains
monoïdes finiment présentés. L’idée consiste à orienter les équations de telle
sorte que le relation de réécriture correspondante soit noetherienne et conf lu-
ente. Dans ce cas, deux mots sont équivalents modulo la théorie si et seule-
ment si ils ont la même forme normale. La noethérianité i1plique l’existence
de cette for me normale, et la colifiuence son unicité. En général, on démontr e
la noetherianité en definissant un ordre bien fondé sur les mots tel que, si

u se réduit en v, alor s u &#x3E; v. Dès lors, la confluence peut être vérifiée

automatiquement, en inspectant tous les conflits possibles entre règles (les
paires critiq2ces ) . Si une pair e critique n’est pas confluente, on peut la ren-
dre confluente en ajoutant une nouvelle règle qui correspond à une équation
déductible. Ce processus de complétion continue tant que tous les conflits
n’ont pas été résolus. Toutes ces techniques ont été étendues à la réécriture
de termes (voir par exemple [DeJ90]).

Nous avons adapté cette méthodologie au problènle des mots en dimen-
sion 2, selon la terminologie de Burroni, et plutôt que de présenter une théorie
générale (qui n’est d’ailleurs pas complètement fixée), nous préférons ex-
pliquer un exemple de façon informelle. Le système de réécriture pour N
(figure 3) a été obtenu en appliquant l’algorithme de complétion de Knuth-
Bendix à la niain. L’orientation des équations n’était pas évidente: certains
choix naturels conduisent à une infinité de règles!

Théorème Ce système est noetherien et confluent.

2Pour une théorie à n symboles de fonction et in, équations, la présentation correspon-
dante aura n + 3 générateurs et 111 + 3n + 7 équations. Les 3n équations supplémentaires
expriment des commutations entre les ii symboles de fonction et les 3 générateurs
supplémentaires. Notez aussi que, du point de vue de la théorie de la démonstration,
ces 3 générateurs correspondent aux règles structurelles de contraction, affaiblissement et
échange.
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Figure 3 : règles de réécriture
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Pour démontr er la noetherianité, on construit, pour chaque diagramme u
représentant une application n -&#x3E; ni, une application str ictement croissante
ii : Yn -&#x3E; Vm où V est l’ensemble des entiers naturels str ictement positifs,
et VB vrn sont munis de l’ordre produit. Cette interprétation est définie sur
les générateurs:

puis étendue de façon évidente aux diagrammes coiiiposés. Pour chaque règle
u -&#x3E; v, on vérifie que u (x1, ... , xn) &#x3E; v (x1, ... , xn) pour l’ordre pro duit . Par
conséquent, si uo -&#x3E; 1.l1 -&#x3E; u2 -&#x3E; ... était une suite infinie de réductions, on
obtiendrait une suite strictenlent décroissante û0( 1, ... , 1 ) &#x3E; û1 ( 1, ... , 1 ) &#x3E;

u2(1,.... 1) &#x3E; ... ce qui est absurde.
La confluence de toutes les paires critiques fut d’abord vérifiée à la main,

puis à la machine. Par manque de place, nous ne donnons que 2 exemples
(figure 4) et nous invitons le lecteur à vérifier la confluence des 54 autres.
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Figure 4 : 2 des 56 diagrammes de confluence
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