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ABSTRACT : Topoi of algebraic geometry do satisfy a stronger
property than Kock’s field’s axiom.

Désignons par A l’une des deux catégories suivantes :

. La catégorie des anneaux commutatifs unitaires,
O La catégorie des anneaux commutatifs unitaires de présentation finie,

et munissons Aop d’une topologie sous-canonique (c.à.d. telle que tout fonc-

teur représentable soit un faisceau).
Dans le topos E des faisceaux sur le site AOP il y a un objet anneau

commutatif unitaire R canonique qui est tout simplement le foncteur d’oubli
A -&#x3E; ens. De par la nature même de l’objet R on constate qu’étudier le
topos E revient, en grande partie, à étudier les propriétés de l’anneau R.

Lorsque la topologie sur Aop est plus fine que la topologie de Zariski,
on sait que R est (internement parlant) un anneau local c’est-à-dire qu’il
satisfait les formules :

Vx(x irtversible V 1 - x iTtversible)

où "x i11versible" est une abréviation de la formule Zy(y.x = 1) .
Koch a aussi montré (il y a quelques années) que lorsque dans le site Aop

la famille vide couvre l’objet initial, l’anneau R a une structure de corps,
c’est-à-dire satisfait les formules :
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Lorsque la topologie sur Aop est plus fine que celle de Zariski il a même
montré un peu plus (intuitionnistement). L’anneau R satisfait, pour chaque
entier n &#x3E; 1 :

Dans cet exposé j’ai montré qu’en fait, pour iî = 1, et sans condition

supplémentaire sur la topologie de AOP, R a une propriété un peu plus forte
intuitionnistement. Il vérifie :

Moyennant la condition 0 # 1, on retrouve le fait que R satisfait la formule
( K ) (en faisant y = 1).

Remarquons qu’en logique classique un anneau satisfaisant 0 # 1 est un

corps ssi il satisfait (Div).
Plus généralement, pour tous entiers n, 17l &#x3E; 1, l’anneau R satisfait :

Lorsque R est local l’axiome (Divn,1 ) entraîne l’axiome (Kn) de Kock.
Remarque :
L’axiome (Divn,m) établit une équivalence entre une formule typiquement

non-cohérente ; "w = 0 =&#x3E; y = 0" et une formule cohérente : "3M E Rmn(y =
M.x)". Il permet donc, conl111e beaucoup d’autre axiomes du même type,
une traduction en langage cohérent de formules non-cohérentes.
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