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CAHIERS DE TOPOLOGIE ET Volume XXXVI-3 (1995)
GEOMETRIE DIFFERENTIELLE CATEGORIQUES

TRACES DANS LES CATEGORIES MONOIDALES,
DUALITE ET CATEGORIES MONOIDALES FIBREES

par G. MALTSINIOTIS

Abstract

The aim of this paper is the study of a class of monoidal or
tensor categories in which the notion of trace of an endomor-
phism is defined. These categories are called sovereign. A so-
vereign category is a tensor category in which every object has
a left and a right dual and in which a natural isomorphism
between left and right duals is given. This natural isomor-
phism, called a sovereign structure, must satisfy some com-
patibility conditions with respect to the tensor product. The
importance of the notion of a trace in a tensor category lies
in the fact that such a trace is used in order to define isotopy
invariants of links.

§ 0. Introduction.

Depuis la découverte du polynéme de Jones [Jo] et le développe-
ment de la théorie des groupes quantiques [Dr, J1, J2, Wo, Ka], I'in-
térét porté aux catégories monoidales est allé en grandissant. Soient
V une catégorie monoidale autonome (dont tout objet posséde un
dual), munie d’un tressage [JS1] et d’une torsion (“twist”) compa-
tible a la dualité (un “tortil”, dans la terminologie de Yetter [Ye], ou
“ribbon category”, dans celle de Turaev [T3, KT]) et I 'objet unité
de V. A tout objet de V, on associe un invariant d’entrelacs en rubans
(“framed links”) qui vit dans End(I) [Sh, FY1, T1, T2, RT1]. La
catégorie des représentations d’un groupe quantique est un tortil et,
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dans ce cas, End(I) est réduit aux scalaires. On associe ainsi, a toute
représentation d’un groupe quantique, un invariant scalaire d’entre-
lacs en rubans, qui est une fonction du parameétre de déformation
du groupe quantique. Si 'on applique ce procédé au groupe quan-
tique SL4(2) et sa représentation fondamentale, on obtient ainsi une
fonction qui est un polynéme de Laurent et s’appelle le polynéme de
Jones V(q). Quand g est une racine de I'unité, ses invariants permet-
tent par chirurgie de définir des invariants numériques des variétés de
dimension 3 [RT2, T3, T4, T6, BHMV1, BHMV2]. Cette cons-’
truction est également purement catégorique et garde un sens pour
toute catégorie modulaire (notion introduite par Turaev) [T3, Lyu)].
Une variante, due & Turaev et Viro [TV, T5], permet de construire
des invariants liés aux précédents en utilisant des triangulations, plu-
tot que la chirurgie.

Dans toutes ces constructions, un outil fondamental est la no-
tion de trace d’un endomorphisme, notion définie dans un tortil. Or,
il s’avere que la notion de trace garde un sens dans une catégorie
autonome, non nécessairement tressée, pourvu que cette derniére soit
munie d’une structure souveraine. On appelle ainsi la donnée, pour
tout objet de la catégorie, d’'un isomorphisme du dual a droite vers le
dual a gauche, ces isomorphismes satisfaisant a des axiomes de foncto-
rialité et de compatibilité au produit tensoriel [Ye]. L’ennui est que
le dual a gauche (ou a droite) n’est défini qu’a isomorphisme pres, et
qu’il est plus naturel de définir une catégorie autonome comme étant
une catégorie monoidale dont tout objet posséde un dual a gauche et
un dual a droite, plutét qu'une catégorie monoidale munie du choix,
pour chaque objet, d’un dual a gauche et d’un dual a droite.

L’origine de ce travail a été la volonté de résoudre cette diffi-
culté conceptuelle en utilisant la notion, et le langage, des catégories
fibrées, notion introduite par Grothendieck [SGA1, Gil] pour for-
maliser la notion d’un préfaisceau “flou” de catégories, ou la restic-
tion (ou image réciproque) d’un objet n’est définie qu’a isomorphisme
prés (la notion “naive” de préfaisceau de catégories étant trop res-
trictive). L’idée est la suivante. Considérons la catégorie By , formée
de deux objets + et — isomorphes entre eux et qui possédent I’iden-
tité comme seul endomorphisme. A toute catégorie monoidale V, on
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associe une catégorie D(V), au dessus de la catégorie By, dont les
fibres au dessus de + et — s’identifient a la catégorie V et la catégorie
opposée a V respectivement, et telle que la catégorie monoidale V soit
autonome si et seulement si D(V) est fibrée sur B4. Les foncteurs dual
a gauche, ou dual a droite s’interprétent alors comme des foncteurs
image réciproque par les isomorphismes entre + et —, et le choix,
pour chaque objet de V, d’un dual & gauche et d’un dual a droite cor-
respond au choix d’un clivage normalisé de la catégorie fibrée D(V)
sur By . Toutes les propriétés élémentaires de la dualité dans les ca-
tégories monoidales, dont la démonstration est toujours facile, mais
parfois fastidieuse, se déduisent de propriétés triviales de D(V).

La structure monoidale de V se traduit par une structure monoi-
dale relative sur D(V) au dessus de B4 . On est ainsi conduit & in-
troduire la notion de catégorie monoidale fibrée au dessus d’une ca-
tégorie, notion correspondant a une formalisation “correcte” de I’in-
tuition naive de “préfaisceau de catégories monoidales”. Cette notion,
ainsi que celle de champ monoidal sur un site (catégorie monoidale
fibrée dont la catégorie fibrée sous-jacente est un champ au sens de
Grothendieck-Giraud [Gi2]), correspondant & I'intuition de “faisceau
de catégories monoidales”, est destinée a jouer un réle important dans
les théories “tannakiennes” au-dessus d’une base qui n’est pas néces-
sairement le spectre d’un corps, ainsi qu’en cohomologie non commu-
tative.

La définition de la catégorie D(V) comporte un choix canonique,
mais arbitraire, du méme type que le choix habituel d’orientation
d’une variété complexe (on aurait pu choisir la convention opposée).
Cela consiste, essentiellement, & considérer le foncteur dual & droite
comme un foncteur de V dans la catégorie opposée V°, et le foncteur
dual & gauche comme un foncteur de V° dans V. Si 'on avait adopté
la convention opposée, on aurait associé a toute catégorie monoidale
autonome V), une catégorie fibrée D'(V) sur B , de fibre, comme pour
D(V), V au dessus de + et V° au dessus de —, le foncteur image réci-
proque par l'isomorphisme de — sur +, de V dans V°, correspondant,
cette fois, au foncteur dual & gauche, et le foncteur image réciproque
par I'isomorphisme inverse de + sur —, de V° dans V, correspondant
au foncteur dual & droite. Comme pour D(V), la catégorie D'(V)
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hérite d’une structure de catégorie monoidale relative. Si V est une
catégorie monoidale autonome arbitraire, les catégories monoidales fi-
brées D(V) et D'(V) ne sont pas en général équivalentes. Il en est ainsi
si V posséde une structure souveraine, et alors les structures souve-
raines sur V sont en bijection avec les B4-foncteurs monoidaux stricts
de D(V) dans D'(V), induisant 'identité sur les fibres au dessus de B4
(qui sont alors des équivalences de catégories monoidales relatives).

On remarque que cette derniere caractérisation des structures
souveraines garde un sens, méme si les catégories D(V) et D'(V) ne
sont pas fibrées sur B , autrement dit, pour des catégories monoidales
V non nécessairement autonomes. On est ainsi conduit a introduire un
certain nombre de structures sur une catégorie monoidale (s-structure,
t-structure, (s, t)-structure souveraine, trace a gauche, trace a droite),
dont la donnée, dans le cas autonome, équivaut a celle d’une structure
souveraine. La structure la plus riche est celle de trace a gauche (ou &
droite), cette structure induisant une (s, t)-structure souveraine qui, a
son tour, induit & la fois une s-structure et une t-structure souveraine,
satisfaisant a une certaine propriété de compatibilité. L’intérét de ces
résultats réside, entre autre, dans le fait que bien que la catégorie des
ind-objets d’une catégorie monoidale autonome souveraine (catégorie
d’ind-objets qui intervient dans certaines constructions tannakiennes
[Del]) ne soit pas en général autonome (et ne posséde en général pas
de trace), elle est canoniquement munie d’une (s,t)-structure souve-
raine. De plus, on montre que si V est une catégorie monoidale tres-
sée (non nécessairement autonome), toute torsion sur V définit une
(s,t)-structure souveraine. Ceci se rapproche du théoréme de Deligne
affirmant que, sous ’hypothése supplémentaire que V soit autonome,
les structures souveraines sur V sont en bijection avec les torsions

de V [De2, Ye].

Dans un prochain article, on introduira une notion de 2-catégorie
souveraine, généralisant celle de catégorie monoidale souveraine (qui
est une 2-catégorie souveraine possédant un seul objet, ou 0-cellule).
Dans une telle 2-catégorie, on peut définir une notion de trace, qui
permet, modulo des hypothéses de semi-simplicité, de finitude, et de
non dégénérescence, d’associer, en imitant la construction de Turaev
et Viro [TV, T5], des invariants numériques des variétés de dimen-
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sion 3, invariants qui peuvent étre considérés comme des invariants
cohomologiques (non commutatifs), & coefficients dans la 2-catégorie
considérée.

Dans le premier paragraphe, aprés un bref rappel de la théorie
de la dualité dans les catégories monoidales, on définit la catégorie
D(V) associée & une catégorie monoidale V, on traduit les notions
liées a la dualité dans V en termes de D(V), on introduit la notion de
catégorie monoidale relative au dessus d’une catégorie, et on définit
une structure de catégorie monoidale relative sur D(V) au dessus de
B4 . On termine par une étude des propriétés de fonctorialité (en V)
de D(V). Ces propriétés ne sont pas utilisées par la suite, et la lec-
ture du numero correspondant (1.6) n’est pas indispensable pour la
compréhension du reste de ’article. Dans le paragraphe deux, apres
quelques rappels sur les catégories monoidales autonomes et les ca-
tégories fibrées, on introduit la notion de catégorie monoidale fibrée
et on montre qu’une catégorie monoidale V est autonome si et seule-
ment si D(V) est une catégorie monoidale fibrée sur By . Le troisiéme
paragraphe commence par un rappel de la définition des catégories
souveraines. Notre définition, bien que légerement différente de celle
de Yetter, dont les axiomes s’avérent redondants, est équivalente. En-
suite, on introduit la notion de t-structure souveraine, sur une ca-
tégorie monoidale non nécessairement autonome, et puis celles de s
et (s,t)-structures souveraines, ainsi que celle de trace & gauche ou a
droite. On montre que, dans le cas autonome, toutes ces structures
sont essentiellement équivalentes, et on étudie leurs rapports, dans le
cas non autonome. On étudie également la description des structures
souveraines en termes de foncteurs monoidaux de D(V) dans D'(V).
Dans le dernier paragraphe, on étudie le rapport entre torsions et
structures souveraines, dans les catégories monoidales tressées, et on
démontre le théoréme de Deligne mentionné ci-dessus.

Dans cet article, la volonté d’origine, visant une meilleure com-
préhension des structures souveraines, a conduit a la découverte de
nouvelles structures et résultats, dépassant largement le but initial.

Je remercie Alain Bruguiéres pour sa lecture attentive de mon
manuscrit.
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§ 1. Dualité dans les catégories monoidales.

1.1. Rappels sur les catégories monoidales.

1.1.1. On rappelle qu’une catégorie monoidale (stricte) est un triplet
(V,®,1I), ouV est une catégorie, ® : V x V — V un foncteur et I un
objet de V, satisfaisant aux conditions suivantes :

a) associativité :

(ARB)@C=AR(BQC) , A B,CeOny) ,
(uRv)@w=u® (vew) , u, v, w € FUV) ;
b) unité :
IQA=A=AQ1I , AeOny) ,
1;Qu=u=u®l; , u € FYV)

Si (V,®,I) est une catégorie monoidale, il en est de méme pour
vV°,®,I),(V,®°%I)et (V°,8°,1I), ot V° désigne la catégorie opposée
a Vet ®° le bifoncteur ®° : YV x V — V défini par

AR*B=BQA A, Be ObV) ,
uR°v=vQu |, u, v € FUV)
1.1.2. On appelle foncteur monoidal de (V,®,I) dans une autre
catégorie monoidale (V',®',I') un triplet (F, ®2,®g),0u F:V — V'
est un foncteur,
@348 F(4)®' F(B) — F(AQ B)

un isomorphisme fonctoriel et

®: I' — F(I)
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un isomorphisme, tels que les diagammes suivants soient commutatifs :

(1.1.2.1)
' ' ®2,4,8® 1r(c) ,
F(A)®' F(B)®' F(C) »F(A® B) ® F(C)
1pa) ® CDZ,B,Cl J%,A@B,c
FAY®' F(B®C s F(AQ B C ,
(4)8' F(B®C) ——5———— F(4® B&C)
(1.1.2.2)
®' F(A) FA) &' T’
Py @' 1r(a) \ / ]-F(A) ®' ®o
F(D) &' F(A) F(4) F(4) ®' F(I)
Dy1,4 / \ Dy 4,1
F(I ® A) FAQI) ,

autrement dit tels que :

a) ®2,4,Bec(lr(a) ® P2,B,c) = P2,40B,0(®2,4,8®" 1r(c)) ;

b) @3 1,4(®0 ® 1r(a)) = 1ra) = ®2,4,1(1r(a) ®' o) -

1.1.3. On appelle morphisme fonctoriel monoidal de (F, ®,,®¢) dans
un autre foncteur monoidal

(FI’ ‘I"z,‘I’B) : (V,®,I) - (v,a®laI,) )

un morphisme fonctoriel a : FF — F” tel que les diagrammes suivants
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solent commutatifs :

(1.1.3.1)
F(4) ®' F(B) —2%2, F(4 B)

I
as @ aBJ JC“A@B %y/ \\q)f’

F'(A)®' F'(B) T F'(A®B), F(I)—5——F'(I) ;

autrement dit tel que :
a) aaeB®2,4,8B=®; 4 p(aa® ap);
b) @6 = Ol[@o .

On démontre facilement que si a est un isomorphisme fonctoriel,
alors la condition (b) est une conséquence de la condition (a).

1.2. Rappels sur la dualité dans les catégories monoidales.

1.2.1. Soit (V,®,I) une catégorie monoidale. On rappelle qu’une
dualité dans V est un quadruplet D = (A, B,¢,7n), ou A et B désignent
des objets de V et ¢ et n des morphismes

e:A@B — 1T | n:I — BRA
tels que
(1.2.1.1) (1p®e)(n®1lp)=1p et (€®1A)(1A®’r]) =14

et on dit alors que A et B sont mis en dualité par D, ou que D est une
dualité entre A et B et que (A, ¢e,n) (resp. (B,€,n)) (ou, par abus de
langage, que A (resp. B)) est un dual ¢ gauche de B (resp. un dual
d droite de A).

Parexemple,si A=B=I,e=1;:IQI=1—-Tetn=1;:
I-I=1IQI,alorsDy=(I,I,11,1;) est une dualité.

Si D = (A,B,¢,n) est une dualité de (V,®,I), alors D° =
(B, A,n,¢€) est une dualité de (V°,®,I), D* = (B, A, ¢,n) est une dua-
lité de (V,®°,I) et D°P = (A, B,n,¢€) est une dualité de (V°,Q°,I)
(cf. 1.1.1).
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Lemme 1.2.2. Soient D = (A, B,¢,n) et D' = (A", B',¢',n') deus
dualités. Pour tout couple de morphismesu: A — A' etv: B — B
les conditions suivantes sont équivalentes :

a) e'(u®lp)=¢e(la®v);

b) (v®1la)n' =(1p@u)n;

) u=(e®1a)(la®v®la)(la®n');

d) v=_>1®)1BQu®1p)(n®1p) .
De plus, pour tout morphisme u : A — A', il eziste un morphisme
unique v : B’ — B satisfaisant auz conditions équivalentes ci-dessus,

et réciproquement pour tout morphisme v : B' — B, il existe un
morphisme unique u : A — A’ satisfaisant i ces mémes conditions.

1.2.3. Si les morphismes u et v satisfont aux conditions du lemme
(1.2.2), on dit qu’ils sont mis en dualité par D et D', ou que u est le
dual ou le transposé i gauche de v relativement ¢ D' et D, ou que v
est le dual ou transposé i droite de u relativement ¢ D et D', et alors
on pose

u = t(l) pv) et v= tg’)D,(u)

On a donc par définition

(1.2.3.1) ty p(v) = (E®14)(1a®v® La)(1a ®7')
et
(1.2.3.2) top () = (16 ®€)(1p ®ud 1p)(n ® 1)

Il résulte aussit6t du lemme que t( ) » p st une bijection de Homy,(B’, B)
sur Homy(A4, A") et que ts),)D, en est la bijection inverse. De plus, si
D" = (A",B",e",n") désigne une troisitme dualité et u’' : A' — A"
et v' : B" — B' des morphismes, il résulte du méme lemme que

l ] ]
toh p(vv') = t3h b, (V)G p(v)

(1.2.3.3)
g)nu(u u) = tg)n,(u)tn, o (u)
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et on remarque que
!
(1.2.3.4) top(le) =14 et t§p(la) =15
On en déduit, comme d’habitude, 'unicité, & isomorphisme unique
prés, du dual & gauche, ou a droite, d’un objet de V :

Proposition 1.2.4. Soient (A, ¢e,n) et (A',e',n') deus duauz d gauche
d’un méme objet B de V. Alors il existe un isomorphisme unique
u: A — A tel que Uune des deuz conditions équivalentes suivantes
soit satisfaite :

a) e=¢(u®1lp);
b) n’=(13®u)n
De plus, u=t D(IB),ouD—(ABen) et D' = (A',B,¢',n"),

lisomorphisme inverse u~! étant donné par la formule

d
tn)nl(lB)

On laisse au lecteur le soin de formuler 1’énoncé analogue pour
deux duaux a droite d'un méme objet.

Proposition 1.2.5. Soient
D'=(A,B,¢\n') e D"=(A",B" " n")
deuz dualités dans V. Alors
D:=D'@D" := (A"®A',B'®B","(14®'®1p"),(1p®1"®14)n")
est une dualité dans V.

Il résulte aussitot de cette proposition que si deux objets de V
possedent un dual a gauche ou a droite, il en est de méme pour leur
produit tensoriel, le dual du produit tensoriel du premier par le second
étant le produit tensoriel du dual du second par le dual du premier. De
plus, on vérifie facilement que si-D , DY, D et DY désignent des dua-
lités entre A] et By, AY et By, A} et B} et AY) et BY respectivement,
et

! II
u': Al — A}, P Ay 2, v':By — B et v": By — BY
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des morphismes, alors on a

l l 4
(1258.1) 15 opr oreor (' V") =thh 0u(v") ® 1) 5, (v)

et
(1252)  t3) (u" ®u') = t3) o, (u) @ ) o (u)
L., D;@DI{,D;@DI; u u '1’D’2 Dlll’Dlzl u

1.2.6. Soient (V,®,I) et (V',®’,I') deux catégories monoidales,
(Fa ®,, QO) : (va ®7I) — (vl’ ®Ia I’)

un foncteur monoidal, et D = (4, B,¢,n) une dualité dans V. Alors

(F(A), F(B), &' F(¢)®2,4,8, ®5 5 4 F(1)%0)
est une dualité dans V' notée (abusivement) F(D).

Proposition 1.2.7. Soient

(Fa 4)27@0) ,
V,®,1) ————= (V' &', I')

(F', 93, %)
deuz foncteurs monoidauz,
a: (F, Q2,(1:'0) - (F,a<D,27 :))

un morphisme fonctoriel monoidal et D = (A, B, e,n) une dualité dans
V. Alors si l’on pose (conformement aux notations ci dessus)

F(D) =:(F(A),F(B),e',n') et F'(D)=:(F'(A),F'(B),e",n") ,

on a
a) e = e”(aA ® aB);
b) n" =(ap®@aa)n’;
c) aa est un isomorphisme et a' = tg)(o),F'(D)(aB)?

c) ap ést un isomorphisme et ap' = t(Fr()D) F(py(@a).
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1.3. La catégorie D(V) associée & une catégorie monoidale.

1.3.1. Soit (V,®,I) une catégorie monoidale. On lui associe une ca-
tégorie D(V,®, I), notée plus simplement D(V), définie comme suit :

OB(DV)) := OBWJOBV°) := Ob(V) x {+1, -1}

(ou V° désigne la catégorie opposée & V). Les morphismes de D(V)
sont définis par

Homp(y)((4,1),(B,1)) := Homy(A4, B)
Homp(y) ((4,—1),(B, 1)) := Homys (A, B) := Homy(B, A)
Homp(y)((4,1),(B,-1)) := Homy(A ® B, I)
Hompy)((4,-1),(B,1)) := Homy(I, A ® B)

La composition “o” dans D(V) est définie comme suit (en notant vu
le composé (dans V') de deux morphismes u: A — B, v: B — C de

V).
a) (4,1)—(B,1) = (C,1), A B-5C,

VOU I=VU

b) (4,1) 5 (B,1) % (C,-1), A B, BgC 51,
vou:=v(u®lg) ;

¢) (4,1) = (B,-1)-%(C,1), A®B-51, I-5BQC,

vou:=(u®le)laQv) ;

d) (4,1) = (B,-1)-%(C,-1), A B--1I, ¢ -5 B,
vou:=u(lg®v) ;

e) (4,-1)—=(B,1)5(C,1), I AQB, B-LC,

vou:=(la4Qv)u ;
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f) (4,-1) - (B,1) > (C,-1), I % A®B, BRC > 1,
vou:=(laQv)(u®lec) ;
g (4,-1) % (B,-1)->5(C,1), B A, I -BgC,

vou:=(u®lcl ;

h) (4,-1) % (B,-1) -5 (C,-1), B4, C -5 B,
vVOoOuU = uUv

On laisse le soin au lecteur de vérifier associativité de la compo-
sition ainsi définie et de constater qu’en posant

liagy:=1a et la-1):=1a

on a bien la propriété des unités. De méme, on vérifie facilement que
D(V°,®°,1) est la catégorie opposée a D(V) (cf. 1.1.1).

1.3.2. Soient
e:AQB—1 e n:I—BA
deux morphismes de V. On a
e € Homp(y)((4,1),(B,-1)) n € Homp(y)((B,-1),(4,1))
et
eon=(1p®e)(n®1lp) et noec=(c®14)(1a®n)

On en déduit que (4, B, ¢,n) est une dualité si et seulement si € et 7
sont des isomorphismes inverses 'un de I’autre dans D(V). En par-
ticulier, un objet B de V posséde un dual a gauche si et seulement
si il existe un objet A de V tel que (A,1) soit isomorphe & (B, —1)
dans D(V) . De méme, un objet A de V posséde un dual 3 droite si et
seulement si il existe un objet B de V tel que (B, —1) soit isomorphe

a (A,;1) dans D(V).
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1.3.3. En gardant les notations du lemme (1.2.2) et en considé-
rant u (resp. v) comme un morphisme u : (4,1) — (A4’,1) (resp.
v:(B,-1) — (B',-1)) de D(V), on remarque que les conditions
(a), (b), (¢), (d) de ce lemme se traduisent en termes de la composition
dans D(V) par les relations

a') e'ou=vwoe;
b') n'ov=uon;
') u=n'ovoeg;
d) v=¢ouon;
ce qui rend ce lemme évident, en tenant compte du fait qu’en vertu

de ce qui précede, ¢ et 7 ainsi que ¢’ et n' sont des isomorphismes
inverses 1’un de l'autre.

De méme, toutes les assertions de (1.2.3) deviennent évidentes et

les définitions de tSB’D et t(r’D, se traduisent par les formules

(1.3.3.1) th,D(v) =n'ovoe et tg’)D,(u) =¢'ouon

Enfin, I'unicité, a isomorphisme preés, d’un dual a gauche ou a droite
ne fait que traduire ’assertion que deux objets de D(V) isomorphes a
un troisiéme sont isomorphes entre eux.

1.4. Catégories monoidales au dessus d’une catégorie.

1.4.1. On se fixe une catégorie B. On rappelle qu'une catégorie au
dessus de B ou B-catégorie est un foncteur G : A — B d’une ca-
tégorie A dans B, qu'un morphisme ou B-foncteur de la B-catégorie
G : A — B dans une autre G' : A’ — B est un foncteur F' : 4 — A’
tel que G = G'F et qu'un B-morphisme fonctoriel du B-foncteur
F: A — A dans un autre F' : A — A’ est un morphisme fonctoriel
a: F — F' tel que pour tout objet A € Ob(A), ay : F(A) — F'(A)
soit un morphisme vertical de A’'. On rappelle que si G : A — B dé-
signe une B-catégorie, on dit qu’un morphisme v : A — B de A est
vertical (relativement & G) si G(v) = 1ga). Si X désigne un objet
de B, on appelle fibre de G (ou de A) au dessus de X et on note Ax
la sous-catégorie de A dont les objets sont les objets A de A tels que
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G(A) = X et les morphismes les morphismes verticaux entre tels ob-
jets. Un B-foncteur F : A — A’ induit un foncteur Fx : Ax — Ay et
un B-morphisme fonctoriel & : F' — F' induit un morphisme fonctoriel
aX): Fx — F.

1.4.2. On appelle B-catégorie monoidale, un triplet (V S B,®,I),
ou G : V — B est une B-catégorie et

Q:VxgV —V

I:B—YVY

des B-foncteurs (B étant considérée comme une B-catégorie par 1p :
B — B) satisfaisant aux conditions :

a) associativité : le diagramme suivant est commutatif

VxgVxgV—YXB® oy
(14.2.1) ® X5 1vl 1@

VXBV Q >V

b) unité : le diagramme suivant est commutatif

V st
(1.4.2.2) I XV [@ NXBI
B xgV =V ——= V xgB

On se gardera de croire qu’une B-catégorie monoidale soit, en
général, une catégorie monoidale. En revanche, pour tout objet X de
B, la structure de B-catégorie monoidale de V induit une structure de
catégorie monoidale ordinaire (Vx,®x,I(X)) sur la fibre Vx au des-
sus de X , une catégorie monoidale étant une By-catégorie monoidale
pour By la catégorie “ponctuelle”.
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1.4.3. Un B-foncteur monoidal de (V g B,®,I) dans une autre
B-catégorie monoidale (V' S, B,®',I') est un triplet (F, ®3,®p), ou
F:V — V' est un B-foncteur,

¢ :Q(FxgF)—> F® et &y:I' - FI

des B-isomorphismes fonctoriels, tels que pour tous A, B, C € Ob(V)
tels que G(A) = G(B) = G(C), le diagramme (1.1.2.1) soit commu-
tatif, et pour tout A € Ob(V) le diagramme

I'G(A)®' F(A F(A)®' I'G(A)
®5,6(4)®'1F(4) \ / 1r4)®'®0,6(4)
(1.4.3.1) FIG(A)®' F(A) F(4) F(A)®' FIG(A)
F(IG(A)® A) F(A® }G(A))

soit commutatif.
Affirmer la commutativité de ces diagrammes équivaut a affirmer

que pour tout objet X de B le triplet (Fx, <I>(2X), ®¢,x ) est un foncteur
monoidal de la catégorie monoidale (Vx,®x, I(X)) dans la catégorie
monoidale (Vi, ®'x, I'(X)).

On dit que le B-foncteur monoidal (F, ®;,Po) est strict si

Q(FxgF)=F® |, I'=FI

et les isomorphismes fonctoriels ®, et ®; sont les isomorphismes
fonctoriels identiques. Alors le B-foncteur monoidal (F, ®,,®q) est
déterminé par la seule donnée du foncteur F', et on dit, par abus de
langage, que F est un B-foncteur monoidal strict.

1.4.4. Un B-morphisme fonctoriel monoidal du B-foncteur monoidal
(F,®3,®¢) dans un autre

(F',&,,8): (v S B,®,1) — (V'S B,e,I'

-210-



MALTSINIOTIS - TRACES DANS LES CATEGORIES MONOIDALES...

est un B-morphisme fonctoriel a : FF — F' tel que pour tous A et B,
A, B € Ob(V) vérifiant G(A) = G(B), le premier des diagrammes
(1.1.3.1) soit commutatif, ainsi que pour tout X € Ob(B), le dia-
gramme

I'(X)
(1.4.4.1) %y \:"X

FI(X) > F'I(X)

ar(x)

Affirmer la commutativité de ces diagrammes revient a affirmer
que pour tout objet X de B le morphisme fonctoriel a(X) : Fx — F%

est un morphisme fonctoriel monoidal de (FX,<I>§X)

(Fx, q),gX)’ ®'o,x) -
1.4.5. Soient (V SB ,®, I) une B-catégorie monoidale et H : B' — B

un foncteur. Soient V' la catégorie produit fibré V' = V xg B' et
G' : V' — B' la deuxiéme projection. On vérifie aussitot qu’on définit

, ®o,x) dans

une B'-catégorie monoidale (V' ap ,®',I'), en posant
®=@xgB , I'=IxgB

et en identifiant V xgV xgB' & V' xg V' et BxgB' a B'. On dit
que la B'-catégorie monoidale (V' S, B',®',I') est I'image réciproque
de la B-catégorie monoidale (V g B,®,I) par le foncteur H, et on
écrit '

V'S B¢, 1" =H1VSB8,8,I)
En particulier, si X désigne un objet de B, B’ la sous-catégorie de B
dont le seul objet est X et le seul morphisme 1x, et H le foncteur
d’inclusion, alors H*(V 5B , ®, I) s’identifie & la catégorie monoidale
fibre (Vx,®x,I(X)) au dessus de X .
1.4.6. Soient (V § B, ®,I) (resp. (V' <A B',®',I')) une B-catégorie
(resp. B'-catégorie) monoidale, et H : B’ — B un foncteur. On ap-
pelle H-foncteur monoidal de (V' % 8., I') dans (V S B,®, I) un
B'-foncteur monoidal de (V' A B',®',I') dans H*(V g B,®,I).
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1.4.7. Soit (V S B,®, I) une B-catégorie monoidale. En composant
® avec le B-foncteur

T:VXBV-—?VXBV ,

défini par 7(A, B) = (B, A), (A,B) € Ob(V xgV) et 7(u,v) = (v,u),
(u,v) € FUV xg V), on définit un B-foncteur

RR°=Q7:VxgV —YV

et on vérifie aussitét que (V S B, ®°,I) est une B-catégorie monoi-

dale.

Supposons maintenant que la catégorie B soit un groupoide, et
désignons par ¢ le foncteur contravariant, involutif, défini par

UX)=X, XeObB) et «(f)=f", fe€FB)
Alors, si ’'on pose
G°=.G:V°—B e I°=I.:B—YV° ,

ou V° désigne la catégorie opposée a V, on vérifie facilement que

G° , . . . ’
(V° = B,®,I°) est une B-catégorie monoidale. Enfin, en combinant
les deux procédés ci-dessus on déduit une nouvelle B-catégorie monoi-

dale (V° & B,®°, I°).

1.5. Structure de catégorie monoidale relative sur D(V).

1.5.1. Soit B la catégorie dont ’ensemble des objets est {+,—}
et dont les seules fleches sont 14, 1_, f: 4+ —- —etg: — — +
assujetties aux relations gf =14 et fg =1_.

By=+_"_"2

La catégorie By est un groupoide.

-212-



MALTSINIOTIS - TRACES DANS LES CATEGORIES MONOIDALES...

1.5.2. Si(V,®,I) désigne une catégorie monoidale, il existe un fonc-
teur unique

G : D(V) — By

tel que pour tout objet A de V
G((A4,1)) =+ et G((A,-1)) = -

Le foncteur G nous permet de considérer D(V) comme une B4 -catégo-
rie. On va définir une structure de B-catégorie monoidale sur D(V).
Pour cela, on va définir des B4-foncteurs

R : D(V) x5, D(V) — D(V)
et

I:By— D(V)

Le foncteur ® est défini comme suit. Au niveau des objets, on doit
définir (A, s) ® (B,s), pour A, B € Ob(V) et s € {+1,—1}. On pose

(A,1)® (B,1)=(A®B,1)
(A,~1)® (B,~1) = (B® 4,-1)

Au niveau des fleches on doit définir « ® v pour u : (4,s) — (B,1),
v : (C,s) — (D,t), u,v € F(D(V)), A, B,C,D € ObYV),
s, t € {+1,-1}.

a) s=t=1,u:A—>B,v:C—-D

uRv: (4,1)®(C,1) —— (B,1) R (D, 1)
I Il
(A®C,1) (B® D,1)
uBv:AQC —B®D

uBov:=u®u
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b) s=1,t=-1,u:AQB—-I,v:CQ®D -1

uRv: (4,1)R(C,1) ——(B,-1)X (D, -1)
1l 1l
uRv:AQCRYDQRB —1

uRv:i=u(la®v®lp)
c) s=-1,t=1,u:I->AQB,v:I-CQ®D

uRv: (4,-1)R(C,-1) —— (B,1) R (D,1)
Il 1
(C®A,-1) (B®D,1)
uRv: I —-CQRQA®B®D

uBv:=(1cQ®u®lp)
d) s=-1,t=-1,u:B—->A,v:D->C
uRv: (A,-1)R(C,-1) —— (B,-1)R (D, -1)

] ]
(C®4,-1) (D® B,-1)

uRv:DB—CQA

uNvi=vQu
Enfin, le foncteur 7 est défini sur les objets par
I(+)=(1,1) I(_)=(Ia—1)

et sur les fleches par
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I(f): I(;r) ————*I(“—)
(I’l) (I,—l)

I(f): I@I=1—1

I(f) =1
b)
I(g) : I(;) —I(+)
I
(I,-1) (I,1)

I(9): I - I=IQ1

I(g):=1;p

Une simple vérification, laissée au lecteur, montre qu’on a le théoréme
suivant.

Théoréme 1.5.3. Le triplet (D(V) g By,X,T) est une By-catégorie
monoidale, la fibre au dessus de + (resp. au dessus de — ) s’identifiant
canoniquement d la catégorie monoidale (V,Q,I) (resp. (V°,®°,1)

(cf. 1.1.1)).

1.5.4. On remarque que la proposition (1.2.5) signifie simplement que
le produit tensoriel de deux isomorphismes dans D(V) est encore un
isomorphisme et que 'inverse de I'isomorphisme produit tensoriel est
le produit tensoriel des inverses des isomorphismes donnés. En effet,
en gardant les notations de cette proposition, on a

(1541) D'@D"=(A"®A,B®B","Re,n" &)

Les formules 1.2.5.1 et 1.2.5.2 résultent également aussit6t de 1.5.4.1
et de 1.3.3.1.

1.5.5. Si l'on applique le théoréme 1.5.3 a la catégorie monoidale
(v°,®°,I) (cf. 1.1.1), on obtient une nouvelle B-catégorie monoi-
dale. On montre facilement que cette Bi-catégorie monoidale n’est
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autre que la By-catégorie monoidale (D(V)° g Bi,R°,I°) (cf. 1.4.7
et 1.3.1).

1.6. Propriétés de fonctorialité de D(V).
1.6.1. Soient (V,®,I) et (V',®',I') deux catégories monoidales et

(F,®2,%): (V,®,1) — (V',&',I')
un foncteur monoidal. On va définir un foncteur
DF : D(V) — D(V')
Pour tout objet A de V et tout s € {+1,—1}, on pose
DF((A,s)) = (F(4),s) -

Si u désigne une fleche de D(V), on définit DF(u) comme suit
a) (4,1)-%(B,1) , A-SB

DF(u) := F(u) ;
b) (4,-1)-%(B,-1) , B-%A4
DF(u) := F(u) ;
¢c) (4,15 (B,-1) , A®B-5H1
DF(u):= &, F(u)®2 48 ;
d) (4,-1) % (B,1) . I A®B
DF(u) =87, pF(1)®0 ;

On laisse au lecteur le soin de vérifier qu’on a bien défini ainsi un
foncteur.
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1.6.2. Silon considére D(V) et D(V') munies de leurs structures de
B -catégories monoidales (cf. (1.5.2))

DOW) S B.,®,1) , (V)BT
le foncteur DF se prolonge en un By -foncteur monoidal
(DF, D®,,D®,) : (D(V) S5 By, R, T) — (D(V') <5 By, &', T')
Pour tout A, B € Ob(V) et s € {+1,—1} on définit
D®;,(4,5),B,s) : DF(A,s) ® DF(B,s) — DF((A,s)® (B,S))

comine suit.
a) s=1.0na

DF(A,1) R DF(B,1) = (F(A),1) ®' (F(B),1)
= (F(A)®' F(B),1)
et
DF((A,1)® (B,1)) = DF(A® B,1) = (F(A® B),1)
On doit donc définir
D&, (41)(B1) : F(A)® F(B) — F(A® B)

On pose
D®3,4,1),B1) = P2,4,B

b) s=-1.0na
DF(A,-1)R' DF(B,-1) = (F(A),-1) ®' (F(B),-1)

= (F(B)®' F(A),-1)
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et
DF((A,-1)® (B,-1)) =DF(B® A,-1) = (F(B® A),-1)
On doit donc définir
D®;,(4,-1),(B,-1) : F(B® A) — F(B) ®' F(A)

On pose
D¢2)(A1_1)»(Bv_l) = ¢2—leyA

De méme on définit le morphisme fonctoriel
D®): ' — DF-T

comme suit.

a)
(D®o)+ : T'(+) —— DF(I(+))
(I'lall) DF(IL"l) = (F(I),1)
(DPo)+ := D0 ;
b)

(DBo): T'(~) ——— DF(Z(-))
I Il
(I’a -1) DF(I,-1)= (F(I)a —1)

&1
Une longue et pénible suite de vérifications montre, sans surprise,
qu’on a ainsi bien défini un Bi-foncteur monoidal. La surprise ne

vient que si ’on essaie de continuer le procédé pour un morphisme
fonctoriel. On constate alors qu’on doit élargir cette notion.
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1.6.3. Soient F' et F' deux foncteurs d’une catégorie A dans une
catégorie A' et A, et A_ deux sous-catégories pleines de A telles que

(1.6.3.1) Ob(A) = Ob(A)[JOB(A-)

(La donnée de Ay et A_ équivaut a la donnée d’un foncteur
G : A — By, autrement dit & la donnée d’une structure de Bi-caté-
gorie sur A, de sorte que A, (resp. A_ ) soit la fibre de G au dessus
de + (resp. au dessus de — ) ). On appelle pseudo-morphisme foncto-
riel de F' dans F' relativement d (A4, A_) la donnée pour tout objet
A de A d’un morphisme ay de A’ de source F(A) (resp. F'(A)) et
de but F'(A) (resp. F(A)) si A € Ob(A;) (resp. si A € Ob(A_))
satisfaisant a la propriété suivante. Pour tout morphisme u : A — B

de Aona:
a)si A, B € Ob(A4), alors le diagramme suivant est commutatif

F(A) —24 L F'(4)
(1.6.3.2) F(U)J lF'(u)
F(B) —4z— F'(B) ,

autrement dit, la restriction de a a A4 est un morphisme fonctoriel
de la restriction de F & A4 dans la restriction de F' & A, ;
b) si A, B € Ob(A_), alors le diagramme suivant est commutatif

F(A)—24 __ F'(4)
(1.6.3.3) F(u)l lF'(u)
F(B)«—az—F'(B) ,

autrement dit, la restriction de o & A_ est un morphisme fonctoriel
de la restriction de F' & A_ dans la restriction de F' & A_ ;

c)si A€ Ob(Ay), B € Ob(A-), alors le diagramme suivant est
commutatif

F(A) —24  F'(4)
(1.6.3.4) F(u)l JF’(u)
F(B) —ay F'(B)

-219-



MALTSINIOTIS - TRACES DANS LES CATEGORIES MONOIDALES. ..

autrement dit,
(1.6.3.5) F(u) = apF'(u)as ;
d)si A€ Ob(A_), B € Ob(A;), alors le diagramme suivant est
commutatif
F(A4) —4— F'(4)
(1.6.3.6) F(u)l lF’(u)
F(B) —— F(B)
autrement dit,
(1.6.3.7) F'(u) = apF(u)au

On remarque que si pour tout A € Ob(A_) a4 est inversible, dire
que a est un pseudo-foncteur de F' dans F' relativement & (A4, A_)
équivaut a dire que (a | A4)[J(a | A=)"! est un morphisme fonctoriel
de F dans F'.

Proposition 1.6.4. Soient A, A", F, F', A, , A_ comme ci-dessus,
a: F — F' un pseudo-morphisme fonctoriel de F dans F' relative-
ment ¢ (A4, A_), A un objet de Ay et B un objet de A_. Alors
st A et B sont 1somorphes dans A, les morphismes a4 et ag sont
des isomorphismes et si u : A — B désigne un isomorphisme et u~?
l1somorphisme inverse, on a

o' = F(u™apF'(u) et  ap' = F'(u)asF(u™?)

DEMONSTRATION. En vertu de (1.6.3.5) et (1.6.3.7), on a
F(u)=apF'(w)as et F'(u)=asF(u ap ,
/
d’ou

F(u"l)aBF'(u)aA =1pa) et asF(u™VapF'(u) = lpicay

ce qui démontre la proposition.
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1.6.5. Soient B une catégorie, (V g B,®,I)et (V' LA B,®',I') deux
B-catégories monoidales, (F, ®;,®g) et (F', @5, ®;) deux B-foncteurs
monoidaux de la premiere dans la seconde et V; et V_ deux sous-
catégories pleines de V telles que

Ob(V) = OV [OW(V_)

et telles que pour tout A € Ob(Vy) (resp. A € Ob(V-)) et tout
B € Ob(V) tel que G(B) = G(A) on ait B € ObV;) (resp.
B € Ob(V_)) (cela équivaut a dire que le foncteur H : V — By cor-
respondant a (V4,V_) (1.6.3) se factorise par B). Soient B4 (resp.
B_) la sous-catégorie pleine de B telle que

Ob(By) = {X € Ob(B) | IA € Ob(V,), X = G(A)}
(resp.  OW(B_)={X € OB) |4 € Ob(V_), X = G(A)} )
et V', (resp. V') la sous-catégorie pleine de V' telle que
Ob(V,) = {4’ € ObV') | G'(4) € Ob(B4)}
(resp.  Ob(V.) = {A' € Ob(V') | G'(A") € OB(B_)} ).

Par restriction de G a V, (resp. a V- ), de ® a V4 xp, V4 (resp. a
V_xp_V_)etdela By (resp. a B_), on en déduit une B, -catégorie
(resp. une B_-catégorie) monoidale

Vs S5 B4,@4,1)  (resp. (V- S5B_,9_,I.) )

et de méme, par restriction de G', ®, I', une B-catégorie (resp.
une B_-catégorie) monoidale

(V! 3334.,@' i (resp. (VL i»B’_,(X)'_,If_ .
+ + 1

Enfin, par restriction de F' a V, (resp. & V_), de ®; & V4 x5, V;
(resp. 3 V_ xp_ V_) et de ®¢ & By (resp. a B_), on en déduit un
B, -foncteur (resp. un B_-foncteur) monoidal

G G,
(F+,(I’;',‘I)3_) : (V+ _i) B+a®+aI+) - (vfl— —i) B+,®f}-,-[-’}—)
!

(resp. (F~, %5, 85): (V- S5 B_,0_,1_) » (V. 25 B_,&',I"))
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et de méme, par restriction de F', ®4, &, un By -foncteur (resp. un
B_-foncteur) monoidal

G (e}
(F™*,05%,80%): (V4 =5 By, @4, It) — (Vi =5 By, @4, 1)

(resp.
_ — _ _ G
(F'=, 87,8, 7): (V. S5 B_,@_,I_) — (V. -5 B_,@"_,I")).

On dit qu’un pseudo-morphisme fonctoriel @ : F — F' relative-
ment & (V4,V-) est un B-pseudo-morphisme fonctoriel monoidal de
(F,®2,®0) dags (F', @4, Bp) relativement au couple (V4,V-) si la res-
triction de @ a V; est un Bi-morphisme fonctoriel monoidal
de (F+, ®F &%) dans (F'*,®,",®,%) et la restriction de « &
V_ un B_-morphisme fonctoriel monoidal de (F'~,®, ,®; ) dans
(F~,%;,%;).
1.6.6. Soient
(F7 ¢27 q)O) , ,
(v’®’I)—_—_’(V 7® 7I,)
(F", ®5, %)
deux foncteurs monoidaux, a : (F,®;,®9) — (F',®,, ®;) un mor-
phisme fonctoriel monoidal et
(DF,D®,,D%,)
(D(V) — Bx,®,1) 2 (D(V') — B, &, 1)
(DF', D%}, D))

les By-foncteurs monoidaux associées (1.6.2). On désigne par D4 (V)
(resp. D_(V)) la fibre de D(V) au dessus de + (resp. au dessus de
— ). Au morphisme fonctoriel a correspond un B -pseudo-morphisme
fonctoriel monoidal Da de (DF,D®;,D®,) dans (DF', Dd}, Dd))
relativement a (D4+(V),D-(V)) défini par 501(A,3) = au, pour
A€ Ob(V) et s € {+1,—1}. Pour démontrer que Da est un pseudo-
morphisme fonctoriel, on remarque que les conditions (a) et (b) de
(1.6.3) sont évidentes. Vérifions la condition (c). On doit montrer que
pour tout morphisme

(A4,1) = (B,-1) ARB -5 1
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on a B 5
DF(u) = Dagp,—1) © DF'(u) 0 Da4,)

En effet on a

ﬁa(B,_l) o DF'(u)o 501(/1’1)
= Da(p,-1) o (DF'(u)(Dagan) ® 1r(p)))
= DF'(u)(Daa,1) ® 1r(8))(1r(a) ® Das, 1))
=0, F'(u)2,4,5(04 ' 1r/(5))(1r(a) ®' )
= &) F'()®) 4, 5(04 ®' ap)
= &) F'(u)aagn®2,4,8
= &) arF(u)®s,4,8
= &, F(u)®; 4,5 = DF(u)
La condition (d) se démontre de fagon analogue et on vérifie immé-

diatement que le pseudo-morphisme fonctoriel a est un B4-pseudo-
morphisme fonctoriel monoidal.

On remarque que la proposition (1.2.7) est conséquence de ce qui
précede, de la proposition (1.6.4) et du lemme (1.2.2).

1.6.7. En gardant les notations ci-dessus, si a est un isomorphisme
fonctoriel monoidal, on pose

Da = (Ba | D+(V) [ [(Ba | D-) ™"

et alors Da est un Bi-morphisme fonctoriel monoidal (et méme un
isomorphisme). On a ainsi défini un 2-foncteur D de la 2-catégorie
dont les objets sont les catégories monoidales, les 1-fleches les fonc-
teurs monoidaux et les 2-fleches les isomorphismes fonctoriels monoi-
daux, dans la 2-catégorie dont les objets sont les B4 -catégories monoi-
dales, les 1-fleches les Bi-foncteurs monoidaux et les 2-fleches les
B4 -morphismes fonctoriels monoidaux.
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§ 2. Catégories monoidales autonomes.

2.1. Rappels sur les catégories monoidales autonomes.

2.1.1. On dit qu’'une catégorie monoidale est autonome & gauche
(resp. autonome & droite) si tout objet posséde un dual & gauche
(resp. a droite). On dit qu’elle autonome, si elle est a la fois autonome
a gauche et a droite.

11 résulte de la proposition 1.2.7 qu’un morphisme fonctoriel mo-
noidal entre foncteurs monoidaux, d’une catégorie monoidale auto-
nome a gauche, ou a droite, a valeurs dans une catégorie monoidale,
est un somorphisme fonctoriel.

2.1.2. On appelle structure autonome d gauche (resp. structure auto-
nome d droite) sur une catégorie monoidale autonome & gauche (resp.
a droite) la donnée pour tout objet A d’un dual & gauche (YA,€4,n4)
(resp. d’un dual a droite (AY,e4,h4)), autrement dit, le choix pour
tout objet A d’un objet YA (resp. d’un objet AV ) et des morphismes

Ea:AQA—T |, na:I— ARVA
(resp. ea:AQAY — I |, ha:I—A®A )
satisfaisant aux relations :
(1a®ea)na®la)=14a, (ca®1u)(Iu®na) =1v
(resp. (ea®14)(1a®ha)=14, (lav®ea)(ha®1lav)=14v ).

On dit qu’une telle structure autonome a gauche (resp. & droite) est
normalisée si VI =TI et ey =ny =17 (resp. IV =T et ef = hy = 1;)
(ce qu’on peut toujours supposer (cf. 1.2.1), sans perte de généralité).

On appelle structure autonome sur une catégorie monoidale auto-
nome la donnée a la fois d’une structure autonome a gauche et a droite.

2.1.3. 1l résulte de (1.2.2) et (1.2.3) que la donnée d’une struc-
ture autonome & gauche (resp. a droite) sur une catégorie monoidale
(V,®, I) définit un foncteur contravariant de V dans V en associant
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3 un objet A de V l'objet YA (resp. I'objet A ) et & un morphisme
u: A — B de V le morphisme Yu : VB — YA (resp. le morphisme
uV : BY — AV) défini par

Yu =10, p,(u) = (68 ® 1a)(1vp ® u @ 1u)(1v ® 1.4)
(resp. u¥ = tg,,)"D,B (u)=(av®eB)(lav@u®lpv)(ha®1lpv) ),

ou pour tout objet C de V on pose D¢ = (VC,C,ec,nc) (resp.
c = (C,CV,ec,hc)). On vérifie aussitot, en utilisant les proposi-
tions (1.2.4) et (1.2.5), que ce foncteur s’étend en un foncteur monoidal

0 = (v, 2{,8{"): (v°,8°,1) — (V,®,1)

(resp.  t = (Y, 8", &) : (v°,0°, 1) — (V,®,1) ),
ou, en utilisant les notations de (1.2.3) et (1.2.5),

U] (
3,48 = tD)B@,A,DB@DA(lB@A)

= (€A ® 1V(B®A))(1VA ® €B ® lA ® 1V(B®A))(1VA ® 1VB ® nB@A)

(resp. <I>g;)4’ B= tg,)

poaDseD; (1564)

= (1(Boa)v ®eB)(1(Boa)y ®lp®ea®1lpv)(hpga ®1av @ 1pv))

et
o) =, (resp. &7 =h; )

(si les structures autonomes sont normalisées, on a donc <I>f)l) =1
(resp. &{” =1;)).

2.1.4. Sila catégorie monoidale (V,®,I) est munie d’une structure
autonome

(V_’e,n"v,e,h) b
pour tout objet A de V, on définit des morphismes

ka:A—V(AY) . et ka:A— (YA
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par

40

ka=tp,, p, (lav) = (ea®1vav))(1a ®7av)

KA = tng,DA(]'VA) = (1(VA)V ® (—;A)(th ® 1A)

Il résulte aussitot de 1.2.2 et 1.2.3 que k4 et & 4 sont des isomorphismes
fonctoriels en A, les isomorphismes inverses étant définis par

k;l = tgz,DAv(lAv) =(eav ® 1A)(1V(AV) ® hA) s

Ka' =t oy, (1) = (14 © 0)(74 ® Loay)

2.2. Rappels sur les catégories fibrées.

2.2.1. Soit G : A — B une B-catégorie. On rappelle qu'un morphisme
cartésien de A (relativement a G) est un morphisme k : A — B de
A tel que pour tout morphisme u : A; — B tel que G(u) = G(k) il
existe un morphisme vertical (cf. 1.4.1) unique v : 4; — A tel que
u=kv.

Ay

; \
VI

e

A k B

Tout isomorphisme est un morphisme cartésien. Un morphisme a la
fois cartésien et vertical est un isomorphisme. On dit que G est une
préfibration si pour tout objet A de A et toute fleche f de but G(A)
de B il existe un morphisme cartésien k de but A tel que G(k) = f.
On dit que G est une fibration (ou que A est une catégorie fibrée sur
B) si G est une préfibration et si le composé de deux morphismes
(composables) cartésiens est un morphisme cartésien. Si G est une
fibration et k£ un morphisme cartésien tel que G(k) soit un isomor-
phisme de B alors k est un isomorphisme de A. En particulier, si G
est une fibration et B un groupoide, alors ’ensemble des morphismes
cartésiens de A n’est autre que I’ensemble des isomorphismes de A.
Si G est une préfibration (et en particulier si c’est une fibration) la
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donnée d’un clivage normalisé de G équivaut a la donnée d’une classe
K de fleches cartésiennes de A contenant les identités de A et telle
que pour tout objet A de A et toute fleche f de but G(A) de B il
existe un morphisme unique k € K de but A tel que G(k) = f.

2.2.2. SiG: A— B,G": A — B désignent deux B-catégorie, on dit
qu’un B-foncteur F' : A — A’ est cartésien, si 'image par F' de tout
morphisme cartésien de A est un morphisme cartésien de A’.

2.2.3. On dit qu’une B-catégorie fibrée G : A — B est pointée si elle
est munie d’un B-foncteur cartésien S : B — A, autrement dit d’un
foncteur S qui est une section de G et transforme tout morphisme de
B en un morphisme cartésien de A. On appelle clivage normalisé de
la catégorie fibrée G : A — B pointée par S un clivage normalisé de
la catégorie fibrée sous-jacente, donné par une classe de morphismes
cartésiens K telle que, pour toute fleche f de B, s(f) appartient & K.

2.3. Catégories monoidales fibrées et dualité.

2.3.1. On appelle B-catégorie monoidale fibrée une B-catégorie monoi-
dale (V S B,®,I) telle que G : V — B soit une fibration et @ et I
des foncteurs cartésiens. En particulier, (V g B,I) est une catégorie
fibrée pointée. On appelle clivage normalisé de la catégorie monoidale
fibrée (V $8,0,I ) un clivage normalisé de la catégorie fibrée pointée
sous-jacente (V S B, I).

Soit G : A — By une Bi-catégorie, ou By désigne la catégorie
définie dans 1.5.1, et notons A4 et A_ les fibres de G au dessus de +

et de — respectivement. Comme la catégorie B4 est un groupoide, la
proposition suivante résulte aussitot de 2.2.1.

Proposition 2.3.2. Le foncteur G est une fibration si et seulement s1
pour tout objet A de A_ il existe un objet de Ay isomorphe é A (dans
A) et pour tout objet B de Ay il eziste un objet de A_ isomorphe d
B (dans A).

Théoréme 2.3.3. Soient (V,®,I) une catégorie monoidale et
G : D(V) — By le foncteur défini au numéro 1.5.2. Alors G est une
fibration st et seulement si V est autonome. De plus, s’il en est ainsi
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la By-catégorie monoidale (D(V) g B1,R®,7) est une Bi-catégorie
monoidale fibrée, dont les clivages normalisés sont en bijection avec
les structures autonomes normalisées de (V,®,1).

Le théoréme résulte aussitot de la proposition précédente et de

1.3.2 et de 1.5.3.

2.3.4. En vertu du théoréme précédent et de la proposition 1.2.7, le
2-foncteur D, défini dans 1.6.7, induit un 2-foncteur de la 2-catégorie
dont les objets sont les catégories monoidales autonomes, les 1-fleches
les foncteurs monoidaux et les 2-fleches les morphismes fonctoriels
monoidaux (qui sont automatiquement des isomorphismes), dans la
2-catégorie dont les objets sont les By-catégories monoidales fibrées,
les 1-fleches les Bi-foncteurs monoidaux (qui sont forcement carté-
siens) et les 2-fleches les B4-morphismes fonctoriels monoidaux.

§ 3. Catégories monoidales souveraines.

3.1. Définition des catégories monoidales souveraines.

3.1.1. Dans une catégorie monoidale autonome (V,®,I), un dual
a gauche d’un objet n’est pas nécessairement isomorphe & un dual a
droite de ce méme objet. On appelle catégorie monoidale souveraine
une catégorie monoidale autonome qui satisfait a cette propriété et est
munie d’un choix cohérent d’isomorphismes entre duaux a gauche et
duaux a droite. Plus précisément, on est conduit a poser la définition
suivante.
Définition 3.1.2. Soit (V,®, I) une catégorie monoidale autonome.
On appelle structure souveraine sur (V,®,I) la donnée pour tout
objet B de V et tout couple de dualités de la forme D = (A, B,¢,n)
et D' = (B,C, e, h) d’un isomorphisme yp p, : C — A, la famille ¢
de ces isomorphismes satisfaisant aux propriétés suivantes :
a) fonctorialité : pour toute fleche v : By — By de V et toutes
dualités
Dy = (A1, B1,e1,m) D; = (B1,C1,e1, k)

D2 = (A23B2a€27 772) ) ,2 = (B2’C2a eZahZ) )
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siu:A; — Ay (resp. w: C; — C;) désigne le transposé a gauche
(resp. a droite) de v relativement & D; et D, (resp. relativement a D]
et DY) (cf. 1.2.3)

l
u=t p,(0) ,  w=t5) o (v)

alors le diagramme suivant est commutatif

¥D,,D!
C, 22 A
wJ l
¥D,,D!
Cl ad Al )
autrement dit,
l
(3.1.2.1) t::o),,nz(”)sonz,n; = som,n;tg?,o;(v) ;

b) compatibilité au produit tensoriel : pour tout couple d’objets
B, , By de V et toutes dualités

D; = (A1, By,e1,m) D; = (B1,C1,e1,h1)
D2 = (A2’B27627772) ) 012 = (B2,02,62,h2) )

en utilisant les notations de 1.2.5, on a

(3.1.2.2) ¥D,8D,,0,0D, = ¥D,,0, ® ¥D,,0,

On appelle catégorie monoidale souveraine, ou plus simplement ca-
tégorie souveraine, une catégorie monoidale autonome munie d’une
structure souveraine.

Définition 3.1.3. Soient (V,®,1I,¢) et (V',®',I',¢') deux catégories
souveraines. On dit qu’un foncteur monoidal

(F, @2,(1)0) : (V, ®,I) — (vl’®'7I')
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est souverain si pour tout objet B de V et toutes dualités
D=(A,B9577]) ) D'=(B,C,e,h) ’

en utilisant les notations de 1.2.6, on a

(3.1.3.1) ¢Fm),ro) = Fep,0r)

Remarque 3.1.4. Contrairement aux catégories autonomes qui ne

sont pas munies d'une structure autonome particuliére (pour qu’une

catégorie monoidale soit autonome, il suffit qu’une telle structure

existe) une catégorie souveraine est par définition munie d’une struc-

ture souveraine. En effet, si, grace a I'unicité & isomorphisme pres

d’un dual, deux structures autonomes sont toujours “isomorphes”, il
n’en est pas en général de méme pour deux structures souveraines.

Proposition 3.1.5. Soit (V,®,I,¢) une catégorie souveraine.
a) 51 Dy désigne la dualité (I,1,11,11) (cf. 1.2.1), alors

(3.1.5.1) ®Do,Do = 11

b) Soient

D = (4,B,¢,n), D'=(B,C,,n'") et D" =(C,D,e",n")
des dualités. Alors on a
(3152) opp =torp(eppr) € @pipn =t p(@op)
DEMONSTRATION. On remarque que Dy®@Dy = Dy et 3.1.2.2 implique
que

®Do,D0 = PDo,Do ® PDo,0o = (¥Do,0o @ 11)(11 ® ¥p,p,) = 90?30,00

Comme ¢p, p, est inversible, on en déduit que pp p =1r.
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Pour démontrer ’assertion (b), on remarque d’abord qu’en vertu
de 1.2.2 et 1.2.3, les deux égalités de 3.1.5.2 sont équivalentes. Il suffit
donc de prouver la premiere. Or, on a

tg?’,D(‘PD',D" Jepp = (€®1c)(1a® ¢vppr ®1c)(1a @ 1" )ep pr
= (e ® lo)(¢p,pr ® o ,pr @ 1c)(lc @ 7")
=(e®1lc)(¢peppenr ®lo)(lc®n")
= (tgz,n'cpo('?') ® 1¢)(¢prep pepr ® 1c)(lc ® ")
= (¥04,0, ® 1)t prope (1) ® 1c) (1c ® 1")

= (tby 0o (1) ® 1c)(1c ®1") = (" ® Le)(lo ®1") = 1o
(la premiere égalité résultant de 1.2.3.1, la troisiéme de 3.1.2.2, la qua-
trieme de 1.2.3.1, 1.2.5 et 1.2.1.1, la cinquiéme de 3.1.2.1, la sixiéme
de 3.1.5.1 et la septieme de 1.2.3.2, 1.2.5 et 1.2.1.1), ce qui prouve la
proposition.
Remarque 3.1.6. Un calcul tout a fait analogue a celui de la démons-
tration ci-dessus conduit a 1’égalité

‘PD,D'tS?‘,D(‘PD’,D”) =14
Ces calculs montrent qu’on aurait pu remplacer ’hypothése d’inver-
sibilité de ¢p p/, dans la définition d’une structure souveraine, par

la condition 3.1.5.1, ou méme (conformement & la démonstration de
cette condition) par la simple inversibilité de ¢p, p, -

3.1.7. Soit (V,®,I) une catégorie monoidale autonome. Pour toute
structure souveraine ¢ sur (V, ®, I) on définit une structure souveraine
¢° sur (V°,®,I) (resp. ¢* sur (V,®°,1I), resp. ¢°P sur (V°,®°,1))
en posant pour tout couple de dualités

D= (A,B,e,n) , D'=(B,C,e,h)
de (V,®,1),
Pbre,pe = Pp,0¢ (T€SP. Ppx px = Pppr > TESP- Ppop prov = P )
(cf. 1.2.1).
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Remarque 3.1.8. Soient (V,®,I,¢) une catégorie monoidale auto-
nome souveraine et des dualités

D, =(A,B,e,n) , D, =(B,C,e,h)

En vertu de 3.1.2.1, pour toute dualité D} = (B,C’,¢e',h') on a un
diagramme commutatif

¥D,,D,

c’ +> A
!
§)0,10)| |10, =14
C ¥D,,D, , A
autrement dit,
(31.8.1) ¥p,,0, = ‘Pol,nztgz,ofz(lB)

Or, si 'on pose e’ = e(1p ® <p511’02) et A' = (pp, p, ® 1)k alors
D, = (B, A,¢€', k') est une dualité et

) 5,(18) = (1o @ ¢)(h ® 14)

=(lc®e)(lc ® 1B @ ¢p. p,)(h ® 14)
=(1c®€)(h ® 1c)¢p, b, = ¥o, 0,

En vertu de 3.1.8.1, on en déduit que ¢p, .0, = 1,4.

On a donc montré que pour tout objet B de V on peut trouver
un objet A qui soit & la fois dual & gauche et a droite de B, et des
dualités B
Dlz(A7B,€a77) ’ Dg=(B,A,6,h)

telles que pp, p, = 14.
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3.2. Structures souveraines et structures autonomes.

3.2.1. Soient (V,®,I) une catégorie monoidale autonome et
(V" e’ n’ °V7e’ h)

une structure autonome sur V; autrement dit, pour tout objet A de V',
(MA,e4,m4) (resp. (AY,ea,h4)) est un dual & gauche (resp. a droite)
de A.

Théoréme 3.2.2. En gardant les notations de 2.1.3, pour toute struc-
ture souveraine ¢ sur (V,Q,I), si l'on pose, pour tout objet A de V,

. \ \"
ap=¢p,p, AT — A,

alors a est un isomorphisme fonctoriel monoidal de t(") dans t(). Ré-
ciproquement, pour tout isomorphisme fonctoriel monoidal a du fonc-
teur monoidal t dans tV), il eziste une unique structure souveraine
¢ sur (V,®,I) telle que pour tout objet A de V, on ait ay = ¥D4,D, -

DEMONSTRATION. La fonctorialité de a est un cas particulier de
3.1.2.1. Démontrons que

r l
(3.2.2.1) aB®A¢g’34,B = Q;,)A,B(QA ® aB)

Par définition, on a

(r)  _ (r)
apea®2,4,8 = ‘pDB@A,D'B®AtD’B®A,Di‘®Dh(13®A)

et par définintion et 3.1.2.2

l l

— 4D
- tDB@AyDB ®D4 (1B®A)¢DB®DA D, ®D

et 3.2.2.1 résulte de 3.1.2.1. Puisque a est un isomorphisme fonctoriel,
la condition ‘I’él) = al-{)((,r) est une conséquence de 3.2.2.1 (cf. 1.1.3).
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Démontrons la réciproque. Supposons donc que a soit un isomor-
phisme fonctoriel monoidal de t(") dans t) et démontrons d’abord
qu'il existe au plus une structure souveraine ¢ sur (V,®,I) telle que

(3.2.2.2) VA€ OWV) as=¢p,p.

En effet, soient A, B, C trois objets de V et D (resp. D' ) une dualité
entre A et B (resp. entre B et C). Pour toute structure souveraine
@, on a, en vertu de 1.2.3.3, 1.2.3.4 et 3.1.2.1,

LPD,D' = LPDaDItg’),D’B(lB)t(r) DI(]_B) = tD DB(]'B)SODB,D' tDI D'(IB)

On en déduit que si la structure souveraine ¢ satisfait a 3.2.2.2, on a

{ T
(3.2.2.3) Yoo = 9, (18)apt, ) p(1B)

ce qui prouve l'unicité de .

Pour prouver l'existence, définissons ¢, pour tout couple de dua-
lités D et D' comme ci-dessus, par la formule 3.2.2.3 et montrons
qu’alors ¢ est une structure souveraine satisfaisant a 3.2.2.2, cette
derniére assertion étant d’ailleurs évidente par 1.2.3.4. Soient donc
A1 , B1 5 C] ; A2 N B2 y Cz des objets de Vet D1 , Dll ; Dz , D’2 des dua-
lités entre A; et By, By et Cy, A; et By et B; et C; respectivement.

Pour tout morphisme v : By — B2, on a

) (
toy, 0, (180, p,(1)¢0,,04 s,y (15:)

(1 I l r
= 15y, 0. (18)15,,0,(0)1) by, (15:)a 5,10 0, (15,)15, o, (15)

) (r)
= ty, 05, (V)¥B, = aBlt';'nl’D'az(v)

@

= 10,,,0, (181,04, (18)an, 5 0; (18,15 py ()15 o, (15,)
(r)

tE))BI 101 (lBl )‘Pnlyn’l tDII,Dlz(v)tg") DI (1B2)
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(la premiére et la derniére égalité résultant de 3.2.2.3, la deuxiéme et
la quatriéme de 1.2.3.3 et 1.2.3.4, et la troisieme de la fonctorialité de

a ). Comme en vertu de 1.2.3.3 et 1.2.3.4, les morphismes t([&l 0,(1B;)

et tg,z) D, 2(1 B,) sont des isomorphismes, on en déduit 3.1.2.1.

D’autre part, on a

{0, 00, 016D (15,108 )9001®02,D;®01tg;)®o;,0392®of£,1 (1B,@8,)
= tg)zalanz,Dl@Dz(lBl ®B> )tg)1®02,031®32(131®B2)O‘B1®Bz
tg,),1®32,n;®ng (1Bl®Bz)tg;)®n'1,n;32®n;,1 (1B,@B,)
- aBl@thgl)h@Bz’DIBz@D’fh(1Bl®Bz)
= aB1®qu)(2',‘;32,B1 = le,)Bz,Bl(aBz ® 0‘Bl)

_ 40
= t931®32’DB1®032 (181@)192)(0132 ® O‘Bl)

U] Q)
= Dy, on,.0:10D: (1 B1®B2)!D,©D,,05,8D5, (151 ® 1,)(ap, ® ap,)

(r)
1)32@)[)'31 ,D, QD) (131 ®1p, )tn'2®n'1 D5, ®DY%, (131 ®32)

| ( !
= ts:))131®82y01®02(131 ®B2)(tD)21l)BZ (132) ® ts))l,DBl (131 ))(aBZ ® 0[31)

(r) (r) (r)
(tDIB2 ,D’,(le) ® t[yB1 D (131 ))tDIz®D'1’D'Bz ®D’191 (131 ®Bz)

_ 4+ (r)
- tDBI®Bz,Dl®Dz(1Bl®B2 )(‘PD;,D; ® SODl,D'l )tD’2®D'1’D'B2®D’Bl(lBI ®B2)

(la premicre et la derniére égalité résultant de 3.2.2.3, la deuxiéme
et la sixieme de 1.2.3.3 et 1.2.3.4, la troisitme et la cinquieme de la

définition de- CI’gl) et <I>§') (2.1.3), la quatriéme de la compatibilité

de a avec @gl) et <I>§'") , et la septiéme de 1.2.5.1 et 1.2.5.2). Comme
. !

en vertu de 1.2.3.3 et 1.2.3.4 les morphismes t§))81®132,01®02(131®B2)
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(r)
tDI ®DI DI

3.1.2.2, ce qui démontre le théoréme.

@D}, (1B,@B,) sont des isomorphismes, on en déduit
1

Proposition 3.2.3. En gardant les notations de 2.1.3 et 2.1.4, pour
toute structure souveraine ¢ sur (V,Q,I) et tout objet A de V, on a
deuz diagrammes commutatifs

A kA V(AV) A kA V(AV)
Ka l IV(aZI) et Ka l la av
(V4) vy V(A) (V4 224, (@a)Y avy

ot a désigne l'isomorphisme fonctoriel du théoréme 3.2.2, ay =
LPDA)DQ .

DEMONSTRATION. Démontrons par exemple la commutativité du
deuxieme diagramme. On a

kilaav(aa)Y ka

Q) (r) (r)
- tD' D av (1av )(PDAV,D:‘V tDT'AV,D'VA (‘PDA,D'A )tD’vA,DA(lvA)

l r)
t() v (1av)ep,, o vtg V,DA((PDA,D' )

= (r) (r)
= o, 0, o, 0, (14¥)to |, b, (PD,0,)

_ ) _
= ¢0,,0,, ', 0. (¥D,,0,) = 14

(la premieére égalité résultant de 2.1.3 et 2.1.4, la deuxiéme de 1.2.3.3,
la troisiéme de 3.1.2.1, la quatritme de 1.2.3.4 et la cinquiéme de
3.1.5.2). On démontre de fagon analogue la commutativité du premier
diagramme.

EXERCICE 3.2.4. a) En gardant les notations de 1.2.1 et 1.2.6, mon-
trer que pour toute dualité D = (A, B, 6,£) de (V,®,I), on a

| ]
tD(D%) = (Y4,B,t5) b, op. ()15 a0y 0, (6))
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et
r _ () (r)
t( )(Dop) = (AV’BV’th,Dk@D’B(E)’tD’B®D;,DO(9))

b) Soit a : (" — () un morphisme fonctoriel monoidal. Mon-
trer, sans utiliser le théoreme 3.2.2 et la proposition 3.1.5, mais en
appliquant la proposition 1.2.7 au morphisme fonctoriel « et la dua-
lité D = DY (resp. D = D',°") et en utilisant les formules ci-dessus,
la commutativité du premier (resp. du deuxieme) diagramme de la
proposition 3.2.3.

¢) En déduire une nouvelle démonstration de la proposition 3.1.5
en utilisant le théoréme 3.2.2 et la formule 3.2.2.3.

Remarque 3.2.5. Soit (V,®,I,¢) une catégorie monoidale auto-
nome souveraine. Il résulte de la remarque 3.1.8 qu'’il existe une struc-
ture autonome sur (V, ®, I) telle que I'isomorphisme fonctoriel monoi-
dal a de t¥) dans #(") associé & ¢ (conformement au théoreme 3.2.2)
soit 1’identité, ce qui implique en particulier que les deux foncteurs
monoidaux t() et (") soient identiques.

3.3. La notion de t-structure souveraine.

3.3.1. Dans ce paragraphe, on donne une decription équivalente des
catégories souveraines ne faisant pas intervenir explicitement la dua-
lité, de sorte que cette description garde un sens pour les catégories
monoidales non nécessairement autonomes.

On se fixe une catégorie monoidale, autonome, souveraine
V.8, 1,¢)
Soit u : A® B — I un morphisme de V. Pour tout couple de dualités
D, =(A1,4A,¢6,n) , Dy =(A4,A,,¢,h)
on définit un morphisme Tp, p,(u) : B ® A — I en posant

Tp,,p,(u) = e(¢p,,p, ®u®14) (AR 15 ® 14)
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De méme, pour tout couple de dualités
Dll =(B1aBa€’a77’) ’ DI2=(B’B2velah,) ’

on définit un morphisme T}, D, (u): B A — I en posant
19

Lemme 3.3.2. En gardant les notations ci-dessus pour tous u, Dy,
D;, D}, D} on a
To,,0.(u) = Ty s ()

DEMONSTRATION. En vertu de 3.1.2.2, on a
¢p!,0, ®¥D,,0, = ¥D,0D,,0,0D, >

en vertu de 3.1.2.1, le diagramme suivant est commutatif

I SODOyDO N I

(r) W
tb;, ©D,,0, (W) tb, @0, Do (%)

B; ® Ay B; ® 4 )
¥D,0D},0,8D,

ou Dy désigne la dualité Dy = (I,I,15,1;), et en vertu de 3.1.5.1

SoDo,Do = 1I .
En utilisant 1.2.3.1, 1.2.3.2 et 1.2.5, on en déduit que

(u ® ]‘Bl ® 1A1)(1A ® 77, ® 1A1)n

= (¢p;,p, ® ¥, p,)(1B, ® 14, ®u)(15, ®h @ 1p)H' ,
ce qui implique que

(u®99|;lll,012®1A1 )(1A®7]’®1A1 )77 = (1B2®<,0[)1102®u)(132®h®]_3)hl ,
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et
(¢'®e)(1p®u®pp p, ®1a, ®14)

(1p®1407" 14, ®14)(15QNQ®14)

=(e'®e)(1Q 1B, ® ¥p, p, ®u®1a)
(1p®1p,®hQR1R14)(15® A Q@1,4)

d’ou, par 1.2.1.1,
¢'(1®uB¢p: p: )(18®1487') = €(¢p, b, ®u®14)(h®1B®14)

ce qui prouve le lemme.

3.3.3. Le lemme 3.3.2 implique en particulier que le morphisme
Tp, p,(u) (resp. Tl'),1 0, (u)) est indépendant du choix des dualités

D; et Dy (resp. D} et D} ) et dépend uniquement du morphisme u et
de la décomposition de la source de u en produit tensoriel de deux
objets A et B. On posera donc

Ta,p(u) :=Tp,p,(u) = Tps p,(u) : BEA — I

Proposition 3.3.4. Sotent u : AQB — I, v : A - A et
w: B' — B des morphismes de V. Alors

Ta,p (u(v ® w)) = (Ta,B(v))(w @ v)

DEMONSTRATION. Choisissons des dualités

D, = (Al, A,é‘,’?) ) D; = (A,A2,6,h) 3
Dll = (BiaB”el’ 77’) ’ DIZ = (B"Bé’e',hl)
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On a
Tar,p (u(v ® w)) = TB;,D; (u(v ® w))
= e'(lBl ® [u(v ® U))] ® SOB’:,D;)(]'B' ® 1A’ ® ,,’I)

= e’(]_Bl ® [u(lA ®w)] ®(305'11,D;)(13' ®14 ®n')(lBl ®'U)

= (T, 0, (414 ® ) ) (13 ® v) = (To,,0, (u(14 ® w)) ) (15 ® )
=¢(¢p, 0, @ [W(14 QW) ®14)(h®1p @ 14)(1p O )

= &(¢p,,0, ®u©®14)(h 8 15 ® 14)(w B v)

= (To,,0,(w))(w ® v) = (Ta,p(w)(w®v)

ce qui prouve la proposition.

Proposition 3.3.5. Soient A, B, C trois objets de V et

u:ABRC —1I
un morphisme. Alors on a

Tags,c(u) = Tp,c0a(Ta,Bec(u))
DEMONSTRATION. Choisissons des dualités
D =(A1,4,¢,m) , Dy=(A,Azeh) ,
D} =(B1,B,¢',n') , Dj=(B,By,¢€,h)

On en déduit des dualités (1.2.5)
D:1®D} = (B1® A1, A®B,¢'(13, ®e®13), (14a®7' @ 1a,)n) ,

D;®D; = (A® B, B; ® 43, (14 ® €' ® 14,), (15, ® h ® 15)h')
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et on a
Ts,ce4(Ta,Boc(v)) = Tp, 0, (T, 0, (1))

=¢'(¢0, 0, ® [(¢p,,0, @2 ®14)(h® 18 ® 1c ® 14)| ® 1)
(F®1c®14Q1p)

=¢'(1p, ® € ® 18)(¢p: p, ® ¥, p, ®u®14®15)
((18,®h®1p)A]®1c ® 14 ® 15)

= Tp,ep;,0,0D, (%) = Tagn,c(u)
car, en vertu de 3.1.2.2, on a 0,0, ® p,,0, = ¥D,@D! D,ED, °

Proposition 3.3.6. On a Ty 1(1;)=1;.
DEMONSTRATION. Considérons la dualité Do = (I,1,17,17). On a

T1,1(11) = Toe,0o(11r) = 11(¢pyp, ® L1 @ 11)(LI ® 11 ® 1) = ¢p, b,

et en vertu de 3.1.5.1, pp p, = 11, ce qui prouve la proposition.
On est ainsi conduit a poser la définition suivante.

Définition 3.3.7. Soit (V,®,I) une catégorie monoidale (non néces-
sairement autonome). On appelle t-structure souveraine sur (V,®, 1)
la donnée, pour tout couple d’objets A et B de V d’une application

TaB: Homy(A® B,I) — Homy(B® A,I)

satisfaisant aux propriétés suivantes :

a) fonctorialité : pour tout morphisme v : A ® B — I et tous
morphismes v: A' - A, w: B' - BdeV,ona

(3.3.7.1) Tar,p (u(v @ w)) = (Ta,p(w))(w @v) ;

b) équation du triangle : pour tout morphisme u : AQBQC — I
de V,on a

(3.3.7.2) TaeB,c(u) = Tp,cea(Ta,Boc(v)) ;
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c) non dégénérescence :
(3.3.7.3) Tri(lr) =1,

Proposition 3.3.8. Soient (V,®,I) une catégorie monoidale et T
une t-structure souveraine sur (V,®,1). Alors

a) pour tout morphisme u: A — I deV, on a
(3.3.8.1) T],A(u) =Uu= TA’I(’M) H

b) T est involutif : pour tout morphisme u: AQ B — I de V, on
a

(3.3.8.2) Tg,a(Ta,B(u)) =u

et en particulier 'application Ty p est bijective;
c) pour tout morphisme u: AQBQRC — I deV, on a

(3383) . TA,B@C(U) = TC®A,B(TA®B,C(U)) ’

d) pour tout couple de morphismesu: AQB — [ etv:CQD — I
deV, on a
(3.3.84)
Tagc,peB(u(1a ®v®1p)) = (Te,p(v)) (1o ® Ta,5(v) @ 1¢) ;

e) si pour tout morphismeu : BQA — I de V on pose Ty g(u) =
Tp,a(u), alors T° est une t-structure sur (V,®°,I) (cf. 1.1.1).

DEMONSTRATION. En vertu de 3.3.7.1 et 3.3.7.3, pour tout mor-
phisme u : A — I,on a

T[,A(‘u) = TI,A(]-I(]-I ®u)) = (TI,I(]-I))(U ® 1]) =u®lr=u
et

Tar(w) =Tar(1i(u®1y) = (Tr1(11))(11 Qu) =1, Qu=1u
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ce qui prouve |’ assertion (a). L’ assertion (b) résulte alors de 3.3.7.2
appliqué a C = I, la assertion (c) de 'involutivité de T et de 3.3.7.2,
et l’assertion (e) de (c) et de la symétrie des conditions 3.3.7.1 et
3.3.7.3.

Pour démontrer la condition (d), on remarque qu’en appliquant
successivement 3.3.7.2 et deux fois 3.3.7.1, on obtient

Tagc,peB(u(la @ v®1p))

= Tc,peBoA (TA,C®D®B (v1a®(v® 13))))
= Te,pepea((Tas(w)(v © 15 © 1))

= Tc,peB®A (v(lc Qp® TA,B(“)]))

= (TC',D(U)) (1D ® TA,B(u) ® ]'C) ’

ce qui démontre la proposition.

Lemme 3.3.9. Soient (V,Q®,I) une catégorie monoidale et pour tout
couple A et B d’objets de V, une application

TA,B : Homv(A®B,I) — Homv(B®A,I)

satisfaisant & la condition de fonctorialité 3.3.7.1. Alors, pour tout
morphisme de V, de la forme u: AQ B — I, et toute dualité D =
(A,A',e,h) (resp. D' = (B', B,¢,n)), on a

(3391) TA,B(’U,) = (TA,A/(G))(].AI Qu 1A)(h ®R1p® 1A)
(resp.

(3.3.9.2) Ty,p(u) = (Tp,B(e))(1®uR1p)(1®1a®n) ).

DEMONSTRATION. En vertu de 1.2.1.1, on a

u=u(e®14®18)(14®~hQ®1p) = e(1a ® [(1a @ u)(h ® 1B)])
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et en vertu de 3.3.7.1,
Ta,5(w) = (Ta,a(e))([(1a ®u)(h® 15)] ® 14)
= (TA,A’(6)>(1A' ®u®1A)(h®lB®1A) ’

ce qui démontre la formule 3.3.9.1. La formule 3.3.9.2 se démontre
de fagon analogue, ou se déduit de 3.3.9.1 appliquée a la catégorie
monoidale (V,®°,I) (cf. 1.2.1 et 3.3.8 (e) ).

Théoréme 3.3.10. Soit (V,Q,I) une catégorie monoidale autonome.
Pour toute structure souveraine ¢ sur (V,Q,I), il existe une unique
t-structure souveraine TP sur (V,®, I) telle que pour tout morphisme
u:AQB —>IdeV, a1

D, :(AlaA7€7n) , Dg =(A,A2,6,h)
(resp. D} =(B1,B,¢',n') , Dy =(B,Bz,e b)) )
désignent des dualités, on ait
(3.3.10.1) T h(u) = e(¢p, p, ®u® 14)(h® 15 @ 14)
(resp.
(33.10.2) T =€¢(lp@u®d ¢pip,) (1B @ 1481 ).

Réciproquement, pour toute t-structure souveraine T sur (V,®,I), si
pour tout couple de dualités

D =(A,B,e,n) , D'=(B,C,eh) |,
on pose
(3.3.10.3) ebo = (Tac(e)®14)(1c®n)

alors pT est une structure souveraine sur (V,®,I), lisomorphisme
inverse de b o, étant défini par

(3.3.10.4) (Po,0) " = (1c ® Ta,B(e))(h ®14)
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On définit ainst deuz bijections, inverses l'une de l’autre, entre l’en-
semble des structures souveraines sur (V,®,I) et l’ensemble des
t-structures souveraines sur (V,®,1I).

DEMONSTRATION. La premiére assertion résulte du lemme 3.3.2 et
des propositions 3.3.4, 3.3.5 et 3.3.6. Soit donc T une t-structure sou-
veraine sur (V,®, I) et montrons que T est une structure souveraine
sur (V,®, I). Soient

D; = (A1, By,e1,m) , Dj=(B1,Ch,e1,h1)

D2 =(A27B2,62a772) ) D'2 =(B27C2’62ah2)

des dualités. Pour tout morphisme v : By — B, de V, on a

{ l
ts))l Dz('v)‘Pg;»,D’2 = tE))I,D,(v) (TBz,C2(62) ® 1A2)(102 ® 772)

!
= (T32,02(62) ® ]'Ax)(]'cz ® ]'Bz tSJ)l D,(v))(lcz ® T]2)
= (T32,02(62) ® 1A1)(102 Qv la, )(102 ® "71)

= (Thy,cs(e2(v ®1¢,)) ® 14, ) (1c, ® M)
= (Ta,.ca(e1(18, ®15) 5, (v)) @ 1, )(1cy ® 1)
= ([(Ts1 c1(e) (15 0, (v) ©15,)] @ 14, )1, © 1)
= (Ts,,0,(e1) ® 14,) (1, ® )ty (v) = 0B, 1 167 s (2)

(la premiére et la derniere égalité résultant de 3.3.10.3, la troisiéme et
la cinquiéme de 1.2.2 et 1.2.3 et la quatriéme et la sixieéme de 3.3.7.1),
ce qui prouve la condition 3.1.2.1.

Montrons la condition 3.1.2.2 :

T _ T T
¥D,;8D,,0,8D, = ¥D,,0, ® ¥D,,0,
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On a
D; ® Dy = (A2®A1,B1®Bs,e2(14,®€1®18,),(18, ®n2@14,)m)
D, ® D} = (B1®B,,C2®Cy,e1(1p, ®e2®1¢,), (1c, @1 ®1p, )h2) -
Il s’agit donc de démontrer 1’égalité
([TB1®B2,02®CI (e1(1B, ®e2®1¢,))] ® 14, ® 1A1)
(1, ® lc, ® (1B, @12 ® 14,)m])
= [(TB,,c5(e2) ® 14;) (1, @ m2)] ® [(Thy,cu(e1) ® 14, ) (e, @ m1)] -

Or, en vertu de 3.3.8.4, le premier membre de 1’égalité & démontrer
est égal a

([(TB,,CQ(ez))(lc, ®Tp,,c,(e1)®1p,)] @14, ®1A,)
(1C2 ® ]'Cl ® [(131 N2 1A1 )771])

= (Ts,,c,(e2) ® 14, ®14,)(1c, ® T, ,c,(€1) @ 1, ® 14, ® 14,)
(1, ®1c, ® 1B, @2 ® 14,)(1c, @ 1c, ® M)

= (T32702(62) ® 1Az ® lAl)(lcz QMm@ 1A1)
(102 ® TBl,Cl (61) ® ]'Al)(lCz ®le, ® 771)

= [(TBmCz(e?) ® 1A2)(102 ® 772)] ® [(TBl,Cl(el) ® 1A1)(101 ® 771)] ’

ce qui prouve la condition 3.1.2.2.

En vertu de la remarque 3.1.6, pour démontrer que ¢! est une
structure souveraine, il reste a prouver que ‘/’go,Do =17, ou Dy désigne
la dualité Dy = (I, 1,17,1). Or,_

080, = (Trr(1) ® 11)(1r ® 17) = Tr,1(11)

et en vertu de 3.3.7.3, Tr,r(17) = 11.
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Montrons maintenant que la ¢-structure souveraine associée a
la structure souveraine ¢! n’est autre que T. En effet, soient
u:A® B — I un morphisme de V et

D; =(41,4,¢,n) , Dy=(A,Az¢€h)
des dualités. Il s’agit de montrer que
T4,B(v) = e(¢p,p, ®u®14)(h®1p ® 14)
En effet, on a

e(¢D,,0, ®u®14)(h® 15 ® 14)
= e([(Taa(e) © 14,)(14, ® )] @u® 14) (h® 15 © 14)

= (Ta,4,(€)) (14, ®14a®€) (14, @7 ® 14)
(14, 0u®14)(h® 1B ® 14)

= (Ta,4,(€)) (14, ®u®14)(A®1p ® 14) = Ta,B(v)

cette derniére égalité résultant de 3.3.9.1.

Réciproquement, montrons que pour toute structure souveraine ¢,

si ’'on désigne par T la t-structure souveraine associée, on a 7 = .

En effet, soient

D=(A4,B,e,n) , D'=(B,C,eh)
des dualités. On a
vb,0 = (Ts,c(e) ® 14)(1c @ 1)

= (e(¢pp ®e®15)(h®1c ® 1) ®14)(1c @ 1)
= ([e(¢pp ®1B)1c®e®1B)(h®1c ® 1) ® 14)(1c @ 1)
=(e®1a)(¢vp,or ®1B®14)(lc ® M)

=(e®14)(14®N)¢pp = ¢p,p >
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ce qui prouve ’assertion.

Il reste a établir la relation 3.3.10.4. En vertu de ce qui précede,
en appliquant la formule 3.3.10.2 3 u=¢,D) =D et D, =D',on a

Tan(e)=e(l5®c®(vhp) ) (15®1a®N) ,
ce qui implique que
(1c ® Ta,p(e))(h ® 14)
= (tee (1508 (¢ho) )1 O 1a0n)]) (1o 1)
= (1c@ [c(15® (8 0) )15 ®c @ 1)(15 14 ®n)] ) (h® 14)

—(1c®e)(1c®13® (php) ) (h®1a)

=(lc®e)(h®10)¢ho) = (vho)”

et démontre le théoréme.

Remarque 3.3.11. On observe que, dans la démonstration du théo-
reme 3.3.10, on n’a utilisé 4 aucun moment la relation 3.3.7.2, mais
uniquement la relation 3.3.8.4 qui en est conséquence. On en déduit
que si la catégorie monoidale (V,®,I) est autonome, on peut rem-
placer, dans la définition d’une ¢-structure souveraine, la condition
3.3.7.2 par la condition 3.3.8.4. Voici une démonstration directe de ce
fait. Soit u : A® B ® C — I un morphisme de V, et choisissons des
dualités

D=(4,4e,h) , D'=(B,B' ¢, k)

On en déduit une dualité (1.2.5)

D'@D=(A®B,B' @A, e(la®e' ®1a), (1 ® h® 1p)h')
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En vertu de 3.3.9.1 et 3.3.8.4, on a

Tagp,c(u)

= (TA®B,B'®A’ (e(la®e ® ]-A'))) (1 ®1a ®@u®14Q1p)
((1p ®h® 1) ®1c ®14Q1p)
= (Te,p'(¢') (1B ® Ta,a(e) ®1B)(1p ®1la @u® 14 ® 1B)
(1 ®h®1®1c®14Q1p)(F ®1lc ®14 ® 1p)
et

Tp,coa(Ta,Boc(u))

= (Tg,p(¢')) (le®[(TA,A'(e))(lA'®u®1A)(h®lB®lc®1A)]®1B)
(®1lc®14®1B)

= (TB,B:(¢')) (1B ® Ta,a(e) ®18)(1p ®1la Qu® 14 ® 1p)
(1 ®h®1®1c®1401B)(F R®1c®14®1B),

ce qui prouve ’assertion.

3.3.12. On définit de fagon duale la notion de s-structure souveraine.
Une s-structure souveraine sur une catégorie monoidale (V,®, I) (non
nécessairement autonome) est une t-structure souveraine sur la caté-
gorie monoidale (V°,®,I) (cf. 1.1.1). Autrement dit, une s-structure
souveraine sur (V,®, I) consiste en la donnée, pour tout couple d’ob-
jets A et B de V, d’une application

SA,B : HOfﬂv(I,A@B) — Homy(I,B(X)A)

satisfaisant aux propriétés suivantes :

a) fonctorialité : pour tout morphisme u : I — A ® B et mor-
phismesv: A —- A", w: B — B'deV,ona

(3.3.12.1) Sa,p (v @w)u) = (w@v)(Sa,B(w) ;

-249 -



MALTSINIOTIS - TRACES DANS LES CATEGORIES MONOIDALES...

b) équation du triangle : pour tout morphismeu : I - AQBR®C
de V,on a

(3.3.12.2) Saes,c(u) = Sp,coa(Sa,Boc(u) ;
¢) non dégénérescence :
(3.3.12.3) Sri(lr) =11

Il résulte aussitot de la proposition 3.3.8 appliquée a la t-structure
sur (V°,®, 1), correspondant a la s-structure S, que S satisfait aussi
aux propriétés suivantes :

d) propriété de I'unité : pour tout morphisme v : I — A de V, on

a
(3.3.12.4) Sra(u)=u=Sa1(u) ;

e) involutivité : pour tout morphisme u: I - A® B de V, on a
(3.3.12.5) SB,a(Sa,B(u)) =u

et en particulier 'application S4B est bijective;

f) deuxieme équation du triangle : pour tout morphisme de la
formeu: I - AQB®C de V,on a

(3.3.12.6) Sa,pec(u) = Scea,p(Saen,c(v)) ;

g) pour tout couple de morphismesu : I - AQBetv:I — CQD
de V, on a
(3.3.12.7)
Sagc,peB((1a®v®1p)u) = (1p ® Sa,8(v) ® 1c)(Sc,p(v)) ;

et il résulte de la remarque 3.3.11 que si la catégorie monoidale (V, ®, I)
est autonome, on peut remplacer, dans la définition d’une s-structure
souveraine, la condition (b) par la condition (g). Enfin, si pour tout
morphisme u : I — B® A de V on pose S} g(u) = Sp,a(u), alors S°
est une s-structure sur (V,®°,I) (cf. 1.1.1 et 3.3.8 (e)).
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De méme, en tenant compte de 3.1.7, on déduit du théoréme
3.3.10 le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.13. Soit (V,®,I) une catégorie monoidale autonome.
Pour toute structure souveraine ¢ sur (V,®,1I), il eziste une unique
s-structure souveraine S®) sur (V,®,I) telle que pour tout mor-
phismeu:I —- AR B deV, s

Dl = (A],A,€, 7]) ) D2 = (A,A2,6, h)
(resp. Dl] = (BlvBasl7nl) ) DI2 = (BaBZa 6,'; hl) )

désignent des dualités, on ait

(3.3.13.1) Sp(u) = (¢ ® 15 ® 14)(vp, p, ® u ® 1)k
(resp.
(33132)  SYR(w=(10148€) 15O uBpp p )0 ).

Réciproquement, pour toute s-structure souveraine S sur (V,Q,1I), s
pour tout couple de dualités

D=(A,B,e,n) , D'=(B,C,eh) ,
on pose
(3.3.13.3) oo =(1a®e)(Span)®1c)

alors p° est une structure souveraine sur (V,®,I), l'isomorphisme
inverse de o p étant défini par

(3.3.13.4) (o) =(®1c)(14® Sc,p(h))
On définit ainsi deuz bijections, inverses l'une de ’autre, entre l’en-

semble des structures souveraines sur (V,®,I) et lUensemble des
s-structures sowveraines sur (V,Q,I).
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3.3.14. Soit (V,®,I) une catégorie monoidale autonome. En vertu
des théoreémes 3.3.10 et 3.3.13, a toute structure souveraine ¢ sur
(V,®,I) correspond une t-structure souveraine T = T®) et une
s-structure souveraine S = S(®) sur (V,®,I), satisfaisant aux con-

ditions 3.3.10.1, 3.3.10.2, 3.3.13.1 et 3.3.13.2.

Proposition 3.3.15. En gardant les notations ci-dessus, pour tout
couple de morphismes u: AQB — I etv:I - BQC deV, ona

(3.3.15.1) (].c ® TA’B(U)) (SB,C(’U) ® 1A) = (u ® ]-C)(]-A ® v)

et pour tout couple de morphismes u:I - AQB etv: BRC — I
deV, on a

(33152) (TByc(’v) ® ].A) (]-C ® SA,B(U)) = (]-A ® v)(u ® 10)

DEMONSTRATION. Choisissons des dualités
D; = (By,B,e,n) , Dy=(B,Bse,h)
En vertu de 3.3.10.2 et 3.3.13.1, on a
(1c ® Ta,B(u))(SB,c(v) ® 14)

=(1c®e)(lc®1p®u ®¢5:’92)(10 ®1p®14Qn)
(e®1c®18®14)(¢p,p, ®v @1 ®14)(h @ 14)

=(e®1c)(1B,®18Q1c®e)(1, ®18Q1c ® 18 Qu vp. p,)
(YD, p,®v®1®14Q®15Q®1p,)(hR®14®1®1B,)(1la®n)

=(e®1c)(1B, ®v)(1p, ®€)(1B, ®1p R 9p. p,)
(¢Yp,,p,®1B®1p,)(h® 1B, )(u®1p,)(1a ®n)

= (e®1c)(1p, ®v)¢p, p,(18, ®)(h® 1B, )¢p, b, (¥ ®15,)(14 ®7)
=(e®1c)(1p, ®v)(u®1p,)(14®7)
=u®lc)(la®1lp®e®1c)(1a®n®@1p®1c)(1a Qv)

=(u®lc)1a®v) |,
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ce qui prouve ’égalité 3.3.15.1. L’égalité 3.3.15.2 s’obtient de fagon
analogue, ou en appliquant 3.3.15.1 4 la catégorie monoidale (V°, ®, I),
ou encore en remarquant qu’en vertu de 3.3.8.2, elle résulte de I’égalité

3.3.15.1.
On est ainsi conduit a poser la définition suivante.

Définition 3.3.16. Soient (V,®,I) une catégorie monoidale (non
nécessairement autonome), S une s-structure souveraine sur (V,®, I)
et T une t-structure souveraine sur (V,®,I). On dit que S et T sont
compatibles si elles satisfont a la relation 3.3.15.1 (ou de fagon équiva-
lente (cf. 3.3.8.2) & la relation 3.3.15.2) de la proposition 3.3.15. On
appelle (s,t)-structure souveraine, sur une catégorie monoidale, un
couple (S, T') formé d’une s-structure souveraine S et d’une t-structure
souveraine T, sur cette catégorie, compatibles entre elles.

Théoréme 3.3.17. Soit (V,®,I) une catégorie monoidale autonome.
L’application qui associe d une structure souveraine ¢ sur (V,®,1I) le
couple (S, TP) formé de la s-structure souveraine et de la
t-structure sowveraine sur (V,®,I) associées d ¢ (conformement aux
théorémes 3.3.10 et 3.3.13) établit une bijection entre ’ensemble des
structures souveraines sur (V,Q,1I) et 'ensemble des (s,t)-structures
souveraines sur (V,Q,I).

DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 3.3.15 et des théoremes
3.3.10 et 3.3.13, il reste a montrer que si (S, T) est une (s,t)-structure
souveraine sur (V,®, I), alors, pour tout couple de dualités

D=(A4,B,e,n) , D'=(B,Ceh) ,
on a
‘PS,D' = Wg,o' )
ott T (resp. ¢°) désigne la structure souveraine, sur (V,®, I), asso-

ciée a la t-structure souveraine T (resp. la s-structure souveraine
S'), conformement au théoréme 3.3.10 (resp. 3.3.13). Or, en vertu
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de 3.3.13.4, 3.3.10.3 et 3.3.15.2, on a

(op) vbo =(e®1c)(1a ® Sc,8(h)) (Ta,c(e) ® 14) (1o ® 1)

= (Tp,c(e)®1lc)(lc®1p®eQ1lc)
(1c®n®1p®1c)(lc ® Sc,B(h))

= (Ts,c(e) ® 1c)(1c ® Sc,B(h))
=(lc®e)h®lc)=1c ,
ce qui prouve le théoreme.

3.4. Description des structures souveraines en termes
de D(V).

3.4.1. Soit (V, ®, I) une catégorie monoidale, et considérons les B4 -ca-
tégories monoidales (D(V) S Bx,®,T) et (D(V)° S By, ®°,T°) dé-
finies dans 1.5.2 et 1.5.5. Par abus, nous noterons D(V) la premiére
et D°(V) la deuxieme. On rappelle qu’en vertu de 1.5.3 et 1.5.5, la
fibre de D(V) au dessus de +, ainsi que celle de D°(V) au dessus
de —, s’identifie a la catégorie monoidale (V, ®,I). De méme, la fibre
de D(V) au dessus de —, ainsi que celle de D°(V) au dessus de +,
s’identifie & la catégorie monoidale (V°,®°,I). D’autre part, la ca-
tégorie By posséde une involution (covariante) J définie (en utilisant
les notations de 1.5.1) par

JH)==, J=)=+, JH=f"1=g, J9=9"'=F.

Pourvu que la catégorie monoidale (V,®, I) soit autonome, on éta-
blira une bijection entre les structures souveraines sur (V,®,I) et
les J-foncteurs monoidaux de la Bi-catégorie monoidale D(V) dans
la Bi-catégorie monoidale D°(V) (autrement dit les Bi-foncteurs
monoidaux de D(V) dans J*(D°(V)) (cf. 1.4.6)), induisant l'identité
dans les fibres (en utilisant les identifications ci-dessus). Pour cela, on
utilisera la description explicite suivante de la B -catégorie monoidale

J(D°(V)). |
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Proposition 3.4.2. La By catégorie monoidale J*(D°(V)) est cano-
niquement isomorphe 4 la By catégorie monoidale

(D'(v) S By, R, T')
définie comme suit.
OB(D'(V)) := ObWV)[[OB(V°) := Ob(V) x {+1, -1}
Pour tout objet A et B de V et tout s, t € {1,-1},

Homy(A, B) (s,t)=(1,1)
Homy(B® A,I)  (s,t)=(1,-1)
Homy(I, B A)  (s,t)=(-1,1)
Homy(B, A) (s,t) =(-1,-1),

Homp:(y) ((A,.s), (B’t)) =

pour tout u € Hompi(yy((4,7),(B,3)) et v € Hompi (1) ((B,s),(C, 1)),
ou A,B,Ce€ObV)etr,s, te{l,-1},

( vu (r,s,t) =(1,1,1)
v(lc @ u) (rys,t) =(1,1,-1)
lc@u)(v®ly) (r,s,t) =(1,-1,1)
oo = u(v®1lya) (r,s,t) =(1,-1,-1)
T ) (v®1a)u (r,s,t) = (=1,1,1)
(v®14)(1lc Qu) (r,s,t) =(-1,1,-1)
(lc ® u)v (rys,t) =(-1,-1,1)
[ uv (r,s,t) =(-1,-1,-1),

ot o' désigne la composition dans D'(V), G' est l'unique foncteur
G' : D'(V) — By tel que pour tout A € Ob(V),

G'(A4,1)=+ , G'(A,-1)=- ,
pour tout A, B € Ob(V) et s € {1,-1},

, _J(A®B,1) s=1
(A"S)x (B,S)—{(B®A,—1) S=—1 ,

-265-



MALTSINIOTIS - TRACES DANS LES CATEGORIES MONOIDALES...

pour tout u € Hompi(y) ((4,3),(B,t)) etv e Home,(v)((C,s), (D, 1)),
ou A,B,C,DeObV)ets,te{l,-1},

uQ®u (s,)=(L,1)
WK o= v(lpRu® lc) (s,t) =(1,-1)

1B®v®1lh)u (s,t) =(-1,1)

vQu (s,t) =(-1,-1)

et

II(+) = (I’ 1) ) II(—) = (I7 —1) ’ Il(f) = Il(g) =1y

DEMONSTRATION. Il s’agit d’une simple traduction des définitions,
lobjet (A,1) (resp. (A,—1)) de D'(V) correspondant a l’objet
(4, 1), +) (resp. (4,1),~)) de J*(D*(V)).

Théoréme 3.4.3. Soient (V,®,I) une catégorie monoidale, et pour
tout couple d’objets A et B de V,

Sa,B: Homy(I,A® B) — Homy(I,B® A) ,
Ta,p : Homy(A® B,I) — Homy(B ® A, I)

des applications. Considérons les conditions suivantes :

a) (S,T) est une (s,t)-structure souveraine sur (V,®,I);

b) si pour tout objet (A,s) de D(V), A € Ob(V), s € {1,—-1},
on désigne par F(A,s) le méme couple (A,s) considéré comme objet
de D'(V), et si pour tout morphisme u de D(V),

u € Homp(v)((A,S),(B,t)) ’ Aa Be Ob(V), s, te {la'—l} ’
on désigne par F(u) le morphisme de D'(V), appartenant d

Homp/(v) (F(A, 3)’ F(Bv t)) ’
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défini par
U si s=t
Fu)={ Tapw) i (s8)=(1,-1)
Sa,B(u) si (s,t)=(-1,1) ,

alors F' est un Bi-foncteur monoidal strict.

La condition (a) implique la condition (b), et si la catégorie
monoidale (V,Q,I) est autonome, ces deuz conditions sont équiva-
lentes. On établit ainsi, dans ce cas, une bijection entre ’ensemble
des structures souveraines sur (V,Q,I) et ensemble des By -foncteurs
monoidauz stricts de D(V) dans D'(V), induisant l'identité sur les
fibres au dessus de By .

DEMONSTRATION. Cherchons des conditions nécessaires et suffisantes
sur S et T pour que le morphisme de graphes F' défini dans (b) soit
un Bi-foncteur monoidal strict. Exprimons d’abord la fonctorialité
de F'. Soient

u € Homp(v) ((A,r), (B,S)) et v E Hom'p(v) ((B,S),(C,t)) ’

ou A, B,C € Ob(V)etr, s, te{l,—1}. On a les tableaux suivants :

F(vou) (rys,1)

F(vu) = vu (1,1,1)

Fv(v®1lc)) = Ta,c(v(u®1c)) (1,1,-1)

F((u®16)(14 ®v)) = (1@ 16)(14 @v) (1,-1,1)
F(u(14®v)) =Tac(u(la Q) (1,-1,-1)

F((1a®v)u) =Sac((1a ®v)u) (-1,1,1)
F(1a®v)(u®10)) = (1a®v)(u®1c) (-1,1,-1)
F(u®1lc)v) = Sac((v®1c)v) (-1,-1,1)
F(uv) = wv (-1,-1,-1)
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et
F(v) o' F(u) (r,s,t)
vo'u=vou (1,1,1)
Tp.c(v) o' u= (Tp,c(v))(lc ® u) (1,1,-1)
Spc(v) o' Tap(w) = (1c®Tas(w)(Spc(v)®14) | (1,-1,1)
vo' Tap(u) = (Ta,B(u))(v®1la) (1,-1,-1)
vo' Sap(u)=(v®14)(Sa,p(u)) (-1,1,1)
Tp,c(v)o' Sa,p(u) = (Te,c(v)®14)(lc®Sa,B(w)) | (-1,1,-1)
Sp,c(v) o' u=(1c ®u)(Sp,c(v)) (-1,-1,1)
vo' u=uv (-1,-1,-1)

Comme, par définition, F' est compatible aux unités, la fonctorialité
de F est donc équivalente aux relations 3.3.7.1, 3.3.12.1, 3.3.15.1 et
3.3.15.2.

Exprimons maintenant la compatibilité de F' aux “produits tenso-
riels” K et ®'. Si A et B sont des objets de V et s € {1,—1} on a, par
définition,

F((4,9) & (B,s)) = (4,5) & (B, )
Soient
u € Hompy((4,5),(B,t)) et v € Hompny)((C,s),(D,t)) ,
ou A, B,C,D € Ob(V)ets,te{l,—1}. On ales tableaux suivants :

F(uRv) (s,%)

Fu®v)=u®v (1,1)
F(u(14 ® v ® 1)) = Tagc,poB(u(la ® v © 1)) (1,-1)
F(1c®u®1p)v) = Scea,pen((lc ®u®1p)v) (-1,1)

FvQu)=vQu (-1,-1)
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et

F(u) ®' F(v) (s,1)

uRv=u®v (1,1)
T4,8(u) B T, p(v) = (Te,p(v)) (1p®Ta,p(u)®1c) | (1,-1)
Sa,B(u) R Sc,p(v) = (1B®Sc,p(v)®14)(Sa,8(u)) (-1,1)

uR'v=vQu (-1,-1)

La compatibilité de F' aux “produits tensoriels” est donc équivalente
aux égalités 3.3.8.4 et 3.3.12.7.

Enfin, la condition G'F = G est automatique, et la condition
FTI =T est équivalente aux relations 3.3.7.3 et 3.3.12.3 car

FI+)=F(I,1)=(11)=T'(+) ,
FI(-)=F(I,-1)=(1,-1)=T'(-) ,
FI(f)=Tri(1l1) e I'(f)=11 ,
FI(g)=S11(1;) e TI'(9)=1;

L’implication (a) = (b) résulte donc de 3.3.8 et 3.3.12 et I'im-
plication (b) => (a) (dans le cas autonome) de 3.3.11 et 3.3.12. La
derniére assertion résulte alors du théoreme 3.3.17.

EXERCICE 3.4.4. Donner un sens précis a ’assertion suivante et
la démontrer. Le Bi-foncteur F : D(V) — J*(D°(V)) associé, en
vertu du théoréme précédent, d une (s,t)-structure souveraine sur une
catégorie monoidale est involutif.
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3.5. La trace.

3.5.1. On se fixe une catégorie monoidale autonome souveraine
V,®,1,¢). Soient A, B, C des objetsde V,u: AQ B - A®C un
morphisme et

D, =(A1,4,6,m) , Dy=(4,4,,¢eh)
des dualités. On pose
trp, p,(v) = (6 ® 1¢)(¢p, p, ®u)(h® 1p)
Lemme 3.5.2. Soient A, A', B, C des objets de V,
u:A'®@B > AQC , v:A— A
des morphismes et
D; = (A41,4,¢,n) , Dz =(4,As¢,h)
D] = (A},4¢',n") , Dj = (A", A}, €, h')
des dualités. Alors on a
trp oy, (v ® 1o)u) = trp, p, (u(v ® 15))

DEMONSTRATION. En vertu de 3.1.2.1, on a un diagramme commu-
tatif

4% g
(r) U]
tD,,D; (v)l ltol D! (v)
¥D,,D,

A2 Al ’
ce qui, en vertu de 1.2.3.1 et 1.2.3.2, se traduit par

¢p,0,(14, ® €) (14, ®v @ 147)(h ®14,)

=(e'®14,)(1a; ® v ® 14, )(1a; @ epr p, -

-260 -



MALTSINIOTIS - TRACES DANS LES CATEGORIES MONOIDALES...

On a donc
trp o, (v ® 1c)u)
= (¢'® 1c)(¢pr,p, @ (v ® Io)u(' ® 1p)

=('®1c)(1a, @v®1c)(1a,®1a®e®@1c)(la ®1® 14 ® 1)
(Por 0, ®14®1c)(1a, ®u)(h' ® 15)

=(e®1lc)(e'®14, ®1401c)(1a @v®14, ®1a®1c)
(1a; @1 ®14a®1c)(¢p; p, ® 14 @ 1c)(1a, ®u)(h' ® 1B)

=(e®1c)([(e' @ 14,)(1a; ® v ®14,)(14; ® N)yp: p,] ® 14 ® 1c)
(1a, ® u)(h' ®1B)

= (e ®1c)(lvp, p,(14, ® €)(14, ®v®14;)(h ® 14;)] ® 14 ® 1C)
(1a, ®u)(h' ®1p)
=(e®1c)(vp,,p,®u)(14,8¢'®1a®1p)(14,0v®14, ®la ®1p)
(h®1lg ®1a ®1B) (R ®1p)

= (e® lc)(¢p,p, ®u)(1la, @€' @14 ®1p)(14, ®1a @K' @ 1p)
(14, ®v®1p)(h® 1p)

= (e ® 1c)(¢p,,p, ®u)(1a, ®v®1p)(h®1B)
= (¢ ® 1¢)(¢p,,p, ® [u(v ® 18)])(h ® 1) = trp, p, (u(v ® 15)) ,

ce qui prouve le lemme.

3.5.3. Le lemme 3.5.2, appliqué & A’ = A et v = 14, prouve, en
particulier, que pour tout morphisme u : AQ B — AQC', le morphisme
trDth(u) : B — C est indépendant du choix des dualités D; et D, , et
dépend uniquement de u et de la décomposition de la source (resp. du
but) de u en produit tensoriel de deux objets A et B (resp. A et C).
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On posera donc

(35.3.1) try.p c(u) = trp, p,(u) := (¢®1c)(¢p, p, @u)(h®1B) ,

et le lemme 3.5.2 se traduit par la proposition suivante.

Proposition 3.5.4. Soient A, A', B, C des objets de V et .
u:A'QB - AQC, v:A— A des morphismes. Alors on a

(3.5.4.1) trA,;B’C((v ®lo)u) = trapc (u(v ®1B))

Proposition 3.5.5. Soient A, B, B', C, C' des objets de V et
u:AQB -+ AQRC,v:B" —- B, w:C — C' des morphismes. Alors

on a

(3.5.5.1) tra.gc ((1A ® w)u) = qu;B,C(“)
et
(3.5.5.2) traprc(u(la ®v)) = tryp c(u)

DEMONSTRATION. Choisissons des dualités

Dl = (AI,A,S,n) et Dg = (A,Ag,e, h)

trgp o ((1a @ whu(ls ®v))
=(¢®1c')(¢p,,p, ® (14 ® w)u(l4a ®v)])(h @ 1p)
=w(e® lc)(¢p,,p, ®u)(h®1p)v = wtryp c(u)v

Proposition 3.5.6. Soient A, B, C, D des objets de V et
u:AQB®C —» AR B® D un morphisme. Alors on a

(3.5.6.1) tr 4 B;0,0(%) = trp,c, p (Y 4,800, BeD (W)
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DEMONSTRATION. Choisissons des dualités
D, =(41,4,¢,m) D; = (4, 43,¢,h) ,
D} = (B1,B,¢',n) , D, = (B, By,€', ')
On en déduit des dualités (1.2.5)
D:®D; = (Bi® A1, A® B, (13, e ®1p), (1a®n' ®14,)1)
D;®D2=(A® B, B; ® Az, e(14® €' ®1a,), (15, ® h ® 15)h')
En vertu de 3.5.3.1 et 3.1.2.2, 0n a
tr 4@ B;c,p(u)

= ([¢'(18, ®¢ ®18)] ® 1D)(¢p, e0; 00D, O ©)
((1p, ®h® 1)k @ 1c)

=('®1p)(1B, ®¢ ® 15 ® 1p)(¢p: b, ® ¥p,,p, ® )
(1B,®h®@1Q 1c)(h' ® 1¢)

= (E' ® 11))((,00/1’0'2 ® [(5 ® 1B ® lD)(‘PDl,Dg ® u)
(h®1p®1c))) (R ® 1¢)

= th;C,D("A;B@C,B@D(U)) )

ce qui démontre la proposition.

Proposition 3.5.7. Soient A, B, C, D, E des objets de V et
u:AQB > A®C,v:D — E des morphismes. Alors on a

(3.5.7.1) trA;B@D,C@E(“ ® 'U) = tl’A;Bvc(u) Qv

DEMONSTRATION. Choisissons des dualités

D, = (Al, A,E,'I]) et D; = (A,Ag,e,h)
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On a
tr4.5oD,coe(t®v) =(e®1lc ® 1g)(vp, p, ®u®V)(h®1p® 1p)

= (e ® 1c)(vp,,p, ®u)(h ®1B)]| ®v

=trypc(u)®v ,
ce qui démontre la proposition.
Proposition 3.5.8. On a
(3.5.8.1) trry (1r) =11
DEMONSTRATION. En effet, en vertu de 3.1.5.1, si Dy désigne la dua-
lité Dy = (I,1,1;,1;),0n a
trpr, (1) = (11 @ 11)(¢p,,0, ® L1)(11 ®11) = p, p, = 11
ce qui démontre la proposition.
On est ainsi conduit a poser la définition suivante.

Définition 3.5.9. Soit (V,®,I) une catégorie monoidale (non né-
cessairement autonome). On appelle trace d gauche sur (V,®,1I) la
donnée pour tout triplet d’objets A, B et C de V d’une application

trs.p,c : Homy(A® B,A® C) — Homy(B,(C)

satisfaisant aux propriétés 3.5.4.1, 3.5.5.1, 3.5.5.2, 3.5.6.1, 3.5.7.1 et
3.5.8.1.

On remarque que les conditions 3.5.7.1 et 3.5.8.1 impliquent que
pour tout morphisme u: B — C de V, on a

(35.9.1) th;B’C(u) =1u

On vérifie facilement que si tr désigne une trace a gauche sur
(V,®,1I), et si pour tout triplet d’objets A, B et C de la catégorie
opposée V° et tout morphisme

u € Homy. (A® B,A® C) = Homy(A® C,AQ® B) ,
on pose
try. g c(u) = try.c p(u) € Homy(C, B) = Homy.(B,C)

alors tr® est une trace a gauche sur (V°,®,1I).
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Lemme 3.5.10. Soient (V,®,I) une catégorie monoidale et pour
tout triplet A, B et C d’objets de V, une application

try.p ¢ : Homy(A® B,A® C) — Homy(B,C)
satisfaisant d la condition de fonctorialité 3.5.5.1 (resp. 3.5.5.2), ainsi
qu’d la condition 3.5.7.1. Alors, pour tout morphisme de V, de la
formeu: AR B — AQC, et toute dualité Dy = (A1, A,€,n) (resp.
D, =(A4,Az,e,h)), on a
(3.5.10.1) trg.p o(u) = (€®1c)(1a, @u)(tra.; 4,04(1®14)®1B)
(resp.

(3.510.2) th;Byc(U) = (trA;A2®A’I(6®1A)®].C)(].A2 ®u)(h®13) )

DEMONSTRATION. En vertu de 1.2.1.1, on a
u=u(e®1a®1p)(1aQ®~hQ1p)
=(e®1a®1c)(1a®[(14, ®u)(k® 1B)))
et en vertu de 3.5.5.2 et 3.5.7.1, 0on a
tr4,8,0(u) = (tr4;4,0400,c(6 © 14 ® 1)) (14, ® u)(h® 1B)
= (tra;a,04,1(e®14)®1c)(14, ®u)(R @ 1B)
ce qui démontre la partie “resp.” La partie “non resp.” se démontre

de facon analogue, ou se déduit de la partie “resp.” appliquée a la
catégorie monoidale (V°,®,I) (cf. 1.1.1, 1.2.1 et 3.5.9).

Théoréme 3.5.11. Soit (V,®,I) une catégorie monoidale. Soit tr
une trace @ gauche sur (V,Q,I); si pour tout couple d’objets A et B
de V et tout marphisme u: AQ B — I, on pose

(3.5.11.1) TA’B(U) = trA;B@A,I(u ® ].A) )
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alors T est une t-structure souveraine sur (V,®,I). Réciproquement,
st la catégorie monoidale (V,®,I) est autonome, si T est une
t-structure souveraine sur (V,®,I), il existe une trace d gauche unique
tr sur (V,®, I) telle que pour tout morphisme u: AQ B — A®C de
V et toute dualité D = (A, A',e,h), on ait

(3.5.11.2) trA;B,C(u) = (TA’Ar(e) ® lc)(lA/ ® u)(h ® 13) s

et si ¢ désigne la structure souveraine sur (V,®,I) associée d la
t-structure souveraine T (cf. théoréme 3.3.10) définie par la formule
3.3.10.3, alors tr est définie par la relation 3.5.3.1. On définit ainss,
dans le cas ot la catégorie monoidale (V,®,I) est autonome, deuz bi-

jections, inverses l'une de lautre, entre l’ensemble des traces a¢ gauche
sur (V,®, 1) et Uensemble des t-structures souveraines sur (V,®,1).

DEMONSTRATION. Démontrons la premiére assertion. Soient
u:AQB — 1 et v:B'— B
des morphismes de V. En vertu de 3.5.11.1 et 3.5.5.2, on a
Tap (u(la®v)) =trypgar([u(la®v)]® 14)

= trA;B'@A,I((u ® lA)(lA ® ['l) ® ]'A]))
= (tra,pe4,1(u ®14))(v® 14)

= (Ta,(w))(v ® 1a)
De méme, pour tout morphisme u : AQB — Ietv: A — A, en
vertu de 3.5.11.1, 3.5.4.1 et 3.5.5.2, on a

Tp,(u(v®1B)) = t'A';B®A',1([u(v® 1B)]®14)
=tr4;504,1(1®1a)(v®1p®14))
=ty 1(v®11)(u®14))
=trg;8pa,1(u®14)(14 ® 15 ®v))
= (tra,pea(u®14))(1BQv)

= (TA,B(U))(]-B ® v)
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On en déduit la condition 3.3.7.1.
Soit u : AQ BQC — I un morphisme de V. En vertu de 3.5.11.1,
3.5.6.1 et 3.5.7.1, on a

Tags,c(u) = trA®B;C®A®B,I(U ®14®1p)
=trp.ceieB.1 (I4BeceioB,B(4 ® 14 ®1B))
=trp.coaeB,1(tr4pecea(t®14) ® 1B)

= Tp,cea(Ta,Boc(v))

ce qui prouve la condition 3.3.7.2.
Enfin, en vertu de 3.5.11.1 et 3.5.8.1, 0on a

Tr1(1r) = trp1er(lr @ 1) = trpy (1) =11

ce qui prouve 3.3.7.3 et démontre la premiere assertion.

Démontrons la deuxiéme assertion. En vertu du théoreme 3.3.10,
il existe une structure souveraine ¢7 sur (V,®, I) telle que pour toute

dualité
D] = (AI,A, 6,17) et Dz =(A,A2,6,h) 5

on ait
0,0y = (Ta,4,(e) ®14,)(14, ® 1)

et en vertu du lemme 3.5.2 et des propositions 3.5.4, 3.5.5, 3.5.6, 3.5.7
et 3.5.8, il existe une unique trace a gauche tr sur (V,®, I) telle que
pour tout morphisme u: AQ B — A® C de V on ait

tr .5 c(u) = (¢ ® 1c)(¢p, p, ®u)(h®1p)
= (®10)((T4.4:(6) ®14,)(La, 871) 8 u) (k@ 15)

(14,97 014®1c)(1a, ®u)(h @ 1p)

= (Ta,4,(€) ® 10)(14, ®u)(h ® 15)
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ce qui démontre la deuxieme assertion.

Démontrons la derniére assertion. Supposons donc que (V,®,I)
soit autonome et soient T une t-structure souveraine sur (V, ®, I) et tr
la trace a gauche correspondante, définie par la formule 3.5.11.2. Pour
tout morphisme u : AQ B — I de V et toute dualité D = (A, A, e, h),
en vertu de 3.3.9.1 et 3.5.11.2, on a

Ta,B(u) = (Ta,a(e))(1a®u@la)(h®1p®14a) = tr 4 poa,(u®La)

Réciproquement, soient tr une trace a gauche sur (V,®,1) et T la
t-structure souveraine correspondante, définie par la formule 3.5.11.1.
Pour tout morphisme u : AQ@ B — A ® C et toute dualité D =
(A, A' e, h), en vertu de 3.5.10.2 et 3.5.11.1, 0on a

tra,8,0(u) = (traaga1(e®14)®1c)(la @ u)(h®1p)
= (Ta,a(e)®1c)(la Q@u)(h®1B)

ce qui prouve le théoreme.

Remarque 3.5.12. On observe que, dans la démonstration du théo-
reme 3.5.11, on n’a utilisé & aucun moment la relation 3.5.5.1..On en
déduit que si la catégorie monoidale (V,®, ) est autonome, on peut
omettre cette condition, dans la définition d’une trace a gauche sur
(V,®,I). Voici une démonstration directe de ce fait. Soient
u:AQB -+ AQ®C et w: C — C' des morphismes de V et choi-
sissons une dualité D = (A, A' e, h). En vertu de 3.5.10.2, on a

tryp.c((la ®@w)u)
= (trauea1(e®14) @ 1o) (1o @ [(1a @ w)u])(h ® 15)
= w(tr g apa,1(e®14) ® 1c)(1a ® u)(h ® 15)
=wtrgpc(u)

ce qui prouve ’assertion.
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De facon analogue, ou en appliquant le résultat ci dessus a la
catégorie monoidale (V°,®, I'), on montre qu’on peut omettre, dans la
définition d’une trace a gauche sur une catégorie monoidale autonome,
la condition 3.5.5.2.

De méme, en appliquant le théoréme 3.5.11 a la catégorie monoi-
dale (V°,®,I), on en déduit (cf. 3.3.12 et 3.5.9) le théoréme suivant.

Théoréme 3.5.13. Soit (V,®,I) une catégorie monoidale. Soit tr
une trace & gauche sur (V,®,1I); si pour tout couple d’objets A et B
de V et tout morphisme u: I — A® B, on pose

(35.131) SA’B(U)':trA;I,B®A(U®1A) y

alors S est une s-structure souwveraine sur (V,®,I). Réciproqguement,
si la catégorie monoidale (V,®,I) est autonome, s1 S est une
s-structure souveraine sur (V, ®,I), il existe une trace d gauche unique
tr sur (V,®, I) telle que pour tout morphisme u: AQ B —» AQC de
V et toute dualité D = (A', A,e,n), on ait

(3.5.132)  trapc(u)=(c®1lc)(la @ u)(Sa,a(n)®1B)

et si ¢ désigne la structure souveraine sur (V,®,1), associée d la
s-structure souveraine S (cf. théoréme 3.3.13), définie par la formule
3.3.13.3, alors tr est définie par la relation 3.5.3.1. On définit ainsi,
dans le cas ot la catégorie monoidale (V,®,1) est autonome, deuz bi-
jections, inverses l'une de lautre, entre ’ensemble des traces d¢ gauche
sur (V,®,1I) et Uensemble des s-structures souveraines sur (V,®,I).

Proposition 3.5.14. Soient (V,®,I) une catégorie monoidale, tr
une trace ¢ gauche sur (V,®,I) et T (resp. S) la t-structure (resp.
la s-structure) souveraine, associée d tr, en vertu du théoréme 3.5.11
(resp. 3.5.13), définie par la formule 3.5.11.1 (resp. 3.5.13.1). Alors le
couple (S,T) forme une (s,t)-structure souveraine sur (V,®,1I) (cf.
définition 3.3.16).

DEMONSTRATION. Soient A, B, C,desobjetsde Vetu: AQB — I

-269 -



MALTSINIOTIS - TRACES DANS LES CATEGORIES MONOIDALES...

et v: I — B® C des morphismes. On a
(1c ® Ta,B(u))(SB,c(v) ® 14)

= (1¢ ® Ta,B(v)) (trp,1,cop(v ® 1B) ® 14)

= (1c®Ta,8(u)) trp.4.copea(v@®1B®14)
=trg.4c((1B®1c®T4,B(u))(v@1p®14))

= trg,a,0(v®Ta,B(v) =trp 4 c(Tap(v) @)

= trg.a,c(tra;Bea,1(u®14)®V) = trp 4 o(tra;Be4,Boc(U@14BV))
= tr4gp4,0(u @148 V) =tryep.4 c((1a ®v)(u® 14))

= tr;4c((u®16)(1a®v)) = trp s c(lr ®[(u®1c)(1a ®v)))

= (trp /(1)) (@ ®1e)(1a®v) = (u® 1¢)(1a ® v)

(la premiere égalité résultant de 3.5.13.1, la deuxiéme, la septieme et
la douzieme de 3.5.7.1, la troisieme de 3.5.5.1, la sixieme de 3.5.11.1,
la huitiéme de 3.5.6.1, la dixiéeme de 3.5.4.1 et la derniére de 3.5.8.1),
ce qui prouve la relation 3.3.15.1 et démontre la proposition.

3.5.15. On définit de fagon symétrique la notion de trace a droite.
Une trace d droite sur une catégorie monoidale (V,®,I) (non néces-
sairement autonome) est une trace a gauche sur la catégorie monoi-
dale (V,®°,I) (cf. 1.1.1). Autrement dit, une trace a droite tr’ sur
(V,®, I) est la donnée pour tout triplet d’objets A, B et C' de V d’une
application ‘

trly.p o : Homy(B® A,C ® A) — Homy(B,C)
satisfaisant aux propriétés suivantes :
a) fonctorialité : si A, B, B', C, et C' désignent des objets de V

etu: BRA—-CQRA,v:B — Betw:C — C'des morphismes,
ona

(3.5.15.1) g0 (W ® 1a)u) = wiry g o(u)
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et
(3.5.15.2) tr’A;B,’C(u(U ® ].A)) = trlA;B’C(u)v 3

b) commutativité : si A, A, B et C désignent des objets de V et
u:BRA'" - C®Aetv:A— A des morphismes, on a

(3.5.15.3) tr'y.5c((le ®@v)u) =tr'y.p c(u(lp ®v)) ;

c) transitivité : si A, B, C, D désignent des objets de V et
u:CQB®A— D®B® A un morphisme, on a

(3.5.15.4) tregaic,n(¥) = 0.0 (acen peB(Y)

d) compatibilité au produit tensoriel : si A, B, C, D, E dési-
gnent des objets de Vet u: BRA - CQRAetv:D — E des
morphismes, on a

(3.5.15.5) trh;D®B’E®C('v ® u) =7 ® trlA;B’Cv(u) 3
e) non dégénérescence :
(35156) tr’I;I,I(].I) = 1[

En appliquant les théorémes 3.5.11 et 3.5.13 et la proposition
3.5.14 a la catégorie monoidale (V,®°,I), on en déduit le théoréme
suivant

Théoréme 3.5.16. Soit (V,®,I) une catégorie monoidale. Soit tr'
une trace @ droite sur (V,®,1I); si pour tout couple d’objets A et B
de V et tout morphisme u: AQB — I (resp.u:I - A® B), on
pose

(3.5.16.1) Ta,B(u) =trp.pga (1 ®u)
(resp.
(35162) SA,B(U) = 1:rIB;I,B®A(]-B ® ’U.) )7
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alors T (resp. S) est une t-structure (resp. s-structure) souveraine
sur (V,®,1I) et le couple (S,T) est une (s,t)-structure souveraine
sur (V,®,I). Réciproqguement, si la catégorie monoidale (V,Q®,I) est
autonome, si T (resp. S) est une t-structure (resp. s-structure) souve-
raine sur (V,®, I), il eziste une trace d droite unique tr' sur (V,®,I)
telle que pour tout morphisme u : BQA — CQA de V et toute dualité
Dl = (A17A16’77) (I‘eSp. D2 = (A7A2a €, h) )) on ait

(3.5.16.3) tr:‘l;B,C(u) = (].c ® TAI,A(e))(U ® 14, )(13 ® 77)
(resp.
(35164)  trypo(w) = (1o ® )(u ®14,)(15 ® Sap a() ),

et 31 ¢ désigne la structure souveraine sur (V,®,I), associée d la
t-structure (resp. d la s-structure) souveraine T (resp. S) (cf. théo-
reme 3.3.10 (resp. 3.3.13)), définie par la formule 3.3.10.3 (resp..
3.3.13.3), alors tr' est définie par la relation

(3.5.16.5) tryp,c(u) = (1c ® e)(u ® v, p,) (18 ® 1)

On définit ainsi, dans le cas ot la catégorie monoidale (V,®,I) est
autonome, deuz bijections, inverses 'une de l’autre, entre ’ensemble
des traces d droite sur (V,®,1I) et ’ensemble des t-structures (resp.
s-structures) souveraines sur (V,®,I).

Proposition 3.5.17. Soient (V,®, I) une catégorie monoidale auto-
nome, tr une trace d gauche et tr' une trace d droite sur (V,®,1).
Alors pour tout morphisme

u:AQBA — AQC QA
deV, ona
(35.171) tflfll;B’C (trA;B®A',C®A' (’Ll,)) = trA;B,C(tr'f,,;A@B,A@C(u)) .

DEMONSTRATION. En vertu des théorémes 3.5.11 et 3.5.16, il existe
une structure souveraine ¢ (resp. ¢') sur (V,®, I) telle que pour tout
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morphisme v: AQ B— AQ®C (resp. v' : BQA' 5 CQ@A')de Vet

toutes dualités
D, =(A1,4,¢6,n) , D2 =(4,42,¢h)
(resp. Dy = (A}, 4¢,n) , Dy=(4', 43¢ k) ),
on ait
try.pc(v) =(€®1lc)(¢p, p, ®v)(h®1p)
(resp.  trpc(v) =(lo®@ €)' ®¢'p 0, (1B ®N) ).

On en déduit que pour tout morphisme u: AQ BQA' - AQCR® A’
de V,on a

trcq';B,C(trA;B@)A’,C@A'(u))

=(1c®e)([(c®1c ® 1a)(¢p, 0, ®W)(h® 130 1) ® ¢'p; p;)
(1e®n')

=(c®1lc®€)(vp,p, ®u® ‘P'B':,n;)(h ®1lpen)

=(e®1c)(¢p,p, ®l(14®1c B €)u® <P'5;l,D;)(1A ®1p®17'))
(h®1B)
= try,5,0(t4;408,400(4)

ce qui prouve la proposition.

3.5.18. En gardant les hypotheéses de la proposition 3.5.17, il résulte
des théoremes 3.5.11, 3.5.13 et 3.5.16 que les structures souveraines ¢
et ¢’ correspondant & tr et tr’ sont identiques si et seulement si pour
tout morphisme u: A® B — I de V, on a

(3.5.18.1) trA;B®A’[(u ® ].A) = tr,B;B@A,I(lB ® U) )

-273 -



MALTSINIOTIS - TRACES DANS LES CATEGORIES MONOIDALES...

ou encore, si et seulement si pour tout morphisme u : I - A® B de
V,on a

(3.5.18.2) a1 Bea(u®1a) =trp; poa(lp ®u)

En particulier, les conditions 3.5.18.1 et 3.5.18.2 sont équivalentes
dans le cas autonome. Il n’en est probablement rien dans le cas non
autonome. Dans ce cas, la condition 3.5.17.1 n’est, sans doute, non
plus vraie en général. On est ainsi conduit & poser la définition sui-
vante.

Définition 3.5.19. Soient (V, ®, I) une catégorie monoidale (non né-
cessairement autonome), tr une trace a gauche et tr' une trace a droite
sur (V, ®, I). On dit que tr et tr’ sont compatibles si elles satisfont aux
conditions 3.5.17.1, 3.5.18.1 et 3.5.18.2.

EXERCICE 3.5.20. Soient tr une trace & gauche et tr' une trace a
droite sur une catégorie monoidale (V,®, I). On suppose que tr et tr’
sont compatibles. Pour tout morphisme v : AQ BRQA' - AQC QR A’
de V, on pose

Tra;B,c;a(u) = tf’A';B,c(t’A;B®A',C®Al(u))

2 ’ . 3 . \
Etudier les propriétés de Tr. Introduire une notion de trace bilatére
satisfaisant a ces propriétés. Montrer que dans le cas autonome les
traces bilateres sont en bijection avec les structures souveraines.

Proposition 3.5.21. Soient (V,Q®,I,¢) une catégorie monoidale
autonome souveraine, tr (resp. tr') la trace d gauche (resp. d droite)
associée @ ¢. Pour tout morphisme u : AQ B - A Q® C (resp.
u:BQA—-CQ®A) et toutes dualités

D1 =(A13A76777) 3 D2 =(A,A2,6,h) )
Dll =(B1’Ba51777[) ’ I2 =(B,B2aelahl) 3
D,l, = (01707 6”3 17") ) '2' = (Ca CZ, 6"7 h”) )
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on a

{ I
(3.5.21.1) tr{Al;Cl’Bl (t(01®[)/v[)1 ®D'1'(u)) = t{"z’n'{ (t"A;B,C(u)) )
(35.21.2) trly,.0, 5, (15 op, prep, (W) = toipy (trapc®@)
(3.5.21.3) tru,.c, B, (tg2)®D;,Dz®D;'(“')) = tg’z)»D’z’ (e o))

a
(3.5.21.4) tryc,,p, (tD' @Dl,o"@;ol(“')) = tl)2 DY (trs;B,c(v)
DEMONSTRATION. Choisissons une dualité D = (A4, A1,€,,7,) et soit
Do =(1,I,11,17).On a
! !
t) o (traz,c(w) =1t5) o (e ® 1c)(vp, p, @ u)(h @ 15))

Q)
= tby04 0200,00, (1 ® 18)tb) 00, 604 DED, 007 (¥, D, ® 1)

U]
tbeD, oDy, DeeD! (€ ® 1)

! ! !
= (t ::2 p.(18)® tS Dg®Dl(h)) (t§32®og,m®n"(“) ® tEJ)z o(¥p,,p,))
( DY, D"(IC) ® tD®Dl,Do(€))

l —
= (15, 8 )(th, 001 b, 507 (¥) ® ¥ p,)) (1o, ® 1)

(U]
= tra,;c,,8, (00! py 007 ()

(la premiére égalité résultant de 3.5.3.1, la deuxiéme de 1.2.3.3, la troi-
sieme de 1.2.5.1, la quatrieme de 3.1.5.2 et la derniere de 3.5.16.5),
ce qui prouve la relation 3.5.21.1. La relation 3.5.21.2 (resp. 3.5.21.3,
resp. 3.5.21.4) s’obtient en appliquant la relation 3.5.21.1 a la catégo-
rie monoidale (V°,®,I) (resp. (V,®° 1), resp. (V°,®°,1)), ce qui
démontre la proposition.

3.5.22. On rappelle que si (V,®,I) désigne une catégorie monoidale
et u et v des endomorphismes de I, on a

(3.5.22.1) UUV=vQu=uv =vu
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Autrement dit, la composition ou le produit tensoriel munit End(I)
d’une structure de monoide commutatif et ces deux structures coin-
cident. De plus, pour tout couple d’objets A et B de V, on a deux
actions de ce monoide sur l’ensemble Homy (A, B) définies par

(u,w) — uw et (u,w) — wQu, u € End(I), w € Homy(A4, B) .

On dit que End(I) est central dans V, ou que la catégorie monoidale
(V,®,I) est de Penrose (cf. [Br]), si ces deux actions coincident,
autrement dit, si pour tout endomorphisme u de I et toute fleche w
de VonauQuw=w®uv.

Définition 3.5.23. Soient (V,®, I, ¢) une catégorie monoidale auto-
nome souveraine, tr (resp. tr') la trace & gauche (resp. & droite) asso-
ciée a ¢ . Pour tout endomorphisme u : A — A d’un objet A de V,
on appelle trace d gauche (resp. trace d droite) de u 'endomorphisme
tr(u) (resp. tr'(u)) de I, défini par
(3.5.23.1)

tr(u) = trgpr(u) (resp. tr'(u) = trigg g (u) ).

Pour tout objet A de V, on appelle dimension d gauche (resp. di-
mension d droite) de A et on note dim(A) (resp. dim'(A)) la trace a
gauche (resp. a droite) de I’endomorphisme identique de A .

Proposition 3.5.24. La trace d gauche ou d droite d’un endomor-
phisme satisfait auz propriétés suivantes :

a) pour tout endomorphisme u de I, on a

(3.5.24.1) tr(u) =u=1tr'(u) ;

b) pour tout couple de morphismesu:A' - Aetv:A— A, on
a
(3.5.24.2) tr(uv) = tr(vu) et tr'(uwv) = tr'(vu)

c) pour tout endomorphisme u d’un objet A de V et toutes dualités

Dlz(Al,A,E,fl) ’ DZZ(AaA%e’h) ’
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on a
tr(ty) p, (v)) = tr'(u) = tr(t 5 b, (W)

(3.5.24.3)
tr'(t(') D, (u)) = tr(u tr' (¢ g,),nz(“))

d) si End(I) est central dans V alors pour tout couple d’endomor-
phismesu: A — Aetv:B— B,ona

tr(u ® v) = tr(u) tr(v)
(3.5.24.4)
tr'(u @ v) = tr'(u) tr'(v)

DEMONSTRATION. L’assertion (a) résulte de 3.5.9.1, ’assertion (b)
de 3.5.4.1 et 3.5.15.3 appliqués & B = C = I et l'assertion (c) de la
proposition 3.5.21. Démontrons ’assertion (d). On a

tr(u @ v) = trgp;r,(u®v) = trg;p 1 (tra;p p(u ®v))
= trgr,1(trar,1(u) @) = trgp (v @ tr g (u))
=trg. 1 1(v) @ tr g r(u) = tr(v) @ tr(u) = tr(u) tr(v)

(la deuxieme égalité résultant de 3.5.6.1, la troisieme et la cinquieéme
de 3.5.7.1, la quatrieme de ’hypothese de centralité et la derniere de
3.5.22.1), ce qui prouve la premiere de deux égalités. La deuxiéme se
montre de fagon analogue, ou se déduit de la premiére appliquée a la
catégorie monoidale (V,®°,I).

Corollaire 3.5.25. La dimension ¢ gauche ou & droite d’un objet de
V satisfait auz propriétés suivantes :

a) dim(I) =17 =dim'(I) ;
b) pour tout objet A de V, si A; (resp. A2 ) est un dual ¢ gauche
(resp. @ droite) de A, on a

dim(A4;) = dim'tA) =dim(Az) et dim'(4;)=dim(A)=dim'(42);
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c) si End(I) est central dans V, pour tout couple d’objets A et B
deV, on a

dim(A®B) = dim(A)dim(B) et dim'(A®B)= dim'(4)dim'(B)

Remarque 3.5.26. Il n’est pas vrai en général, dans une catégorie
monoidale autonome souveraine, que la dimension a gauche d’un objet
coincide avec sa dimension & droite, méme si cette catégorie est de
Penrose (et méme si elle est tressée), comme le montre 'exemple de la
catégorie des enchevétrements orientés (“tangles”) a isotopie réguliere

pres (cf. [Ye]).

3.6. Récapitulatif.

3.6.1. En combinant les théorémes 3.3.10, 3.3.13, 3.3.17, 3.5.11, 3.5.13
et 3.5.16, on obtient le théoréme récapitulatif suivant.

Théoréme 3.6.2. Soit (V,®,I) une catégorie monoidale autonome.
Les ensembles suivants sont en bijection canonique :

a) ensemble des traces @ gauche tr sur (V,®,1);

b) ensemble des traces d droste tr' sur (V,®,1I);

c) ensemble des t-structures souveraines T sur (V,®,1I);

d) ensemble des s-structures souveraines S sur (V,®,1);

e) ensemble des (s,t)-structures sowveraines (S,T) sur (V,®,1);

f) ensemble des structures souveraines ¢ sur (V,®,1);

les bijections entre ces ensembles étant déterminées par les relations
suivantes. Pour tout triplet d’objets A, B, C de V, tous morphismes

v:AQB -1, v :BRA—-I, w:I— ARB, w':I— BQA,
u:AQB — AQC et W:BRA—CQRA
et toutes dualités

Dl = (AI,A,€,77) et Dg = (A,A2,e,h) ,
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Ta,B(v) =trg;pga, (v ®1la)

Sa,B(w) =1tr4; pea(w ® 14)

Tp,a(v'") =ty 4e8,1(1a ® V')

Spa(w') =ty 1 4gp(la@w')

tr4.5,0(w) = (Ta,4,(e) ® 1c) (14, @ u)(h ® 1p)
trap,o(u) = (€® 1c)(1a, ® u)(Sa,4,(n) ® 1B)
try,p.c(u) = (€ ®1c)(¢p,,p, ®u)(h®1B)

'y, 5,0(u') = (1o @ Tay,a(e)) (v’ ®14,)(1B @ 1)
t'y.po(u) = (lc ®e)(v' ®14,)(1B ® Sa,,a(h))
try;p,o(u) = (Lo ®e)(v' ®@ vp, p,)(1B @ M)
T4,B(v) = e(¢p, p, ®v®14)(h®1p ®14)
Tp,a(v') =e(14®v' @ vp, p,)(1a® 13 ® )
Sa,B(w)=(e®1p®1a)(¢p,p, ®w®1la)h
Sp,a(w)=(1401pQe)(1a®w ®pp! p,)n
¢p,,p, = (Ta,4,(¢) ® 14,)(14, ® 1)

010, = (14, ® Ta,,4(e)) (h ® 14,)

¢p,,p, = (14, ®€)(Sa,4,(n) ® 14,)

¢b1,0, = (€ ®14,)(14; ® Sa,a(h))

®D,,D, = tra;4,,4,(n€)

Sol—:-)i,ﬂg = trfA;Al ,Ag (hs)
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DEMONSTRATION. Les seules relations nouvelles sont les relations
3.6.2.19 et 3.6.2.20. Démontrons par exemple 3.6.2.19. En vertu de
3.6.2.7, on a

trA?A?vAl(ne) = (6 ® 1A1 )(9001,02 ® Ue)(h ® 1A2)

=(e® la, )(1A1 ® 77)9001,02(1142 ®] 6)(h ® ]'Az)

= ¥D,,D,
La relation 3.6.2.20 se démontre de fagon analogue, ou se déduit de la
précédente, appliquée a la catégorie monoidale (V,R°,1).

§ 4. Catégories monoidales tressées en rubans.

4.1. Définition des catégories monoidales tressées.

4.1.1. Soit (V, ®, I) une catégorie monoidale. Un tressage de (V, ®, I)
est un isomorphisme fonctoriel

Rop:A®@B —B®A , A, BeObVy) ,
tel que pour tout triplet d’objets A, B, C de V on ait

(4.1.1.1) RagB,c =(Rac®1B)(14® Rpc)
et
(4.1.1.2) RaBoc = (1B® Rac)(RaB ®1c)

En utilisant la fonctorialité de R, on en déduit facilement la relation

(RB,c®14)(1B® Ra,c)(Ra,B® 1c)
(4.1.1.3)
=(1c ® Ra,B)(Ra,c ®1B)(14® Rp,c)

et on vérifie aussitot que pour tout objet A de V, on a
(4.1.1.4) Rar=14=Rja

Il en résulte que (1y,R,17): (V,®°,I) — (V,®,I) est un foncteur
monoidal (cf. 1.1.1 et 1.1.2).

On appelle catégorie monoidale tressée une catégorie monoidale
munie d’un tressage.
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On remarque que si (V,®, I, R) désigne une catégorie monoidale
tressée, R~! I'isomorphisme fonctoriel inverse de R et R° 'isomor-
phisme fonctoriel RZ,B : B A —» A® B défini par R, p = Rp,a,
alors (V,®°,I,R°), (V,®°,I,R™!), (V°,®,1,R%) et (V°,®,I,R7!)
sont également des catégories monoidales tressées, et en particulier
R°™! est un deuxiéme tressage de (V,®,1).

4.2. Définition des catégories monoidales tressées en rubans.

4.2.1. Soit (V,Q®,I, R) une catégorie monoidale tressée. En vertu de
4.1.1, on dispose de deux foncteurs monoidaux

(]-V’ Ra ]-I)
V,8°%1) ,(V,8,1)
(IVaRo_la ]-I)

Une torsion de (V,®, I, R) est un isomorphisme fonctoriel monoidal
0:(1V’R°_1’11)_)(1V7Ra11) )

autrement dit, un automorphisme fonctoriel 8 du foncteur identique
de la catégorie V tel que pour tout couple d’objets A, B de V

(4.2.1.1) 0a9B = (04 ®0B)RB,ARA,B

(la condition ; = 1; en est une conséquence (cf. 1.1.3)).

On appelle catégorie monoidale tressée en rubans (ou balancée)
une catégorie monoidale tressée munie d’une torsion.

4.3. Torsions et structures souveraines.

Théoréme 4.3.1. Soit (V,Q,I,R) une catégorie monoidale tressée.
Si 6 est une torsion de (V,®,I,R), et si pour tout couple d’objets A
et B de V et tout morphisme u: AQ B — I, on pose

(4.3.1.1) Ta,B(u) =u(0a®1B)RBa ,

alors T est une t-structure souveraine sur (V,®,I). Réciproquement,
st la catégorie monoidale (V,®,I) est autonome, si T est une
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t-structure souwveraine sur (V,®,I), il ezxiste une torsion unique 6
de (V,®,I,R) telle que pour tout objet A de V et toute dualité D =
(A,A';e,h), on ait

(4.3.1.2) 04 = (Tan(e)®1a)(Ry 4 ®14)(14QR)

On définit ainsi, dans le cas ot la catégorie monoidale (V,®,I) est
autonome, deuz bijections, inverses l'une de l’autre, entre ’ensemble
des torsions de (V,Q, I, R) et l’ensemble des t-structures souveraines

sur (V,®,1).

DEMONSTRATION. Soient u: AQ B - I,v: A' - A,w:B' - B
des morphismes de V. On a

TAI’BI (u(v ® w)) = U('U ® 'U))(eAl ® ]_B/ )RB’,A’
=u(04®1p)(v®@w)Rp ar

=u(0a®1)RB a(w@v) = (TA,B(u))(w ® v)

(la deuxiéme égalité résultant de la fonctorialité de 6, et la troisiéme
de celle de R), ce qui prouve la condition 3.3.7.1.
De méme, pour tout morphisme u: AQ BQC — I de)V on a

Ts,cea(Ta,Boc(v)) = (Ta,Bec(v))(0B ® 1¢ ® 14)Rcea,B
=u(0a ® 1p ® lc)Rpec,a(0s ® 1c ®1a)Rcea,B

=u(04Q®1BQ®1c)(RB,A®1lc) (1B ® Rc,a) (0B R®1e®14)
(Re,B®14)(1c ® Ra,B)

=u(64®0p®1c)(RB,a®1lc)(1B®Rc,a)(Re,B®14)(1c®Ra,B)
=u(04®0®1c)(RB,a®1c)(Ra,B®1c)(1a®Re,B)(Rc,a ®1B)
= u(0aeB ® 1¢)(1a ® Re,B)(Rc,a ® 1B)

= u(fagB ® 1c)Rc,a9B = Tags,c(u)

(la troisieme égalité résultant de 4.1.1.1, la quatriéme de la fonctoria-
lité de R, la cinquieme de 4.1.1.3, la sixieme de 4.2.1.1, et la septiéme
de 4.1.1.2), ce qui prouve la condition 3.3.7.2.
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Enfin, en vertu de 4.1.1.4 et 4.2.1, on a
Trr(1r) =1/(6r®11)Rrr=1/(1; ®1)1r =11

ce qui prouve la condition 3.3.7.3, et démontre la premiére assertion.

Réciproquement, supposons que la catégorie monoidale V soit
autonome, et soit T une t-structure souveraine sur (V,®,I). Soient
A et B deux objets de V, choisissons des dualités

D= (A,A",e,h) et D' =(B,B',¢,h)
et posons
04 = (Tan(e)®14)(Ry ,®14)(14®R)
08 = (Tp,p:(¢')® 18)(Rp 5 ® 18)(13 ® k')
Pour tout morphisme u : A — B de V), si I'on pose v = t§ , (u), on a
0pu = (T,p (') ® 18)(Rp p ®18) (18 ® h')u
= (Tp,p(')®18)(1p ®u @ 1B)(Rp , ® 1B) (14 ® A')
= (Ta,p(¢ (v ®1p)) @ 18)(Rp 4 ® 1B)(1a ® 1)
= (Ta,p(e(14 ®v)) ® 18)(Rp 4 ® 1B)(1a ® k')
= (Ta,a(e)®1p)(v®1a® 18)(Rp 4 ®1B)(14 @A)
= (Ta,a(e) ® 18)(R4 4 ®1B)(14®@v®1p)(14 ®R')
= (Ta,a(e)®15) (R34 ®15) (14 ®1a ®u)(14 ® k)
= u(Ta,a(e) ® lA)(RZ,l,A ®14)(1a®h)=1ub4

(la deuxiéme et la sixiéme égalité résultant de la fonctorialité de R,
la troisiéme et la cinquiéme de 3.3.7.1, et la quatriéme et la septiéme
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de 1.2.2 et 1.2.3), ce qui prouve que gu = uf,4 . En particulier, ce
résultat, appliqué & B = A et u = 14, montre que la définition de
04 est indépendante du choix de la dualité D. On définit ainsi un
endomorphisme fonctoriel § du foncteur identité de V.

Montrons que § satisfait a la condition 4.2.1.1. Soient 4 et B
deux objets de V, choisissons des dualités

D=(A,A4"e,h) e D' =(B,B',¢,H)
et considérons (cf. 1.2.5) la dualité
D'®D=(A®B,B'®A4",e(la®e ®1a), (1p ® h® 1p)h')
En vertu de 3.3.8.4, on a
0108 = (Tags,poa(c(la®e ®14))®14Q1p)
(Rp/gar,4e8 ©14®15)(14© 150 (13 ® h® 15)R'])

= ([(TB,B'(C')) (1'®Ta,4(e)®1B)Rpig 41 agp) ®la ®1B)
(14®18Q (15 ® h®15)R)
et en vertu de 4.1.1.1, 4.1.1.2 et 4.1.1.3, 0on a
Rpioa,aep = (13 ® Ry 4 ©18) (13 ® 14 @ Ry p)
(Rp 4 ®1B®14)(14® Rpip®1a)

= (13 @ R;' 4 ®18)(1 ®14 ® Ry )1 @ Ri'5 ® 1a1)
(RE'I,B ®1la®1a)(1B® RE:I,A ®1la)(Ra,B®1lp ®1as)

= (13 ® Ry 4®18)(1p ® Rip 4 p)(Rp p ®14® 1a')
(1B®Rp 4 ®1a)(RaB®1p ®1a).
On en déduit que Gagp =
= ([(TB,B,(e'))(lB:®[TA,A'(e)RZ,l’A]®13)(lB'®RZ(l®A;,B)]®1A®lB)
([(RE,,I,B ®14)(1B® Ry 4)(RAB®1p)] ®1a ®14® 13)
(14a®13®[(1p ® h®1p)k))
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= ([(TB,BI(G')) (13/ ® RI_,}B)(]'B' R1Ip® [TA,Ar(e)R;,l’A])] RIs® lB)

(1®1B®14a® h®1B)([(REII’B®]-A)(IB®RB'1,A)(RA,B®]-B')] ®13)
(14a®1p®H')

= (T,p(e)®14®1p)(lp ®1p®64®15) (RE}’B ®14®1p)
(1B®Rp 4, ®18)(Ra®1p ®1p)(1a®1Q k")

= ([TB,B’(el)REII’B] ®04®1p)(1®1p ®Rp,a)(16Q1p ® RE}A)
(1B®Rp 4 ®18)(1®14®h')RaB

= (Ts,p(¢')Rp pl®04®15)(13® 13 ® Rp,4) (1B ® Rplep a)
(15®14®@HK)Ra,B

=(04®1B)RpB,a ([TB,B'(C')RE},B] ®1lp®14) (1 @M ®14)
(1 ® Ry 4)RaB

=(04®1B)RB,A(0BR®14)Ra,B=(04R®0B)RB ARAB

(la deuxiéme, la sixiéme et la huitiéme égalité résultant de la foncto-
rialité de R, la troisiéme et la septiéme de 4.1.1.4 et de la définition
de 6, et la cinquiéme de 4.1.1.1), ce qui prouve la condition 4.2.1.1.

Enfin, en considérant la dualité Dy = (I,1,17,17) on constate
que

6r=(Tr (1) ® 1) (R{1®1)(1r® 1) =1,

(la deuxiéme égalité étant conséquence de 4.1.1.4 et 3.3.7.3), ce qui
prouve que 8 est un morphisme fonctoriel monoidal de (1y, R°™!,1;)
dans (1y,R,1;), donc un isomorphisme, car la catégorie (V,®,I)
est autonome (cf. 1.2.7). On en déduit que 6 est une torsion, ce qui
démontre la deuxiéme assertion.

Montrons la troisiéme assertion. Supposons donc que la catégorie
(V,®,I) soit autonome, et soient § une torsion de (V,®,I,R), T la
t-structure souveraine associée a 6 et @' la torsion associée a T. Pour
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tout objet A de V, si D = (A4, A', e, h) désigne une dualité, on a
0y = (Taa(e)®14) (R4 4 ®14)(14Q R)
= ([e(04 @ La)Rar,a] ® 14) (R 4 ® 14)(14 ® h)
=(e®14)(04a®14a ®@14)(14a®h)

=(e®14)(1aQh)0s =064

De méme, soient T une t-structure souveraine sur (V,®,1), 6
la torsion de (V,®, I, R) associée a T, et T' la t-structure souveraine
associée a 6. Pour tout couple d’objets A et B de V et tout morphisme
u:AQB — I,si D= (A,A' e, h) désigne une dualité, on a

wp(u) =u(0a®1p)Rp a
= u([(Taa(0) ®14) (R34 ®14)(14 ® k)] @ 15) Rp,4

= (TA’Ar(e))(lAr ® Rj_jq)(lA’ ®1sQ u)(RZ,l’A ®R1aQ ]-B)
(1A®h®13)R3,A

= (Ta,a(e))(1a @u@14)(1ar ® Rigp 4)(R4 4 ©14® 1p)
(1a®h®1p)RpB,a

= (Ta,a(e))(1a ®u®14)(1a ® 14 ® Rp!4) (14 ® R34 ® 1B)
(RZ,I,A ®14Q®1B)(1a®h®1B)RB,a

= (Ta,a(e))(la Qudls)(lar®la® RE}A)(RZ']®A,A ®1B)
(1A®h®1B)RB,a

= (Taa(e)(1a ®u@14) (1o ®14® R5!y)(h©14 @ 15)
(R74 ®1B)Rp,a

= (Ta,a(e))(la ®u®ls)(h®15Q 1A)RE’1ARB,A = Ta,B(u)
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(la troisieme et la huitieme égalité résultant de 4.1.1.4, la quatrieme
et la septiéme de la fonctorialité de R, la cinquiéme et la sixieme de
4.1.1.1, et la neuviéme de 3.3.9.1), ce qui prouve la troisiéme assertion,
et démontre le théoreme.

Remarque 4.3.2. De facon analogue, on montre que si pour tout
couple d’objets A et B de V et tout morphisme v : I — A® B, on pose
Sa,B(v) = Ra,B(04 ® 1p)v, alors S est une s-structure souveraine,
et on démontre facilement que cette s-structure est compatible avec
la t-structure définie par 4.3.1.1.

Remarque 4.3.3. En combinant le théoréme 4.3.1 et le théoréme
3.3.10, on retrouve le théoréme de Deligne affirmant que dans une
catégorie monoidale tressée, autonome, les structures souveraines sont
en bijection canonique avec les torsions [De2], [Ye].
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