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Une premiére version de ce texte était réalisée
en Septembre 1977, dans le but d'unifier des articles anté-
rieurement parus (cf. la bibliographie) et aussi d'adjoindre
certains développements (par exemple: précatégories bien or-
données, structures libres de décompositions).

En tenant compte des remarques et des conseils de
J.Bénabou, j'ai pu réaliser en Avril 1978 la présente version,
plus courte et plus claire.

Madame A.Ehresmann m'avait proposé de publier ce
texte dans la série des "Esquisses". Les douloureux événements
qui ont marqué sa vie depuis lors 1'ont contraint a@ ne point
disperser ses efforts, tant sur le plan humain que sur le plan
scientifique. J'ai moi-méme hésité un temps avant de me déci-
der a publier ce texte, qui, par certains aspects, n'offre pas
la nouveauté souhaitée par rapport aux publications antérieu-
res. Cependant, i1 me semble meilleur de le sortir du tiroir,
méme trois ans aprés sa conception.

C'est a dessein que je n'ai apporté aucune modifica-
tion au présent texte par rapport d la version d'Avril 1978,
et que je n'ajoute aucun commentaire philosophique ou mathé-
matique, en dehors de ces quelques Tlignes,

Paris, Octobre 1980.
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INTRODUCTION

Le symbole V renvoie 3 la fin de cette introduction .

Soit C une catégorie a produits finis et soit n 2 1 un entier ; & un choix
des produits de n objets de C correspond un adjoint & droite Hn au foncteur

diagonal An : C—sC" ; la paire [Hn.An) définit un triple ZEn dans C, d'ol

E
la catégorie C " des IEn-algébres et le foncteur de comparaison ¢n : C" ——>cC N,

E
Le probléme de 1'équivalence des catégories c" et C " consiste donc & savoir
si on peut traiter les "décompositions des objets de C en produits” comme des
"structures algébriques” (i.e. définissables par des lois de composition) ; dans

1'affirmative, nous disons que C est & décompositions algébriques.

Ameliorant les résultats de [4], nous prouvons au chapitre 1 les points
suivants

- Il suffit que ¢2 soit une éqguivalence pour que ¢n en soit une pour tout
n 2= 2.

- Lorsque C est une catégorie exacte, elle est & décompositions algébriques
si et seulement si elle est & supports pleins.

- 51 0 est une esquisse projective, la catégorie Co des structures d'espece O
dans C est a décompositions algébriques lorsque C l'est aussi (méme si C est
exacte, il se peut que CO ne soit pas réguliére !)*

- Toute catégorie T, = p-1[Ens*], ot p: T —>Ens est un foncteur topologi-
que (au sens d'HERRLICH) est aussi & décompositions algébriques.

- Désignons par G le groupolide, interne & C, des "couples” d'un objet X. On

montre que, si C est & noyaux des paires égalisables, les I.-algébres sur X

sont en bijection canonique avec les décompositions directesgde G en deux sous-
groupoldes internes a C. Aussi, lorsque ¢2 n'est pas une équivalence, une telle
décomposition de G ne provient pas nécessairement d'une décomposition de X.

- Plus généralement, notons Gr(C) la catégorie des groupoides internes a C.
Les décompositions directes des objets de Gr(C) en deux sous-objets sont les al-
gebres d'un triple IE' dans Gr(C) ; de plus, E' induit dans C le triple E2

lorsqu'on identifie C & une sous-catégorie pleine de Gr(C).
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En fait, ce dernier résultat subsiste pour la catégorie Cat(C) des caté-
gories internes a8 C ; c'est ce que nous montrons au début du chapitre 2, dans le
cas ot C = Ens, pour simpli-Fieri Plus précisément, soit E%f le triple "éléva-
tion & la puissance m” dans Cat”;on montre que les B%n—algébres sur une catégo-
rie C sont en bijection avec les décompositions directes de C en n sous-catégo-

ries ; pour n = 2, une telle décomposition est un couple (C .C1] de sous-caté-

2
gories de C tel que la composition C, * C, ——> C définisse une bijection.

Nous étudions en détail ce genre de iécom;ositions : relations avec les limites
existant dans C, effet des changements de base, catégories de relations asso-
ciées, présentation en termes de fibrations, exemples variés (citons ici : les
produits”"semi-directs” de groupes, les topologies de GROTHENDIECK dans un topos,

les fibrations dont la base est elle-méme munie d'une décomposition).

Les résultats précédents s'appliguent en particulier aux monolides. Cependant,
dans le cas élémentaire de IN, ils ne rendent pas encore compte de la "décompo-
sition a = bg+r” (division euclidienne par b). C'est pourquoi il convient de
regarder N comme objet d'une catégorie plus vaste que Cat.

v

La structure de précatégorie¥et celle de précatégorie bien ordonnée (b.o.)

répondent naturellement & ce besoin. Elles sont étudiées systématiquement au
chapitre 3 :

- Plongements universels d'un graphe dans une précatégorie et d'une précaté-
gorie dans une catégorie (ce dernier est injectif).

- Sous-précatégories (stables ou non), précatégories quotient.

- Catégories des fractions & gauche et & droite d'une précatégorie.

- On montre que les précatégories b.o. sont exactement celles qui satisfont
une condition artinienne pour les diviseurs propres.

- On trouve une condition nécessaire et suffisante pour qu'un produit de pré-
catégories b.o. soit encore b.o. (1l'analogie est compléte avec le cas des espaces

localement compacts ou localement connexes).

Au chapitre 4 nous caractérisons les décompositions directes libres d'une
précatégorie en

(a) deux sous-graphes multiplicatifs,

(b) deux sous-précatégories (qui sont alors "complétement instables”),

(c) deux sous-précatégories stables (extension naturelle du résultat obtenu
pour les catégories, puisque les sous-précatégories stables d'une catégorie sont

ses sous-catégories).
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Seuls les cas (a) et (c) correspondent & des structures algébriques au dessus
de Précat{ La solution du cas (b) s'obtient aisément grdce & la notion de décom-

position partielle.

Nous abordons aussi les problémes de stabilité :

- Les noyaux d'instabilité des facteurs d'une décomposition de précatégorie
mesurent en partie leur défaut de stabilité dans G ; c'est la notion qu%l convient
d’'introduire pour décider de la trivialité d'une décomposition d'un produit de
précatégories en fonction des décompositions facteurs ; dams la situation "b.o."
nous obtenons un critére général qui s'applique justement au cas des décompositions
additives de DVK, pour k 2 2 et ceci permet d'expliciter celles-ci pour k = 2
(nous retrouvons ainsi, et de fagon simple, un résultat de I. NIVEN). De plus,
nous cernons la seule difficulté pour k > 2, qui consiste en la détermination
explicite des noyaux d'instabilité en dimension k-1 > 2 !

- Nous étudions aussi la propriété d'w-stabilité d'une décomposition, qui
signifie intuitivement que les facteurs sont stables modulo un nombre fini de
réarrangements. On démontre (chapitre 5) que les décompositions des entiers sont

w-stables.

Les résultats concernant les entiers sont regroupes au dernier chapitre. Nous
ne pouvons pas les résumer ici. Soulignons seulement que notre méthode consiste
essentiellement & "oublier la division euclidienne” au profit de 1'addition et
du bon ordre seuls, ce qui ouvre la voie & de nombreux problémes parmi lesquels
nous citerons seulement celui-ci : si A est un facteur direct de N, ou encore
plus geénéralement une sous-précatégorie de N , quand peut-on dire qu'il
est irréductible ? Au chapitre 4 nous définissons les cardinaux précatégoriques,
mais en fait, les précatégories b.o. généralisent de bonne fagon les nombres

ordinaux (il y a de nouveaux nombres finis !) ; 1la question précédente (sans dou-

te difficile) devient alors la suivante : quels sont les nouveaux nombres premiers?

l Nous n'imposons pas l'existence de toutes les limites projectives finies
dans les catégories réguliéres ou exactes.
~

V Le terme "semi-direct" serait plus conforme & 1'usage.

catégorie associée i 1l'en-

i Ensy, = catégorie des ensembles non vides; m
tier ordonné ) ; (Pré)Cat = catégorie des (pré)catégories. La structure de pré-

catégorie est plus faible que celle de catdgorie : dA(y) = P(x) n'implique pas

1l'existence de " y.x"
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1.0, POSITION DU PROBLEME.

N

Soit C une catégorie & produits finis ; un choix de produits finis déter-
mine, pour chaque entier n, un adjoint & droite "n du foncteur diagonal
A :Cc—sC".
n
Désignons par IEn = (( ]n.G,u] le triple dans C correspondant a [ﬂn.An] ;

pour X ¢ Ob (C), 8§, : X —> x" est le morphisme diagonal et My xM" — x"

X
est le produit p1 XeaaX P des projections naturelles Py ¢ X" —sX.
En
La catégorie des IEn-algébres est notée C ; la paire de foncteurs adjoints
u m
En n n n
usuelle : C éF—L C est reliée & la paire C ;f=='c par le foncteur de compa-
n n

E
raison ¢n : C" —=cC ". Nous allons montrer que dans beaucoup de cas ¢n définit
une équivalence de catégories ; on dira dans ce cas que C est & décompositions
algébriques. Les résultats suivants sont contenus dans [4], mais ont ici une pré-

sentation sensiblement différente et améliorée.

1.1, REDUCTION AU CAS n=2.

Elle résulte de 1l'application du critéere général de tr&plabilité de J. BECK,
dont nous rappelons 1'énoncé ; partant d'une adjonction D *FJ C (F adjoint & gau-

che de U), on obtient un triple T dans C associé a (U,F), la catégorie ﬁT des

T-algébres et le foncteur de comparaison ¢ : D —-—»CT. Soit P_ 1'ensemble des

f uf F
paires FX :if$ FY dans D telles que UFX -TE;L UFY soit une paire contractile avec

conoyad.

Enoncé du critére de J. BECK [18]: ¢ définit une équivalence de catégories

si et seulement si D a des PF-conoyaux et U préserve et reflete les PF-conoyaux.

.F

Rappelons qu'une paire X ~§5vY est dite contractile s'il existe d, : Y —>X

1
tel que gd1 = 1Y et fd1g = fd1f ; dans ce cas, si (f,g) posséde un conoyau p, il

existe un unique do tel que pd0 =1 et dop = fd1.



Rappelons aussi la signification des expressions utilisées dans 1'énoncé

précédent
"D a des PF-conoyaux” = toute paire élément de PF a un conoyau.
"U préserve les PF-conoyaux" = si (f,g) € PF et si k en est un conoyau,
alors Uk est un conoyau de (Uf,Ug).
"U reflete les PF-conoyaux" = si (f,g) ¢ PF‘ si kf = kg et si Uk est

un conoyau de (Uf,Ug), alors k est un conoyau de (f,gl.

_Fl
LEMME - Dans une catégorie C, toute paire X' _ET’ Y' rétracte d'une paire con-
.F
tractile X —E4>Y est aussi contractile.

Y En effet, par hypothése, il existe w,o,m',0' tels que

.f.‘
X -——2;-—>Y m'(f,g) = (f',g")m
TTUO m' H ag' o'(f',g') = (f,glo
.Fl
X"“j;?‘*’Y mg = 1X' et m'oc’' = 1Y' H

soit d,| : Y —=X tel que

gd,l = 1Y et qug = quf et posons d1 = ﬂd10 ; 11 vient

et fra3f0 = f'md,o'f' = m'fd,fo = m'fdeo = fmdyo’e’ = fldie’

ce qui prouve que (f',g') est bien une paire contractile. A

Exemple : Dans une catégorie a produits finis, si la paire

NI B Py
X' ———— 5 Y est contractile, alors toute paire Xp *—Yp est aussi
g1X...Xgn gi X...Xgi
1 p

contractile, pour 1 < 11 < i

Venons-en alors a la situation de départ et montrons la



PROPOSITION - Si ¢2 définit une équivalence de catégories, alors ¢n définit une

équivalence de catégories, pour tout n > 2.

¥V Procédons par induction ; supposons que ¢n-1 définisse une équivalence de

catégories ; soit

(F1,F2,...,fn]

(X, Xy e ne,X) > (Y,Y,enrlY)
[g1lg20"'tg:r

une paire élément de PA , c'est-a-dire que
n

est une paire contractile et admet un conoyau k; alors, dans Cn-1, la paire

(F,%F,, F £ )
n

(g1xg2.g3.....gn)
2 [C,Caynl-:c )
admet aussi un conoyau (Y5,Y,...,Y) ;[2,23.....Zn),

2: 3,.--,

(X2, %, v v, X) (Y2,Y,.unlY)

car ¢n-1 definit une équivalence

f,xf
. . . , N 2-—1-—i1~ 2
de catégories et Un—1 reflete le conoyau k ; d'aprés le lemme, X ~E—§E;—>Y
1 2
est une paire contractile et on vient de voir qu'elle admet un conoyau c, donc la
(f1.f21
—ﬁ z z
paire (X,X) TE——E—T—(Y.Y) est €lément de PA ; elle admet un conoyau
152
(cq.c,) 2
[Y.YL————————»[Z1.ZZJ car ¢2 définit une équivalence de catégories ; en défini-
‘F
.
tive, chaque paire X1§-¢-Y, i=1,2,...,n, admet un conoyau cy et ceci prouve
i
gue c" a des PA -conoyaux ; on yoit de méme que T préserve et refléte les
n
P, -conoyaux. A
An

Remarquons aussi que si, pour un entier n22, ¢n définit une équivalence de

catégories, il en est de méme de ¢2 : 11 suffit d'introduire n-2 fois 1'objet final.



1.2, ETUDE DU CAS n=2.

Nous simplifions les notations en supprimant 1'indice 2 : le foncteur

C2 —ib’-— C]E est défini par :

e(X,Y) = [XXY.DXXDY]. ol Py et Py sont les projections naturelles de

X XY vers X et Y, et ¢(f,g) = £ g ;

On convient de désigner une algébre sur X par un couple (X,0) ol O : X? —> X
satisfait les deux égalités eax = 1X et 6.62 = 9.p§ x p;, ou p? et p; : XZ-——e-X
sont les projections naturelles (on omettra le plus souvent 1’'indice X, ce qui

ne peut pas créer de confusion) ; quant aux morphismes, on peut les désigner

comme des fleches de C puisque 1'oubli CEE-——e-C est fidele.

Une IE-algébre (X,8) engendre une ¢-structure libre si et seulement si les

5 ) 2 6 [c1,ch
paires X© —= X et X~ —> X ont des conoyaux ; si (X,X) —————-——(X1,X2] est cono-
" .8y 2
yau de (X .X2) TE-_E-T’(X'X)' [X1.X21 est une ¢-structure libre et le crochet
1°72

[01.02] : X —--—>X1 x X2 définit le morphisme "injection” de (X,8) dans ¢(X1.X2] ;

inversement, si (X X2) est une ¢-structure libre engendrée par (X,0) avec

1’
e : (X,0) -——>¢(X1,X2J pour "injection” correspondante, le couple [px “€,Py .€)
1 2
5 (6,0)
est conoyau de (X™,X") (X,X).
(py.pPy

Donc, si pour toute E-algébre (X,0), les paires [e.ij, i = 1,2 ont des
conoyaux, le foncteur ¢ a un adjoint & gauche ; le choix des conoyaux équivaut
au choix de 1'adjoint ; soit ¥ un tel adjoint, gu'on suppose exister ; 1l'unité
€ : 1 —>¢¥ de 1'adjonction est fournie par :

cq.c5]
€ : (X,8) = (X,xX

sPy, Xp
(X,8) T2 X1 X2

),

et la counité n : Y¢ —> 1 est fournie par :

(A,.25)
1°72
n : [21.22) — (X, Y]

(X,Y)

ou A1 et Az sont déterminés de fagon unique par la propriété universelle des

conoyaux :



Py Py Py*Py
(xxv) 2 ——xxy =7, (xxY)? —xx y /7,
1 2
p\ /’\ D\ ,/x
X N 1 oo

la counité est un isomorphisme si et seulement si les projections naturelles
Py et Py sont des conoyaux (ce sont alors les conoyaux de (pxXpY,P1] et de
[pXXpY.PZ) respectivement).

Résumons ceci sous la forme de
PROPOSITION - ¢ définit une équivalence de catégories si et seulement si

(B1) les couples [e,piJ ont des conoyaux Cy
(B) quelle que soit 1'algebre (X,0) pour i = 1,2

(B2) le crochet [c1,02]est un isomorphisme.

Y
/

\X

(C) les projections naturelles X X Y sont des conoyaux.

Notons aussi que

- la condition (C) égquivaut au fait que ¢ est pleinement fideéle,
- et si la condition (B1) est satisfaite, c'est-a-dire si ¢ posseéde

un adjoint & gauche ¥, alors (B2) équivaut au fait que ¥ est pleinement fidele.

1.3, CAS DES CATEGORIES EXACTES.

Les catégories réguliéres ont été introduites par MANES[19] et les catégories
exactes par BARR [1] ; plutdt gue de faire une liste de références a ce sujet,
nous préférons reprendre les définitions et propriétés élémentaires qui vont nous
étre utiles (les définitions qu'on trouve dans la littérature ne sont pas toujours

éguivalentes).

- Soit C une catégorie ; pour f : X —>Y ¢ C on définit
R(f) : {g : X —>Z|fa = fb => ga = gb} ;

on dit gue f est un épimorphisme régulier (en abrégé épir) si Vg ¢ R(f), il existe

un et un seul g tel que g.f = g ; un épir. est un épi. ; un conoyau est un épir.



- Soit C une catégorie & paires noyaux (i.e. : le produit fibré de (f,f)

existe quelque soit f) ; alors il est égquivalent de dire

*

f est un épir.

*

f est un conoyau,

*

f est conoyau de sa paire noyau.

- Si un morphisme f d'une catégorie C se décompose en f = m.p avec p épir.

et m mono., cette décomposition est unique & isomorphisme unique pres ;

m
- Dans une catégorie C, une paire R —E—->X est dite équivalence sur X lors-
que 2
Hom (-,R) » Hom (-,X) x Hom (-,X)
[ﬂ1',ﬂ2']

est une équivalence naturelle ; lorsque la catégorie C est a produits et a pro-

duits fibrés d’'épimorphismes scindés, il revient au méme de dire que

[ﬂ1.ﬂ2J ) 2
R ——————> X" est un sous-objet de X° (i.e. mono) réflexif, symétrique et transi-

tif (tout ceci s'écrivant en termes de morphismes évidents). Remarquons qu'il
n'est pas utile de supposer que C posséde toutes les limites projectives finies
pour affirmer l'équivalence ci-dessus, et nous verrons en effet baeaucoup d'exem-

ples ot C mangue de noyaux !

N
- Si f: X —>Y possede une paire noyau N —?-+ X, celle-ci est une équi-
T, 2
valence sur X ; on dit gqu'une égquivalence R —F—+ X est effective s'il existe au
2
1
moins un f : X — Y dont R'—F—# X est la paire noyau ; dans ce cas, si f se
2 m
1,
décompose en épir./mono., soit f = m.p, on voit aussitdt que R —E——>X est encore
2
paire noyau de p et gque p en est un conoyau ; on dit aussi que
m
—1,
R - X —> Z est une suite exacte.
2

- La définition que nous proposons maintenant est un peu plus forte que celle
de BARR [11], puisqu’on demande 1l'existence de produits finis ; elle est moins
forte gue celle de JOHNSTONE [151 ou que celle de MANES |18 ], gqui supposent 1'exis-

tence de toutes les limites projectives finies (resp. guelconques).



Une catégorie C est dite réguliére lorsque :

elle posséde les limites projectives suivantes :
- produits finis,

- paires noyaux,

(RP) - produits fibrés des paires de morphismes dont 1'un des deux
au moins est un épir., avec la condition que les épir. sont
\ stables par produit fibré ;
elle possede les limites inductives suivantes
(RI)

- conoyaux des paires noyaux.

Une catégorie C est dite exacte si elle est réguliére et si toute équiva-

lence y est effective.

Rappelons les résultats suivants [1], concernant les catégories réguliéres
Tout morphisme admet une factorisation épir./mono.

Si g.f est un épir., il en est de méme de g.

(R1)
(R2)
(R3) Tout morphisme qui est mono. et épir. est un iso.
(R4) Le composé de deux épir. est encore un épir.

(R5)

Le produit g x f de deux épir. est un épir.

Ces propriétés s'établissent sans faire usage de 1'existence de produits finis;
si on suppose seulement 1l'existence d'un ¢-produit, on peut en déduire 1'existence
des puissances finies Xn, mais on ne peut pas encore affirmer l'existence des
produits X x Y dont nous avons besoin dans notreprobléme ; c'est pourquoi nous

avons inclus dans notre définition 1l'existence de tous les produits finis.

- Soit C une catégorie réguliére et soit 1 un objet final ; pour tout objet

X de C, 1'unigque morphisme de X vers 1 admet une factorisation épir./mono. :

e
X i
X ;;UX > 1 ;

le but UX de ex s'appelle le support de X ; il est défini & isomorphisme unique



prés ; c'est un objet quasi-final, c'est-a-dire que, pour tout objet Y,

=

Hom (Y,Ux] est soit vide, soit réduit & un élément ; réciproguement, si S est

un objet quasi-final il est isomorphe & son support US (en effet, la paire noyau

de eq est réduite & un morphisme, qui est donc un iso., de sorte gue eq est a

la fois épir. et mono., donc iso.).

On dira que C est & supports pleins si UX est isomorphe a 1, guel que soit

1'objet X, ou ce qui revient au méme si tout objet quasi-final est final.

- Nous pouvons énoncer les théoreémes

THEOREME 1 - Dans une catégorie exacte, la condition (B) de la proposition 1.7

est toujours satisfaite.

THEOREME 2 - Dans une catégorie réguliere C, la condition (C) de la proposition 1.2

est équivalente au fait que C est & supports pleins.
THEOREME 3 - Dans la classe des catégories exactes, seules les catégories a

supports pleins sont & décompositions algébriques.

1.4, DEMONSTRATIONS DES THEOREMES.

Le Th. 3 est conséquence de Th. 1, Th. 2 et de la proposition 1,2.

Le Th. 2 est facile : si toute projection X x Y —> X est un conoyau, c'est
un épir. ; on en conclut que UX = UY = UxxY ; tous les objets ont donc "méme"
support et celui-ci est isomorphe & 1 ; réciproguement, si C est & supports pleins,
les morphismes X —1 sont des épir., donc des conoyaux (de leurs paires noyaux)
et puisque le produit de deux épir. est un épir., les projections X x Y — X sont

des épir., donc des conoyaux.

N

Le Th. 1 est plus long a établir. Nous procédons en plusieurs eétapes

Soit donc C une catégorie exacte et (X,08) une E-algébre, Py et p, les pro-

jections naturelles X2 — X.

a) 6.(p1x03 = 6.[66p1x6)
6.(6x61.[6p1x1xl
= 6.p1xp2.[6p1x1x)

= 6.p1xp2 ;
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on voit de md8me que 6.[9xp2] = 6.p1xp2 3 donc :

6.82 = 8. (pyxpy) = 0.(p,x8) = 6.(6xp,)

b) Soit A : X3 ———>X4 défini par A = 1x x Gx x 1X ; désignons par
61 . x3 —_x%, 1 - 1,2,3 les trois projections naturelles [ﬁi correspond & 1'ou-
bli du 1°M® facteur) ; on voit que

n
N
X
D

[p1xe).k

I
<D
X
N

[e*pzl.k =

[p1xD2).A = 62 3

des égalités établies en a) résulte alors que

"0 est une loi binaire associative satisfaisant les relations : x

]
X

et xyz = xz"

ce que traduisent les égalités :

61, x8) =066 x 1,) = 6, etos, = 1.
c) Les noyaux de [e,p1) et [6,p2J existent et sont des équivalences sur X.
2 T N 2 2 2
Existence. Soit X -—-—»-R1>—-—+ X~ la décomposition épir./mono. de [e.sz : X7 — X5
maem.pzl = 0, on tire que [e,pz] est un idempotent ; donc r,n, = 1R i de
6[6,p2] = 0 = p1[9.p2] on tire que N, égalise 0 et Py s soit H tel 3ue Bu = p1u ;
s'il existe W tel gue n{ﬁ = U, on doit avoir W = r1U ; et on a bien

n,r,W = U car Py, ToH = p1[9.p2]u = Oy = P, M

Dzn11‘1u = 92[9.92]11 = Dzu ;

2 T2 "2 2 2 2
de méme la décomposition épir/mono. X ——-»'R2>——9 X~ de [p1.6] ¢ X —> X" four-

nit le noyau n, de (e.pzl. R1 et R2 sont des équivalences ; abandonnons les mor-
phismes pour plus de clarté (il suffit de penser que ce qu’'on va écrire se trans-

crit en termes de morphismes).

(x,y) € R1 @ O(x,y) = p1[x.yJ, soit xy = x ; alors
R1 est réflexive car xz = X
R1 est symétrique car xy = x == yx = yxy = y© =y

R1 est transitive car xy = x et yz =y == xz = xyz = xy =



(Nous utilisons ici 1'énoncé établi en b)).

d) R1 et R2 étant effectives, nous avons les conoyaux

p1 C p1 o]
R - X » X R - > X >> X
1 p2 1 2 p2 2

o0 py = P4Nys PS5 = PNy et Pl = P4Nps P5 = PN, [p1.p2] étant la paire noyau
de cy et [pﬁ,p%] la paire noyau de c, ; en utilisant les ni,ri, i=1,2, on voit

aussitdt que ¢, est un conoyau de (e,sz et c, un conoyau de (6,p1), ce qui prouve

2
que la catégorie C satisfait (B1).

Remargue : Si C est seulement réguliére, 1l'existence de ¢, comme conoyau de (0,p,)

entraine que cy est aussi conoyau de (p%,pé], mais cela ne signifie pas que R1 st

effective car il n'y a aucune raison pour gue la paire noyau de c, soit [p%.p})!

1
C'est donc vraiment 1'exactitude de C qui permet de conclure a 1l'équivalence

R, et R2 effectives <> [6,p1) et [e,sz ont des conoyaux.

e) Montrons (B2) ; en composant avec les projections de X, X X wvers X, et

1 / 1
XZ' on constate qgue
fc1.02J.6.0 = ¢, X c,
N 2 2 e . .
ou 0 : X —— X est la symétrie ; de (R5) il résulte que cy X c, est un epir. et
de (R2) il résulte gue [01,02J est un épir. ; si l'on prouve que lcq.uzl est aussi

un mono., il en résultera que c'est un iso. (R3).

Supposons [c1,02}€ - [C1‘C2]g' soit encore
c1f T cue et c2f = C,8

Comme R1 et R2 sont effectives, il existe un unique A1 et un unique A,

tels que

(p%,pé)x1 = (f,g) = (p;,pﬁlkz ;

il est clair gue n1k1 = nzkz = [ f,gl ;
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posons r1.6x = 11 et rz.dx

R1 et R2) et prouvons que [i1.12] est un produit fibré de (r1.r2) ; d'abord

= 12 (ce sont les morphismes de "réflexivité” de

nyiy = nyt, = 6x ; si (h,k) satisfait n1h = nzk = p, on voit que :

PqP = Pynyh = Bngh = Bnyk = pynok = pop

de sorte que s'il existe p tel que (11.i213 = (h,k), on doit avoir 8p = p, soit

p = p1p = PyP s montrons que ce p convient ; faisons-le pour 115 ; comme n, est

mono. il suffit d'établir que n1i13 = n1h, soit encore 6p1p = p ; or c'est bien
vrai puisque

P,(8pyp) = pyp et p,(8pyp) = pyp = PP

revenons a [Aq.sz ; ilexiste alors un unigque X tel que i1A = A1 et iZA = AZ ; il
vient alors

f = p,]n,])\1 = p1n111k = A et de méme g = X ,
ce gqui acheve la preuve du Th.1.

Remarques : (1) L'exactitude de C intervient pour obtenir (A1.A2) et c'est indis-

pensable pour prouver gue [01.02] est un mono.

(2) (X,i1,i2] est aussi la limite projective du diagramme

(3) Si on raisonne en termes "d'éléments”, comme on 1'a fcit pour

établir que R, et R, sont des équivalences, la démonstration du fait que [c |

] 2 1°¢2

est un mono. revient & dire :"R1 n R2 = X" et puis "si f(x) = f(x) g(x) et

glx) = f(x) g(x), alors f(x) = g(x)" .
Nous avons tenu & écrire la démonstration en termes de morphismes,

d'une part, pour comparer objectivement les deux méthodes,

d'autre part, pour fixer des notations qui vont encore servir.



1.5, CARACTERISATION DES [E-ALGEBRES DANS LE CAS GENERAL.

Nous allons voir que les IE-algebres s'interprétent en général cumme des
couples d'équivalences ayant une certaine propriété ; cette fagon de voir condui-
ra naturellement a 1'étude des décompositions directes de catégories, qui fait

1'objet du chapitre suivant.

On suppose que C est une catégorie a produits finis et a noyaux des paires

"égalisables”.

Soit 0 : X2 —— X une IE-algébre sur X ; comme & égalise G,pq,pz, les pai-

res (9,p1] et (6,p23 ont des noyaux respectifs n, * R1>——»X et n, R2>——sx ;

les relations établies en 1.4.b montrent que R1 et R2 sont des éguivalences sur X
(raisonnement 1.4.c) ; précisons ici que les relations d'équivalence sont auto-
matiquement représentables ; montrons-le pour R1. par exemple, en omettant les

vérifications qui ressortent de la routine catégorique.

Réflexivité : il existe un unigue i1 : X —-—>R1 tel que

Pin,i, = CPUPEE 1x ;

d'ailleurs i, = r,.8 o0 r, : X* -~—> R, est 1'unique fléche telle gue n

1 1 1 1 r, = [0.p,]

1

o . . N ? 2
Symétrie : on montre que Gn1 égalise [6,p1] ou o = [p2.p1J : XX —= X" est la
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symétrie, de sorte qu’'il existe un unique s, : R1 — R

1 tel que on, = n

1 1 184"

Transitivité : Soient ™ et m, les projections naturelles de R1 X R1 sur R1 ; com-
me GR .i1 : X — R1 x R1 égalise la paire [p2n1n1.p1n1ﬂ2]. celle-ci a un noyau

vy o &1 * R1-—+ R1 X R1 et (n1v1,ﬂ2v1] est un produit fibré de [p2n1.p1n1l ;

comme [63.611 est un produit fibré de [p2,p1J, il existe un unique

my : R1 * R,I —_— X3 tel que

enfin on montre que 62m1 égalise (9.p1), de sorte qu'il existe un unique

t1 : R1 * R1 —-—-»R,1 tel gue

= A .
naty = Pymy

en résumé R1 définit bien ;n groupolde interne & C, qui est un sous-groupoide

du groupoide des couples X~ ; on notera cependant que si ny définit un morphismc

de groupoldes internes, de R1 vers X2. il n'en est pas de mé&me pour ry X2 -__;R1 !
Voici la figure appropriée, ol nous avons omis les noms des morphismes usuels

(source, but, projections) :
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R, R, » L > X3
1 1
/ \
l l 2
Vt,] p2
/ n
/ /| N 2 7/
S R < > X (0}
1 C 1 S o ,/'
\*(‘ . ”’/’
% r 8
X = X

nous pouvons alors énoncer la proposition qui caractérise dans C les E-algebres

PROPOSITION - Les IE-algebres sur X sont en bijection naturelle avec les couples

d'équivalences (Rq'Rz) sur X satisfaisant la condition suivante

3
) R1 X R2
le diagramme (D) : \\\\ z//i >§\\ ‘///
n b, P n
1 1 3 2
x2 X2

a une limite projective P

NS
“
AN
«— T
>
7
s/
£

Ltelle que GZ.A est un isomorphisme.

¥ Nous reprenons les notations du début de ce paragraphe.

- Dans un sens, partons avec une IE-algébre 6 sur X et considérons le diagram-
me (D) oU R1 et R2 sont les équivalences noyaux de [6.p1) et (8,p7] respectivement ;
on va montrer gue (Xz.[r1.A.r2JJ est une limite projective de (D), ou

A = [p1.6.D2] ; on aura bien : 62.A = [p1,p2] = 1X2 est un isomorphisme ; on a

déja vu que %1.A = [6,p2J = Ty et'ﬁa.A = [p1,6] = nyr,. Soit alors [ri.A'.r;]
tel que :
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= A ’ v = 4 ’
nyry p1.A et nyry p3.A 3

s'il existe un U tel que [r1,A.r2)u = [r;.A',réJ. on doit avoir u = 62Au ='52A'.

et il suffit alors .de montrer gque AEéA' = A', car n, et n, sont des monos ; dési-

ghons par pz, i=1,2,3 les projections naturelles : X3 —> X ; on a :

3\ [ A AL A o Ay oo 30,
p1Ap2A = p1p2Ap2A = p1p2A - p1A

et de méme pgAﬁzA' pgA' ; on est ramené & prouver simplement que :

3 , , .
DzAﬁzA' = eﬁzA = p_A' ; or on voit que :

3 ’ A ’ ’ ’ i~ ’
PA" = PyPyA" = pynyry = Bnyry = 6pyA
A 'V - (- ' = A ',
p2p3A PoN,TS 6n2r2 9D3A ;
2 o ' = 3 ’ 3 ' = a ’ A ’
mais PoA" = [PyA",p3A"] = [P4P5A".PP4A"]

= A A A '
= p1 X pz'[psA np1A ]o
d'ol on tire :

eﬁzA' = e'p1xp2'[63A'161A.]

e.exe.[ﬁ3A',61A-]
A oA )

= 6.[6p3A »6P44"]
3 3.,

= 9-[p21D2]A

= B.G.pg.A’ = pgA', ce qui achéve la preuve dans ce sens.

- Dans 1'autre sens, soit (D) un diagramme comme dans 1'énoncé, avec R1 et

R2 équivalences sur X ; on peut supposer que la limite projective de (D) est donnée
sous la forme [Xz.[r1.A.r2)J, avec A = [p1.6,p2]. car 62.A est un isomorphisme

(gu'on choisit donc égal & 1 2) ; on établit successivement que :

X
* T, et r, satisfont r1n1 = 1R1 et ron, = 1R2

* n, et n, sont les noyaux respectifs de [B.p1) et [6.p2]
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* [i1 = r16. 12 = r26] est un produit fibré de (n1.n )

2

*x 0 satisfait 6(1,x8) = 6(6x1,) = 662 et 88 = 1,

* 0 est une E-algebre .

considérons le diagramme :

R
L
1 h'
3
R1 X R2
ol h = [6.p1,p2].n1
h' = r2.6.p1.n1 ; on voit facilement que

’f:,].h =n, et ’53.h = n,.h',

de sorte qu'il existe un unique yu : R1 -—-»Xz tel que

(rq.A.PZJu = (1R ,h,h')
1
mais alors ﬁzAu = U = Szh = n1 et on a ainsi prouvé que r1n1 = 1 ; on voit de
méme gue ron, = 1. Il s'en suit que n, est le noyau de (6,p1], car si 6.f = p1.F
et s'il existe f tel que n1? = f, on doit avoir T = r1F, et effectivement

n1r1f = f car
p1n1r1f = Of = p1f et p2n1r1f = pzf .

Nous pouvons poursuivre le raisonnement en termes "d'éléments”, pour aller plus

vite, car nous savons maintenant que :

"(x,y) e R, &> xy

"
X

1

"(x,y) € R2 & xy

1
<
-
o]
C
X
<
1
D
—_
x
.
<
—
-
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de r1n1 = 1R1 et ryn, 1R2 résulte aussi que le carré
i,=r,§ X i =r.§
e
‘/
Ry R2

4:?\\\‘ g//ﬁ:/b
1 X2 2

est un produit fibré ; on peut donc dire que pour tout (x,y) € X2 il existe un

unique z tel que (x,z) € R2 et (z,y) € R, et que c'est z = xy ; en effet, xy

1
convient car :

x(xy) = xy résulte de

= A = = =
6(p,.01] 6654 = 6n,r, p,n,r, = O
et (xyly = xy résulte de
= a® A = - -
9[9.D2] = ep1A = en,lr,] = p1n1r1 = 9.

et c'est le seul possible car [11.12) est un produit fibré de [n1.n2].

Alors, V¥Yx,y,z ¢ X, on voit que :

(XY»y) € R1 ’ (X.Xy] € R2
((xyl)z,z) € R, , (xy,(xylz) € R2
(yz,z) € R, , (y,yz) € R2
(x(yz),yz) € R1 , (x,x(yz)) € R2 3

la transitivité de R1 et R2 entraine :

(x(yz),z) € R1 » (x,x(yz)) € R2

((xylz,z) € R1 » (x,(xy)z) € R2 ,
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et comme 1'unique élément u satisfaisant
(u,2) € Ry » (x,u) e R,
est u = xz, il vient :

x(yz) = (xylz = xz ;

. . . 2
il est clair aussi que, VYx € X, on a x° = x ;

xz = x et xyz = xz" , d'od

8 est donc une loi binaire associative satisfaisant

résulte que
(xy)(zt) = x(yz)t = xt ,
ce qui signifie que 6.6x6 = 6.p1xp2 et 6 est bien une IE-algébre A.

Interprétation en termes de groupoides.

Soit G le groupolide des couples de X, dans C (X est "l'objet des objets”,

2 3

X~ "1'objet des morphismes”, X

0 : X2 —> X est une E-algeébre , les équivalences R1 et R2 sont les "cbjets des

"l'objet des couples composables”, etc...) ; si
morphismes” de deux sous-groupoides G1 et 62 de G satisfaisant
"G = 6,.6, et G, NG, =0G_" ;
2 o]

1 1 2

c'est ce que nous appellerons au chapitre 2 une décomposition directe de G en deux

facteurs.

.
’

De fagon plus précise, soit Zg = (Sg,Pg] une esquisse de groupoides [12]

Sg est un graphe multiplicatif contenant le graphe suivant :

u*xu
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et d'autres fléches destinées & exprimer les axiomes de groupolde ; Pg est un

ensemble (fini) de cénes projectifs dans Sg‘ 1'un d'entre eux étant le suivant :

Un groupoide G dans C est une réalisation de Zg dans C, c'est-a-dire un
"foncteur” de Sg dans C transformant les cfnes projectifs éléments de Pg en

cones limites projectives dans C ; 1l'interprétation de 1'image G(Sg) est la sui-

vante :
G[uol objet des "objets"”
G(u) objet des "morphismes”
G(u*u) objet des "couples composables”

G(a),G(B) morphismes "source” et "but”
G(K) morphisme "composition”

G(Y) morphisme "passage & l'inverse” etc...

[G(v1),G(v2)) sera un produit fibré de (G(®),G(B)).

Les équivalences représentables dans C sont données par les groupoides G tels
que (®,B) soit une famille monomorphe [G[u)>u1dila G(uol X G[uol est un mono.,

lorsque G[uOJ X G(UOJ existe) ; un tel G est une équivalence sur X = G(uo).

Une bonne partie des raisonnements faits & propos des équivalences subsiste
pour les groupoldes gquelconques, et méme pour les catégories ou précatégories in-
ternes a une catégorie C ; c'est ce que nous verrons plus loin. Disons simplement
ici gu'une esquisse de "décomposition directe de groupoide en deux sous-groupoides”

soit Ag=[Dg.PéJ aura les caractéristiques suivantes : le graphe multiplicatif

Dg contient pour "morceau essentiel” le graphe suivant :



avec les égalités et les notations suggérées par la proposition 1.5 et que nous
n'écrivons pas ici ; 1'ensemble Pé des cdnes projectifs de Ag contiendra, outre
les cBnes destinés & faire apparaitre trois esquisses de groupoide dans une seule
esquisse (ce gue suggeére la figure ci-dessus), essentiellement un nouveau céne

projectif A que nous dessinons :

(n)

enfin une "nouvelle” égalité sera : K.A = u
(cf. toujours la proposition 1.5).
Si F est une réalisation de Ag dans C, le début de la proposition 1.5 reste vala-

ble et a la signification suivante :

les affirmations ci-dessous
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FlrJF(nd =1, Flr,)F(n,) =1
F(n1J est un noyau de (F(a].F[a]F(v1JF[A))
F(n,) est un noyau de (F(B),F(BIF(v,)F(A))

(F[i1].F(12)) est ﬁn produit fibré de (F[n1].F(n2])...

sont des conséquences du seul fait que F(A) est un cdne limite projective dans C.
Comme ceci est vrai, quelle que soit la réalisation F, il s'agit d'un "théoréeme”
dans le type Tg associé a Ag (en gros, Tg est la catégorie a limites projectives

"engendrée” par Ag) et qui s'exprime ainsi : dans le type Tg seront vraies les

affirmations suivantes :

r,].n1 =1 r2.n2 =1

n, est un noyau de [a.a.v1.A]

n, est un noyau de (B,B.v,.4)

(11.12] est un produit fibré de [n1,n2) ces

Pour les groupoides quelconques, on ne peut plus considérer
8 = F[aJF[v1]F(A) : F(u) -——»F[UOJ comme une algébre du triple E = (( ]2.€,u) ;

par contre un autre triple trés naturel intervient ici et se substitue 8 E ; énon-

gons seulement le résultat (cf. chapitre 2) :

Zg se plonge naturellement dans Ag (partie du milieu) d'ol un foncteur
d’'oublie C' & —»C € entre catégories de réalisations (qui & un groupoide G décom-
posé en 62.61 fait correspondre G) ; on démontrera que ce foncteur a un adjoint
a gauche et que C & est encore équivalente & la catégorie des IE'-algébres ol

z
E' est le triple dans C & déduit de 1'adjonction précédente.

La présentation de ces questions en termes d'esquisses sera laissée de cdté
dans les chapltres suivants ; mais nous avons tenu & le faire ici, afin qu'on ne
perde pas de vue que ce qu'on établira par la suite pour les groupcides, catégo-
ries, précatégories "ordinaires” etc... est encore valable pour les groupoides,

catégories, précatégories "internes" & une catégorie compléte C quelconque.
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1.6. TRANSFERT ET EXEMPLES.

Nous allons démontrer la

PROPOSITION - Si C est une catégorie & décompositiors algébriques, il en est de

méme de CO, quelle que soit 1'esquisse projective O.

La démonstration repose sur les deux lemmes suivants

LEMME 1 - Si C est une catégorie & produits et satisfait la condition (C), alors
CI est aussi & produits et satisfait encore la condition (C), guel que soit le

graphe multiplicatif I.

LEMME 2 - Dans une catégorie & produits satisfaisant (C), un produit carteésien
de deux cdnes projectifs (indexés par le méme graphe I) est un cdne limite si

et seulement si les cbnes facteurs sont des cOnes limites.

La démonstration du lemme 1 consiste en deux remarques : les produits dans CI
se calculent "point par point”, et les projections FxG ——jl—>F sont des conoyaux
de [prpG.p1] ou Py ¢ [FxG]2 —> FxG est la premieére projection naturelle, parce

qgue c'est vrai point par point.

l.a démonstration du lemme 2 nécessite un peu plus d'attention : soit I un

graphe multiplicatif et soient

A

Ty P1 ————¢¢1 et T, P2 —————>¢2 deux I-cbGnes projectifs, dont

A ~
le produit Ty x M, = P1 X P2 ———»¢1 X ¢2 est cone limite projective (pour un

foncteur ou une transformation naturelle constants, on utilise le symbole A)

soit f 5 ¢1 un cbne projectif ; comme t X T, 7 X $2 -—-——>¢1 X ¢2 est en-

core un cone projectif et que T, X T, est un cdne limite, il existe un unique
U Z X P2 —————>P1 X P2 tel que [w1xn2J.ﬁ =t X "2 ; donnons un nom aux diverses

projections naturelles qui interviennent :
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dans C dans CI
— T el A —~ "
Z x P2. P1 X P2 ¢1 X ¢2
W/ N o/ Ne ) G
z P2 P P2 % &

on voit gue :

~

4 = = N = 1
t.q1 = ¢1.[txn2) Q1.[n1xw2J.u LPR-PRYT
- A _ A ~
et de méme n2.q2 = nz.pz.u ;3 donc, on a

A A~

[n1xn2].u.(q1xq21

[txnzl.[q1xq2]

292

ta1 x

A A

TyePyel x Toupyli

A A~ /‘2
[w1xw2).[p1xp2].u ,

mais, comme [1r1xﬂ2][i]ieI est une famille monomorphe, cela entraine :
o)

ﬁ.a1 X az = 31 X ﬁz.ﬁz, ce qui signifie encore que W définit un morphisme de

E-algébres :
Mo [ZxPz.q1xq2) —_— [P1xP2,p1xp21 ;

la catégorie C satisfaisant (C), le foncteur de comparaison C2'——a-8E est pleine-
ment fidéle ; donc, il existe un unique [u1.u2) : [Z,P2] -—»(P1.P2] tel que

H = u1 X Uz ; d'aprés le lemme 1, la catégorie C~ satisfait encore la condition
(C) et comme (ﬂ1xﬂé].[u1xu2] = txﬂz. on voit que (u1.u21 est 1l'unique couple tel
que

T .U, =t et W0 =1
geHp =t oet Tolly, =T,

A AN
ceci montre que u2 = 1P et que u1  Z -—->P1 est 1l'unique morphisme tel que
2

A
"1.ﬁ} = t, ce qui acheéve de prouver que ﬂ1 : P1-——» ¢1 est un céne limite projec-

tive.
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Démonstration de la proposition.

Y Soit 0 = (S,%) une esquisse projective, ol S est un graphe multiplicatif
et & un ensemble de cones projectifs dans S ; soit 6 : F2~——+-F une [E-algebre
sur F dans C° ; les paires [e,qu et [6.p2], ol les P F2 ——> F sont les pro-
jections naturelles, ont des conoyaux respectifs Cy ¢ F ———>F1 et C, * F ———»FZ
dans CS : ceux-ci se calculent "point par point”, compte-tenu de ce gue,

Vx € So’ B(x) : F(xJ2 —>F(x) est une IE-algébre dans C et que C est & décompo-
sitions algébriques ; de plus, on voit facilement que [F.[c1,czl) est un produit

de F, et F2 dans CS ; reste & prouver que F1 et F2 sont en fait des réalisations

de 01dans C; or, si X —>¢ est un céne dans S, élément de &, avec ¢ : I —> 5,
Ff;] —— F$ est un cbne limite projective produit des deux cdnes projectifs

Fiz;) ——~>Fi¢.ci = 1,2 ; ceux-ci sont encore des cbnes limites, d'aprés le lemme 7 ;
la catégorie C satisfait donc les conditions (B1) et (B2) ; elle satisfait aussi

la condition (C), d'aprés le lemme 1, et par suite elle est a décompositions alge-

briques. A

Exemple.

La catégorie Ens* des ensembles non vides est exacte et & supports pleins ;
donc elle est & décompositions algébriques, d'aprés le Th. 3 (1.3) ; pour toute
esquisse projective g = (5,8) telle que ©> ne contienne gue des cbBnes a base

discrete, la catégorie Ensf est encore exacte et a supports pleins et le Th. 3 de

1.3 s'applique encore (remarquons que ces catégories sont équivalentes aux caté-
T

»
*
"variétés algébriques”) ; dés que

gories des m-algebres Ens ol 1 est un triple dans Ens* ; on les appelle parfois

@? contient des cones a base non discreate,

1'exactitude (et méme la régularité) de Ensz n'est plus assurée, et le Th. 3 de 1.3

devient inutilisable ; c'est le cas de la catégorie @, des catégories non vides

o
qui peut s'écrire Ens*C ou GC est une esquisse de catégorie (purement projective) ;
d'apreés le résultat précédent, elle est & décompositions algébriques, bien qu'elle

ne soit méme pas réguliére.

Remarque.

] . . . - . . A
Si g = (5,9,7) est une esquisse mixte (i.e. : avec cdnes projectifs % et

cénes inductifs J) et si les produits dans C? se calculent encore "point par

point”, le transfert de 1'algébricité des décompositions de C a c% est encore vrai.
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Mais il peut étre difficile de reconnaitre si une catégorie concreéte donnée est
esquissable, ou bien, si une esquisse mixte est donnée, de savoir si telle caté-
gorie de réalisations a des produits calculables point par point. Il n'est donc

pas inutile d'indiquer le critére suivant :

- soit p : C —> Ens un foncteur satisfaisant les conditions suivantes

(foncteurs topologiques ou sens de HERRLICH)
(1) p est fideéle et refléte les inversibles

(2) p est sous-étalant (i.e. : ¥YS objet de C, VX < p(S), il existe une
p-sous-structure de S au dessus de X)

(3) p est un foncteur & produits 3

alors la catégorie C*'= p-1(Ens*] est & décompositions algébriques ; cela résulte

aussitdt du fait que les épimorphismes de Ens* sont scindés.

C'est ainsi qu'on traite le cas des espaces topologiques, espaces uniformes,
espaces quasi-topologiques, etc... non vides (les décompositions ont une
"propriété d'intégrité” analogue a celle de la théorie des anneaux : x et
y # 0 =3 xy # 0 ; cette condition n'a pas un caractére "algébrique” et c'est ce

qui explique 1'élimination des objets vides dans notre théorie algébrique des

décompositions !).
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2.0, POSITION DU PROBLEME,

Dans la catégorie @ des catégories, qui est cartésienne fermée, les triples
" exponentiels” ont encore un sens lorsque 1' "exposant” est une catégorie non
forcément discréte. Nous allons montrer que les algeébres de ces triples s'inter-
prétent encore en termes de décompositions.(références antérieures : [4], [5] et
rsl.

Soit m la catégorie associée & l'ensemble ordonné [n] & n éléments ; au
diagramme 1411-u1—£L¢m x n, ol 8§ est le foncteur diagonal, correspond pour tou-

te catégorie C, le diagramme C Er—*CF)Tr— [Cm]m ol € = o (identifiant C et Cﬂ)

et u = S (identifiant & et ()™) ; on obtient ainsi le triple E = ( ™, e,u)

dans €, dont nous allons caractériser les algébres.

2.1. EXAMEN DU CASn = 2 . (On note ]E2 simplement par E).

Nous partons avec la définition suivante :

DEFINITION 2 - Un couple (CZ.C1J de sous-catégories d'une catégorie C est appelé

décomposition directe de C (en deux facteurs) lorsque la restriction de la loi
de composition de C & C2 * C1 =C*xChn C2 X C1 définit une bijection.

Remarque

sur la terminologie employée : il eut été plus conforme & 1l'usage d'employer
1'expression " décomposition semi-directe” , en souvenir des groupes, mais puis-
que les notions de sommes et de produits ont un sens bien précis dans toute caté-
gorie, nous pensons que 1l'adjectif ‘"direct” est disponible (et plus court que

" semi-direct” ) et il traduit dans la suite 1'idée d'unicité.

Premiéres conséquences de la définition.

Soit [CZ,C1) une décomposition directe de C ; pour f ¢ C, on désigne par
[fz.f1) 1'unique couple composable tel que f = fz.f1 ; on désigne par aj»
i = 1,2, les applications de C dans C telles que ai(f) = fi 3 on a alors les pro-

priétés suivantes :
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(P1) C2 n C1 = CD'
(P2) (f2]2 = f, et [f1)1 =
(P3) [f2)1 = a(fz) = B[F1] = (f1)2
(P4) (g.F)Z = gz.(g1.f232 et [g.F)1 = [g1.f2]1.f1.
(P5) si g=f.h; [g et f e C, =>he C2]
[g et h e C, =>fe¢ C1]
(PE), Si f est inversible ; [f ¢ a,(C) = £ ' ¢ a,(C)] (i=1,2)
(P7) Si f est inversible, f1 et Fz le sont aussi.
(P) Si Y est inversible et si f.Y (resp. Y.g) est défini, il existe un

unique inversible 52 € 02 (resp. 51 € C1] tel que
(F.YJZ = f2.52 (resp. (Y.g]1 = 51.g1].

Démonstration de ces propriétés.

(P1) Soit e = e e, € CO ; alors e = a[e1) = B[eZJ. donc CO ¢ C, nC., car C,

2 1 2
et C2 sont des sous-catégories de C, et d'ailleurs e, = e, = e, Ve ¢ C_ ; réci-
proguement, si f ¢ C, n CZ' alors (f,0(f)) € C, * C1 et (Q(f),f) € C, C1,

d'od f = alf) = B(f) ¢ C,»d'aprés 1'unicité.

(P2),(P3),(P4) et (P5) sont des conséguences immédiates de (P1) et de 1'unicite

de décomposition.

(P6),(P7) et (PB) sont des cas particuliers de la propriété (Q) suivante, que nous
énongons & part étant donnée son importance :

Q) soit g = (g,t',t,f) un guatuor de C (carré commutatif) ; il existe un et un

seul h tel que :

[gz,t'.h.le et [g1.h.t.f1] soient des quatuors ;

il existe un et un seul k tel que

(K.t',t1.f] et [g.té.tz.K) soient des quatuors ;

en effet, s'il existe un tel h, on doit avoir, compte-tenu de ce qui précede

(surtout P4)
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[gz.h)1 h, = [t'.fz)1 = [ti.f2)1

1

et (h.f1)2 (g1.t12.(t'.f2]1 = (g1.t2J2.[t'.F2]1 3

effectivement, on trouve que :

g2.h gz.(g1.t2J2.[t%.f231

= (g.t) . (t1.F)),

= [t'.f)z.(t,'l.fz]1

= té'(ti'fZJZ'(t%'f2J1

= té.[t%.le = t'.fz et de méme h.f1 = g1.t ;

le méme argument donne :
k = [ti.f]z.[g.t2)1 = [t,".'FZJZ.[g,].tZJ1 3

remarquons que h et k "se croisent” ; plus précisément, le quatuor g se décom-

pose de fagon unique en quatre guatuors, selon le schéma suivant :

ti t;é

fz“ \KZ Ang
il 2

1 K 184
£ £

Autres définitions possibles d'une décomposition directe.

Nous reprenons les notations précédentes et donnons un nom aux conditions

suivantes :
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(PO) Vf € C, az[F].aqtf] est défini et égal a f ;
(P3) a[a1(C]] c a1(C)
(Pé) B[az[C]] c a2[CJ 3

on peut énoncer alors la

PROPOSITION 1 - Pour gqu'un couple (az,a1] d'applications de C dans C définisse

[aZ[C],a1[C]] comme décomposition directe de C en deux sous-catégories, il faut

et il suffit que [a2,a1] satisfasse :

{ (P0),(P3),(P4), et 1'une des quatre conditions
[P8]1. (PBJZ, (P;J, [Pé].

¥V La nécessité des conditions a été mentionnée précédemment ; montrons qu'elles
sont suffisantes.

D'abord (P2) est une conséquence de (P0O) et (P3), car

f,o= f

5 22.F21 puisque f,, ¢ C_ ;

= o 21 € &y

de méme f, = f = f

17 Tzt T Fare

La décomposition de f en f .Fq, dont 1'existence résulte de (PO) est unique ;

2
car si f = g2.h1, on a :

f, = (gz.h,])1 = [g21.h12)1.h11 , d'apreés (P4)

h .h d'aprés (P3)

121711
= h11 , encore d'apres (P3)
= h d'apres (P2) ;

1 ’
de méme fy = g5e

Il reste donc a établir que a1(C] et aZ(C] sont des sous-catégories de C ; ce sont
des sous-ensembles stables pour la loi de composition : en effet, soit (g,f) un
couple composable d'éléments de a1[C] = C1 ; d'aprés (P2), on sait que g = g4 et

f = f il vient alors

1 H
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[g.*F)1 = [g1.f1l1 = (g11.f1211.f11

Biqq:Fpq = 80 F
méme raisonnement pour aZ(CJ = C2 ; reste & prouver gue C1 et C2 sont stables
pour les applications source et but ; il est clair que C2 n C1 c CO d'apres

(P2) et (P3) ; il suffit d'établir 1l'inclusion inverse, et c'est 1a qu'inter-
vient 1'une des conditions supplémentaires de 1'énoncé : (PB]1. (PBJZ. [P%J.
[Pé] ; nous allons le faire avec (PBJ1. puis avec [Pi]. les deux autres cas

se traitant de fagon analogue.

- Supposons [P%] satisfaite ; soit e ¢ CO ;e = eyl a(e1J =eeC, ;

donc e = e, et puis e = 8.8 = ey, donc e € C1 n C2.

1

- Supposons [PS)1 satisfaite ; soit encore e = 8.8, € CO ; alors e85
est défini car a(e1) = B[ez) = g ; posons e' = B[e1) = a[ezl ; d'aprés (P3)
' - = .
e €54 &, € C2 n C1 ; comme
e,e,8, = 92[9192)2(919211
= €227 %21
= 8585,
l1'unicité de décomposition prouve que (91.92J1 =8y, = e' ; on trouve de méme
que [e1.92)2 =e,, = e, et donc e, :85 = e’', c? gui prouve que e, et e, sont
. a3 p ’ = .
inversibles ; grace a [P1J, on voit gue e, e, € C1, ainsi e, € C1 n C2 c CO,
' oLl = =
d'ou e ey e, € C1 n C2. A

La condition (Q) est essentielle pour démontrer que les IE-algébres sur C
sont en bijection naturelle avec les décompositions directes de C en deux-sous-
catégories ; de fagon précise, introduisons la catégorie E[2] des morphismes
entre décompositions directes ; si (CZ'C1] et [D2,D1] sont des décompositions
directes de C et D respectivement, un morphisme [C2,C1] —_—— (02’D1) est sim-
plement défini par un foncteur C ——E——-D tel que F[CiJ c Di' pour i = 1,2 ;
soit U : E[2]~——* C le foncteur d'oubli naturel (oubli de la structure de décom-

position) ; nous pouvons énoncer la

PROPOSITION 2 - Le foncteur U admet un adjoint & gauche L et le triple dans C
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?
induit par (U,L) est IE ; enfin la catégorie E[”] est canoniguement isomorphe

3 la catégorie CT des E-algdbres.

¥Soit C une catégorie ; soit C2 la catégorie des quatuors de C ; un quatuor
g = (g,t',t,f) a pour source f et pour but g ; g = (g,t',t.F) est composable
avec q si et seulement si f = g et alors qq = (E;E“.t.?.t,f) ; la catégorie
C2 est munie d'une décomposition directe [T2,T1J naturelle définie de la fagon
suivante :

si g = (g,t',t,f) € C°

qq = (d,t',a(f),f)
a5 = (g.B(g),t,d), ol d = t'.f = g.t est la diagonale de q
t' t’ Blg)
» [P
f — g='F[=‘¢ }d d = | g;

t

— >

alf) t

Soit alors (DZ’D1] une décomposition directe de D et F : C — D ; montrons
qu'il existe un unique morphisme F : (T2,T1) ———»(DZ.D1) tel que F.e = F ;

on remarque que la fléche ? = € (f) se décompose

(b,,0,) F relativement & (T,,T,) en
2° 1 2’1
(T2.T1J A
f, = (f.f,00f),a0f))
= (BUFLBLALF, )
. , 2
D si g = (g,t',t,f) e C
\ = -
\\\\ \\\*F q = (g,%'.%.%) € [C23° ;
~.
C — — C2
€

d'aprés la propriété (Q) relative 3 (T2.T1), il existe une unique fleéche
2 n ~
T: f —> g dans C” telle que (ﬁz.t'.r.$2] et [g1.T.%.$}] soient des guatuors ;

or, il est clair que cette fléche n'est autre que g : f —> g ; la valeur de F
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aux bords de 6 est imposée par F-€ = F ; de plus, on veut que ?I?i] = F(f]i
et ?Tgi] = F(g)i. pour 1 = 1,2, car F doit définir un morphisme de (T2,T1)
vers [DZ,D1J ; alors la valeur nécessaire de F(q) est 1'unique fléche h dans D
telle que (F[gJZ,FLt’),h.F[fJZJ et (F[g]1,h,F[tJ.F[f11] soient des quatuors
(propriété (Q) relative a [DZ,D1JJ ; cecl établit l'existence et 1'unicité du

foncteur F ; explicitement on trouve donc :

F(q) = (F(g) ,FIt) ) (FIE" ) FIFI), | s

il est clair que FITi] c Dy pour i = 1,2 ;

Figure
»
dans C dans D

8 (f) T B(g) F(t')

£ 5 F(f) Flg)

2 g, 2 g
~ a_ + g F) Fla) 'Flg)
f f g N\

A A

f g

1 1 FUE), Flg),

o (f) t alg) F(t)

Ceci prouve que [T2.T1] est une U-structure libre engendrée par C ; alors

L(C) = [T2,T1] se prolonge en un adjoint & gauche L de U et le triple dans C

>

induit par (U,L) est bien égal & E ; reste a voir que la catégorie EBE des

E-algebres est naturellement isomorphe & EEZJ.

Le foncteur de comparaison ¢ : E[Z] ———'iE associe a une décomposition

directe (CZ,C1] de C la E-algébre suivante :

0: C2 —sC , 0= Tah , soit explicitement

pour q = (g,t',t,f), 6(qg) = [g1.t212(t!|.1’2]1 .
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Plutdt que de vérifier le critere de Beck, décrivons directement 1'inverse
de ¢, soit ¢ ; si 6 : c2 — C est une E-algébre, on a Y(0) = (6(7,5),8(T,)) 5
pour voir que c'est bien une décomposition directe de C en deux sous-catégories,
o montre gque le couple d'applications (az,an définies par ai(fJ = 6($i].
i = 1,2, satisfait bien les conditions (PO), (P3), (P4) et [Pi)

pour (PO), cela résulte de 8(%) Be () = F

A AA
et 6(F) 6(?2.F1] = aZ[F).a1[F)

our (P!), c'est évident, car 6 est un foncteur ;

pour tF§J

pour (P3), considérons le gquatuor suivant dans C2

f.
f i B(f)
A
Q-f-‘ = 1-F A === {\Fz
f 1; f
c'est un élément de (Cz]2 ;
B(F)
- L = 4 =
U(QFJ f = f 1{
a[f]
f2
62(9,) = Hatr) £ A = (F
f 2 2 271
a[f>2)

d'ou, puisque 6.62 = 0. , et par définition de a, et a,

f = a[fz) ; on démontre de méme que f

21 5 = B[f1] ;

1

pour (P4), considérons le quatuor suivant dans C2
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g g> g g o
Og £ = 4q =] Atg,] ou g = f ——— £
f B(f)=alg) S
?2 f

c'est un élément de [CZ)2 ; et on trouve :

Blg)
wlOy ¢ = te-f &t "9
=
Blg,)
2 = A P = ¥ =
) (Qg,f) = 6(q) g, Qg. OU 6(qg) g1.f2
f2

or, pour tout quatuor g = (k,t',t,h), il résulte de la propriété(Q) relative o

[T2,T1] et de la fonctorialité de 6 les égalités suivantes :
6(q].h1 = Kq.t et kz.e[q] = t h2 ;

appliquant ce principe & g, et g , il vient compte-tenu de (P3)
6 U

gz.e(qu = g?.[g12.6[qell = gZ(B(g1J.(g1.F2J21 = gz(g1.F2)7

et gz.eiqu) B(g).(g.F)z = (g.FJZ

d'od (g.f]2 = gz[g1.f212 , car e[qu = e[qu] ;

on montre de méme que (g.f)1 = (g1.F2)1.f1. et ceci achéve de prouver que le
couple (a2.a1] définit bien une décomposition directe de C ; on constate sans
peine que [CZ'C1) = (az[C).a1[CJ] = [e(Tz).B(T1)], de sorte que | est bien

1'inverse de ¢. A
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Remarques.

(2]

1) Le foncteur L : © —>» C est pleinement fideéle ; si ¢ : C —> C' est
un foncteur, on trouve évidemment UL(¢) = w2 ; 1'expression du critére de Beck
devient ici la suivante : si C T C' est une paire contractile dans € et si

2

p : C'" —>D est un conoyau de (¥,¢'), alors p e 5?2 est un conoyau de

la paire (¢2,¢'2].

2) La catégorie de Kleisli de [E s'identifie bien sir a la catégorie des
transformations naturelles (munie de la loi de composition longitudinale, se-

lon la terminologie d'Ehresmann).

3) La définition de décomposition directe d'une catégorie C peut s'expri-
mer aussi comme il a été suggéré a la fin du chapitre 1, de la fagon suivante

c'est un couple [CZ,C1J e sous-catégories de C tel gue le diagramme

C C, v, (g, f) = f
2

C1 C =
i?\\CV/C; V;\\\Cd/g

ol vz[g,?l =g

i1 et i2 injections canoniques
admette une limite projective dans Ens, soit

P

* C C

C1 C 5

ayant la propriété que K °d : P —> C soit un isomorphisme, K désignant la com-

position ; il est clair qu'on peut choisir alors P = C et

d(f) = (fz,f1]

r1[f) = f1

rz(f] = Fz
de sorte que a1 = 11 r1 = v1 d
a, = i ro = v_ d

La proposition 2.1 (2) exprime qu'il existe une définition "interne” a C de ces

et C.

décompositions. Si, dans la définition précédente, on n'exige plus que C1 »
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soient des sous-catégories, la situation est complétement différente : nous
verrons cela au chapitre 4.
Avant de poursuivre 1'étude des décompositions directes en 2 facteurs, nous

allons montrer que la proposition 2.1 (2) se généralise avec le triple wa

2.2, DECOMPOSITIONS EN n SOUS-CATEGORIES. TRIPLES [

Nous allons suivre la démarche adoptée en 2.1; nous partons donc avec la

définition suivante :

DEFINITION m - (récurrente a partir de la définition 2).

Un n-uple [Cn,...C1J est une décomposition directe de la catégorie C en n

sous-catégories si et seulement si

(1) [Cn""’ci+2'ci+1'ci""’C1] est une décomposition directe de C en

(n-1)-sous-catégories, pour i = 1,2,...,n-1 ;

(2) pour i > j, on a Cj.Ci c Ci.Cj

Voici d'abord des conséquences faciles ( & établir) de cette définition

(P1) Tout f ¢ C s'écrit de fagon unique f = ?n “es F1 avec fi € Ci

.
’

(P2) Pour tout i de 1 an, ona (C.) =C
i‘o o

(P3) Pour i # j, onacC, nC, =C
i j 0

(P4) Soit 1 <iy < i, ...< i < n; oalors C, .Cy ... C

Kootk 1
est une sous-catégorie de C et (C, ,C, ,+0+,C, ) en est une décomposi-
Kootk 1

tion directe en k sous-catégories ;

(P5) (associativité) posons pour i < j, Clj 1] = Cj'cj- . Ci ; avec cette
convention et toujours pour 1 < i1 < i2 eee< ik <

] e C[iz,i1]’ Cfi1.1]J est une décomposition directe

1
n on montre que
[C . I C . .
[n.1KJ [1k,1k_1
de C en k+1 sous-catégories.
(P6) supposons j ¢ {i1’12""’ik} c {1,2,3,...,n} ; alors on a :

(c, .C, ... C. ). =¢C
k  Yk-1 14
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I1 est clair que les conditions (P1), (P3) et (P6) caractérisent les décomposi-
tions directes de C en n sous-catégories.

Par morphisme F : (Cn,...,C1J —_— [Dn""'D1] entre décompositions on entend un
foncteur entre les catégories sous-jacentes tel que F[Ci] c Di' pour
1=1,2,...,n; on obtient ainsi la catégorie EEM] des morphismes entre décom-

positions et son oubli naturel Un : E[m] —> C.

PROPOSITION - Le foncteur Un est triplable ; plus précisément, il admet un adjoint
a gauche Ln tel que la paire (Un.Ln] induise dans € le triple Em et E[nj est

. E
canoniquement isomorphe & C 1.

¥V Soit C une catégorie ; il est commode d'adopter les conventions d'écriture

suivantes

- la catégorie m est engendrée par n-1 fléches composables notées uy

. —> — S s e s s i

0 1 2 n-2 n-1

tl

-sit:yY—¢ ¢ dn, on pose t(i)
¢ = W(ui], de sorte que la place est

libre en bas pour les indices se rapportant a la notion de décomposition.

- La catégorie ' est munie d'une décomposition directe naturelle [Tn""'T1]

ou
T, = {t e "t e C,» Yj # n-i} ;

nous allons montrer que (Tn,...,T1) est une Un-structure libre engendrée par C,

avec e : C —s> comme injection correspondante.

Soit donc [Dn""’D1) une décomposition directe de D en n sous-catégories
et soit F : C —D un foncteur ; alors il existe un unigue foncteur

F dﬂ ——> [ satisfaisant

F.e =F et F(Ti] c Di' pour i = 1,2,...,n .

A

Description de F. 0On pose toujours f = ¢ (f) ; dans ce cas,




B(f) pour j
Aj_/*,_ .
fi = fi[JJ = f pour j
o(f) pour j
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\%

3
]

[

n
3
I
[

pour une décomposition directe en n sous-catégories, abrégeons 1l'écriture en

posant ai(EJ = gi.si_1 e £1 et bi(E)

E v &

n 141 le couple [bi,ai) définis-

sant une décomposition directe en deux sous-catégories.

Soit ¢ : n —> C un objet de ol ; on définit par récurrence les transfor-

mations naturelles suivantes

N
TR b, (@1
N\
(2) _ 2 _()
T = bn_2[¢ T )
. «
(k) _ <K _(k-1)
T = bn_K[(P lT J

on voit, par récurrence, que

a(T(1)) - Q(1)‘
a[T(K)] - L&k)'
0L(T(n-ﬂ] - q(n-1) -y,
. (k) fps
ou ¢ : 0 —>C est le foncteur défini par :

¢(k][ui) = ¢l pour i

?[k](ui) = B(QK) pour i

k

> Kk



-41_

de sorte que ¢[n-1) = @ ; posons aussi :
v[K] = an_K[;RT(K-1)J, de sorte gque :
¢(K) = B[v(K)) et T£K).v[KJ = QK.T[K-1J, et en particulier
¢ = B(v(n_1)) = a(T[n_qJ) ;3 voici les figures correspondantes pour n = 3 et

n = 4 (dans 63 et 84 respectivement)
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Posons alors fi = F(?i] ; par récurrence, on définit dans D les fléches
(k) (KJ]

suivantes (analogues de T et v
1 _ 1 1 _ 1
g = b _(f) ,h apq (F)
2 _ 21 2 _ 2
gc = bn_z[F g ) s h® = an_z[f g1J
"k k k-1 k _ k k-1
g = bn_k(F g Jyh' = an_k(f g )

les conditions imposées a F entrainent successivement

P
Feol) = Fie"y = #1 qron FetMy - gt
-~ N
puts Fef.t My - FR) Frolhmly o gk gkt
d’ ol FIT(k)] = gk ;

la valeur de F sur les objets de " est donc parfaitement déterminée par :

F(9) = alg ) = B(h' 1)

Quant aux morphismes, c'est toujours la propriété (Q), relative aux décompositions
directes en deux sous-catégories, qui va en déterminer la valeur par F, car, pour
tout i = 1,2,...,n-1 les couples (bi,ai] détermineni des décompositions directes

en deux sous-catégories (qu'on soit dans Cm, dans D etc...) ; partant d'un morphis-

met: ¥ — ¢' dans dm, on en déduit les carrés commutatifs suivants, dans (&' :

-~

t

—_—
A~ N
- , a
LPl A ¢ 1

%i-1

qui doivent par F s'envoyer dans D sur les carrés commutatifs
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Or, dans une catégorie munie d'une m-décomposition, si 1'on est en présence de

i-1

carrés commutatifs composables, soit (5'1,n1,n ,El), ot i =1,2,..., selon

le schéma suivant, et si pour chaque i, on a choisi une décomposition [bA »ay )
i i
ou Ai e {1,2,...,n-1}, on voit, par récurrence et en utilisant la propriété (Q),

2
[1);ﬂ[ J'

qu'il existe une unique suite (n ««+), disposée comme indiquée sur la

figure et rendant tous les carrés commutatifs

—— e S - - -
_.____)____

/:\bx 0 n’ by 0
.73 3 .
: n(3) '
53 gua\
> N a, ()
a, ()| by () n by (] 3
Ay A, 2
n(2)
2
3 g2
a, A N a, ()
>\2 b (51] n1 ( AZ
b ’
>\1 )\1 y
n(1)
1
1 1
E ]
ax [£1] & ay [Si]
1 1
(o]
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s

appliquant ce principe & la suite :

/\r/\_,l/‘
ettt et e L 1= 1,2,000,001,

et Ai = n-i, on voit qu'il existe une unique suite
(nti) . Ve Q'[illi=1 5 -1 Tendant commutatifs les carrés
voulus ; on peut voir aussi (par récurrence) gque n[n—1] =t :yY — @'

appliquant ce méme principe a la suite :

el el et L el L 1= 12,001,

toujours avec Ai = n - i, on voit qu'il existe une unique suite

(m,), _ rendant commutatifs les carrés suivants :
i"i=1,2,...,n-1
i .
m | HEN
7
hl Ahll glL gul
\r e ..9_._.
1-1 i
m m

ceci entraine que la valeur nécessaire de F(t) est

Fle) = m "

et que F est bien un foncteur ; en fait on peut indiguer la valeur exacte de
mn_1, par récurrence :

m® = F(t%)
1 10 1, 1
mo=b__,(h"'m ) a _,(F(t)g)
k 1

3
1

kK k- k, k
bn—k[h m ) an_K(F(t lg )
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- . i
On voit que la formule donnant explicitement F(t) en fonction des F(¢ ]j‘

F(¢'l]j. F(t'), est relativement compliquée ; voici, & titre d'exemple, pour

J

n = 3, ce gque cela donne, apres simplifications, et en posant

Fely = ¢, Ferhy = F,
Flvl) =g ., F'2) =%,
F(t®) = v , F(ED = v' , F(£2D) = v* 5

on trouve :

F(t) = [[g1.F]2.[g.flq.v3%§g1.v'.F3)2(v¥.[g.f)3(g.F3]2]1

en traits doubles les trois fleches gqui figurent dans les parenthéses principales
de la formule ci-dessus, et en traits pointillés ou pleins leurs décompositions
respectives en trois, les "raccords” devant se faire comme 1'indique la figure ;

en traits pleins apparaissent les trois facteurs de F(t).
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E
Le fait que E[n] solt canoniquement isomorphe a la catégorie C n des Eh-algébres

s'établit aisément par récurrence a partir den = 2 ; indiquons seulement que

1'inverse wn du foncteur de comparaison ¢n est donné par :
wn(e) = [G[Tn],G(Tn_1].....9[T1)J 3

en conclusion, on peut affirmer qu'une décomposition directe en n sous-catégories
équivaut & la donnée d'un foncteur demn - 1 dans la sous-catégorie pleine de
2
c(C ) dont les objets sont les ]Ez-algébres. A
[n]

Structure cartésienne fermée de Q@ .

Identifions, conformément & la proposition précédente, les catégories
(n] [n]

C et € ; soient (C,60) un objet de C ; pour toute catégorie D, on obtient

une E&falgébre B[D) sur CD en composant GD (ﬂn]D -> CD avec 1l'isomorphisme

naturel (CD)D = [CD][n ; on peut construire explicitement la "décomposition di-
recte G[D)" a partir de la "décomposition directe 6", point par point, en utili-
sant la propriété (Q).
. , (] . (D] .
Soient (C,8) et (D,0') deux objets de C ; désignons par C la sous-caté-

gorie pleine de CD dont les objets sont les foncteurs F : D + C définissant un
(D)
0

[n]

morphisme F : (D,08') > (C,0) ; la structure induit sur C[D:l une structure
66 , de sorte que (c[Dj,ee ) est un objet de C
[n] est cartésienne ((C,8) x (C,B) =

’
][D,G )
(CxC,BxB), ol 6 x B est la décomposition définie par [g.f)i = (gi.fi],

: c'est le "hom interne”, qu'on

désigne par (C,0 ; la catégorie @

i=1,2,...,n) et on montre , comme dans C, que le foncteur ( ) x (D,6') dans

lI[ln] )[D.B']

est adjoint & gauche de ( ; en termes de sous-catégories, si

[Cn,...,C1J est la décomposition représentée par (C,0), alors

(C[D] C[DJ [D.e'].

n CE se s n C?) est la décomposition représentée par (C,0)

Remargue : En général, si (C,0) est un objet de E[m]

qu'on peut identifier a une
décomposition directe [Cn....,C1J de C, et si K est une sous-catégorie de C, il
n'y a pas de structure induite par 6 sur K ; par contre, il y a toujours une
structure de décomposition induite par 6, engendrée par K (dénombrablement)

elle est définie sur la sous-catégorie K de C suivante :



Soit K[O) = K et si K(p) est définie on pose
5 K[p+1) = sous-catégorie de C engendrée par
n . )
U [K(p]Ji ; alors K =UJ K(p].
i=1 0

Nous avons déja rencontré deux exemples de sous-catégories K telles qu'il y

ait une structure de décomposition induite (i.e. : K = K), a savoir :

1°) le groupolide des éléments inversibles CY d'une catégorie C munie d'une
décomposition 6 ; c'est une autre fagon d'exprimer la propriété référencée (P8)
et qui résulte de (Q),
(ol

2°) la sous-catégorie C de CD, lorsque cette derniére est munie de la

structure G[D]

A propos du cas m = 2, signalons encore que C2 est naturellement munie de deux
lois de composition qui en font une catégorie double ; si (C2,C1) est une
décomposition directe de C en deux sous-catégories, la propriété (Q) indique
gue, pour chacune des lois de compositions de CZ. il y a une structure de décom-
position directe déduite de (CZ,C1J (cf. 1l'existence de h et de k pour un
quatuor (g,t',t,f), tels que
[g1,h.t,F1), (g2,t',h,f21, (g,t’?

k), (k,t: .FJ

2’ 2' 1‘

soient des quatuors) ; le couple de ces deux décompositions directes constitue
en fait une décomposition double de la catégorie double Cz, conformément a la

définition suivante :

L
Soit c = (C ! seses ln) une catégorie n-uple (au sens d'EHRESMANN) ;
i L,
si e est une décomposition directe de C i en deux sous- categorles, on note
fl et f les deux composantes de f selon e 3 donc f = F; L4 £t

2 1 1°

DEFINITION - On dit que (ei] est une décomposition directe n-uple

i=1,2,nno‘n

de 'C en deux, lorsque chaque ei est une décomposition directe de la catégorie
1,

c* correspondante en deux sous-catégories, et que ces décompositions sont com-

patibles entre elles, dans le sens suivant :

(1) ¥f ¢ 'C, V1,3 € {1.2,..0.n}, YK,Kk' € {1,2}

Joi = i H
(fk]k' (f. )k
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(2) 1les applications f » ft, pour k = 1 ou 2 définissent des endofonc-

1
teurs de C J, pour j # 1.

Ces décompositions'n-uples sont un cas particulier de décompositions directes

structurées d'une catégorie structurée (au sens d'EHRESMANN).

2.3, RELATIONS ENTRE LIMITES ET DECOMPOSITIONS.

Ce gu'on va dire dans ce paragraphe n'a d'intérét que pour les décompositions

directes en deux sous-catégories, que nous appelons simplement décompositions.

Soit (C2,C1J une décomposition de C, les notations étant toujours celles
de (2.1).

PROPOSITION 1 - La catégorie C2 est stable par changement de base dans C.

¥ Soit (k,h) un produit fibré de (f,g) avec f = Fz € C2. Puisque

g-ky = f.hz.[g1.k2)1, il existe un unique p tel que k.y = k2 et h.opy = h2.[g1.k2)1 ;

comme

k(u.k1l = k et h[u.k1] h2.[g1.k2J1.k1 = h2.[g.k)1

hz.[f.h)1 = h2.h1 =h,
il s'en suit gue u.K1 € CD et 4 admet pour inverse & droite K1, ce qui prouve
déja que U € C1 ;3 mais alors :

k2.k1.u = Kol = k2 entralne k1.u € CO,

puisque k1.u € C1 ; donc k1 est inversible ; on peut donc choisir un produit
fibré de (f,g), soit [Kz,hz.(g1.k2)1], tel que 1'image réciproque de f par g
soit dans C2. A

On démontre de méme que C1 est stable par sommes fibrées, et plus généralement

Cz (resp. C1) posséde le méme genre de limites projectives (resp. inductives)

connexes que C et les inclusions C2 -+ C, C1 + C sont compatibles avec ces limites
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respectives.

Ces résultats sont évidemment faux pour les produits et les sommes.

En général C1 n'est pas stable par changement de base ; en voici un exemple

avec la décomposition (EZ,E1] de C pour laquelle :

E1 est la catégorie des foncteurs dont le but est engendré par 1'image,
E2 est la catégorie des injections canoniques de sous-catégories ; consi-

dérons les trois catégories particuliéres :

L ViR V2
2= (e} 2ez- i} 3. 0N,
2

soient F : 2 + 2 —=3 et G : 2 —> 3, définis par
F[uiJ = Vi i=10u2, et G(u) = v ;

il est clair que F ¢ E1 et que si (K,H) est un produit fibré de (G,F), alors
H ¢ E1 5 mieux : on peut choisir H ¢ Ez.

2+2 iﬁ ‘20 Notons au passage que F est justement un
épimorphisme régulier, conoyau de la paire
F H 1 =32 +2 envoyant 1 sur (Bu1,au2), et
que H n'est méme pas un épimorphisme (C
3 é 2 n'est pas réguliére !).

Catégories de Relations.

Dans une catégorie C & limites projectives finies et munie d'une décompo-
sition directe (Cz,C1) telle que C1 soit stable par changement de base, on peut

développer la théorie des relations :

une relation R : X -+ Y est une classe d'équivalence de "spans” sur (X,Y)
pour l'équivalence p engendrée par A = {[(g’.f'],[g,f)]lahl[g'.f']h = (g,f)
et h, inversible} ;

la composition des relations se fait par produilts fibrés : soient R : X + Y et
8 : Y > Z deux relations composables ; soient (g,f) e Ret (g,f) € S ; soit
(h,h) un produit fibré de (f.g) ; alors (gh,fh) définit une relation qui
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ne dépend que de R et de S, et non des
représentants qui ont servi & la définir,
h/%///A\\'_ ou du choix des produits fibrés : c'est
4 . la relation S ¢ R ; cette loi de composi-
;>/// \\ g ¥ “ \\\Q? tion fait de 1'ensemble des relations une
X y //( 7 catégorie c’ et on a un foncteur "graphe"”
naturel G : C » CT gui 8 f : X » Y fait
correspondre [1x,f] mod P. On montre facilement que si ce foncteur G admet un
adjoint & droite P, la catégorie ch est canoniguement isomorphe & la catégorie
de Kleisli du triple induit par (P,G) dans C ;

- 1'unité du triple s'interpreéte en un objet X comme "1'application single-

ton” : X ——>»PX € C
Iy
- la counité du triple s'interpréte en un objet X comme la "relation
d'appartenance a X" : PX —E;—>x e CF
X
- G[ix) : X —>PX € CF s'interpréte comme la relation "égalité dans X"
2

- P[Ex] : PX—>PX € C s'interpréte comme 1'application "réunion".

I1 revient au méme de dire que G est fidéle ou que les "applications single-
tons” X —33F>PX sont des monomorphismes ; dans ce cas, on dit que la décomposition
[CZ,C1) est "fonctionnelle” (intuitivement, C est bien une catégorie "d'appli-
cations” pour Cr, car un morphisme f : X > Y est caractérisé par sa source, son

but et son graphe).

On montre facilement qu'une condition suffisante pour que [C2.C1] soit

fonctionnelle est la suivante :

S

(K) si f ¢ C1 (resp. CZJ a un inverse a gauche (resp. a droite), f est inversible.

Images directes et images réciproques.

Lorsque C1 n'est pas stable par changement de base, il reste quand méme la
possibilité de développer une théorie "externe” des relations ; en effet, en
un objet X, la catégorie CZ/X est une sous-catégorie pleine de C/X qui joue le

role "d'ensemble ordonné des parties de X" .

Supposons que C soit & produits fibrés finis, choisis de telle sorte que C2

soit envoyée exactement dans elle-méme par changements de base.



A tout f : X —» Y € C correspond un foncteur ? : cz/x-—-» C2/Y défini par :
$(ul = (f.u)z, si u: U—> X est un objet de C2/X (1a valeur de ¥ sur les mor-
phismes résulte alors de la propriété (Q)); on montre facilement, toujours en
utilisant la propriété (Q) et sans avoir besoin de supposer que C2 est formé de

<«
monos , que le foncteur f : C2/Y —_— CZ/X' défini par "le produit fibré par
f" , est un adjoint & droite de .

L'application f-—-—»'$ définit un foncteur 22 de C dans la sous-catégorie
Ed de € des foncteurs ayant un adjoint & droite.
L'application f — Zf (foncteur "composition par f” : C/X —> C/Y) définit
aussi un foncteur I : C ——e»Ed.
Enfin pour tout objet X, 1l'application qui & u : U —= X fait correspondre
u, : U2 —— X se prolonge en un foncteur IX : C/X -——+-C2/X et 1'application
X ~v—>IX définit une transformation naturelle I : I—— %2; pour chaque f : X — Y

on a donc les quatre paires d'adjoints suivantes :

2X
C/X = C,/X (2,, 2 = injections pleines ; f_1 =
IX 2 X Y -
T changement de base ; f est un sous-
‘ foncteur de f_1)
_1; -+ «
£ ilz1c £l
L IY R
C/Y € 2Y C2/Y

les carrés intérieurs et extérieurs sont commutatifs et chaque foncteur du carré

intérieur est adjoint & gauche de son homologue extérieur ; de fagon plus conden-

sée, on peut dire que (,¥F) est une paire d'adjoints rétracte de [Zf.f-1]. cette

derniére paire correspondant d'ailleurs & la décompaosition triviale [C.CO].

2.4, EXEMPLES.

Pour chaque exemple, on décrit indifféremment [az,a1J ou [CZ,C1J.
- 1. Dans Ens la décomposition usuelle en surjection et injection canonigue.

- 2. Dans [, la décomposition déja citée :
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n

C
C

4 = {foncteurs a but engendré par 1'image}

5 = {injections des sous-catégories}

- 3. Toujours dans €, une autre décomposition :

Ei = {foncteurs surjectifs sur les objets}
Eé = {injections de sous-catégories pleines} ;
ici Ei est stable par changement de base et une relation de C vers D s'identifie

& une sous-catégorie pleine de C x D.

- 4. 51 H et K sont deux catégories, K x H se décompose naturellement en
(K x Ho‘ K0 x H) ou en (KD x H, K x HDJ. guil sont des produits, dans E[ZJ, de
décompositions triviales.

- 5. La catégorie E[n]

posséde une décomposition naturelle ; soit

o
F : (C,8) — (D,6') un morphisme ; soit F(C) la sous-catégorie de D, engendrée
par F(C) et sur laquelle 6' induit une décomposition 6" ; alors F se décompose
en :

F1 —~ F2
(C,8) — (F(C),0") ——(D,0'), ol F1[f] = F(f) et F2(gJ =g

plus généralement, si p : K —> Ens est un foncteur sous-engendrant, on en déduit
une décomposition naturelle dans K ; pour f : S —> S', on prend Fz : S —sS' =
la p-injection telle que S soit la p-sous-structure de S' engendrée par
p(f)(p(S)) < p(S'). Dans cet exemple, on peut aussi remplacer Ens par une catégo-

rie munie d'une décomposition.

- 6. Soit Top la catégorie des applications continues ; en voici deux décom-

positions naturelles :

(Top), {surjections continues}, (Top), = {injections de ss-espaces}

(Top)} {applications continues , (Top]é = {injections des ss-espaces fermés}
a image dense dans leur

but}

On rencontre ce genre d'exemple dans toute catégorie ol 1'on a une notion de

"fermeture” dans la classe des sous-objets d'un objet, & condition que cette ferme-

ture soit naturelle.
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7. Soit G un groupolde ; si [82.81) est une décomposition de G, on a wvu
et G2 sont des sous-groupoldes de G satisfaisant (a) G1 n 62 = G0 et

(b) G = G,.G

2:6q 3 réciproquement, un couple (82,611 de sous-groupolides de G satis-

faisant (a) et (b) détermine une décomposition de G, car 1'unité de décomposition

est conséquence de (a) et (b) (ce n'est plus vrai pour une catégorie !).

Comme cas particuliers de (7) signalons :

les décompositions d'un groupe abélien en "sommes directes” de deux
sous-groupes.
les décompositions d'un groupe G en "produits semi-direct” de deux de

ses sous-groupes ; 1l s'agit alors des couples (62.61] tels que G, soit

stable par les automorphismes intérieurs ig, g € G1 ; 11 semble tzutefois
gu'on ne requiert plus cette derniére condition dans 1'acceptation actuelle
de 1'expression "semi-direct”...

pour un groupe G fixé, l'ensemble des couples (Y,X) de sous-groupes de G
satisfaisant : "Y n X = {e} et Y.X est encore un sous-groupe”, est un
ensemble inductif pour 1'ordre défini par 1l'inclusion ; il existe donc

des couples maximaux (Y,X) qui sont des décompositions (de Y.X) ; on peut
aussi fixer 1'un des deux facteurs X ou Y.

les décompositions des groupoldes de couples (cf. & ce sujet la fin du

chapitre 1J}.

8. Soit E un topos ; incluons dans la structure méme de topos la notion

de choix canonique de sous-objets (si c'est possible), dans le seul but d'écrire

des égalités et non des "égalités a iso-prés” ; on se donne donc pour chaque

objet X une fonction Sx ¢ Hom [X,Q]-——>EX. ou 2 désigne l'objet classifiant les

sous-objets ; 1les Sx satisfaisant :

1) SX[VJ est un mono de but X ayant ¢ pour fonction caractéristique.

2) les SX sont cohérents dans le sens suivant :

si Y < ¢ dans Qx, alors on a :

Sx[w] = Sx[?J.SX,[w.Sx[¢]J ot X' =aq Sx[¢l.
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La décomposition canonique de E est la décomposition [E2,E1) "épi-mono” dans
lagquelle on impose au mono. d'&tre canonique ; pour que E1 soit formée de tous
les épis la fonction de choix S doit satisfaire en plus SX[VX) = 1x ou

Vx : X —={ est la fleche "vraie” relative a X.
Pour toute topologie j de Grothendieck dans E, on a une décomposition naturelle

[E;j].Egj]J, déduite de [E2.E1J par "fermeture" ; soit f = f;j].fgjl. ol

(3]

(j) _
f1 = d[f].f1 et F2

f
2

d(f) est 1l'unigue mono. tel que fz = f[j).d(f] ; d(f) est dense et canonigue,

2 (1) (4
par suite de la cohérence des Sx. Pour voir que (E2 .E1

sition directe de E, on utilise les lemmes suivants, qui sont classiques

) est bien une décompo-

LEMME 1 - Si d : X ———>X1 est un mono dense et si g : X1-—-e»Y est un épi., alors

(qd)2 est encore un mono. dense.

LEMME 2 - Sim: X —>X'" et m' : X' —> X" sont deux monos fermés, alors m'.m

est encore un mono. fermé.

LEMME 3 - (qui justifie la terminologie de fermeture) ; si d : X —> X, est un
mono. dense, si m : X1-——+-Y est un mono. fermé et si m.d est fermé, alors d est
inversible.

Réciproquement, soit (Eé.Ei] une décomposition de E telle que

- Eé soit formée de monos,
- les monos de Ei soient stables par changement de base ; alors il
existe une topologie de Grothendieck et une seule, j : @ —>Q, telle que
SIE (3) 033, .
(EZ,E1J (E2 .E1 ) s

en effet, notons (f_,f_) 1'unique couple de Eé X E% tel que f = f_.f_; & chaque
2 1 2 7

objet X on fait correspondre 1'application

T
Hom (X,Q) —X—s Hom (X,Q)

Tx(cpJ =@

ou ¥ est la fonction caractéristique dalJ>JL»X et ol ¥ est celle de f_ 3 comme E}

2

2



est stable par changement de base, ainsi que la classe des monos de E1, on en
déduit que T est une transformation naturelle de Hom (-,Q) en lui méme, et par
le lemme de Yoneda, on en déduit un unique j :  —>  tel que T = Hom (-,j) 3

on a alors, en désignant par v : 1 —> Q la fléche "vraie” universelle,

- jev = v , car les unités 1, sont "indécomposables”,

X
- 3% =3 ,carf_=f, ¥fcE,

22 2
- "3 respecte l'ordre” dans les Qx (i.e. : <P = jo < jP) : c’est une

conséquence de la propriété (Q) des décompositions ; ceci prouve que j est bien
une topologie de Grothendieck dans E.
La décomposition canonique [E2,E1) correspond & la topologie grossiére et la

décomposition (ED,E) correspond & la topologie discrete.

Une relation de X vers Y, relative a (Eéj).Egj)J n'est autre qu'un sous-

objet fermé de X x Y ; notons que si Ej désigne la sous-catégorie réflexive et

exacte & gauche correspondant & j, c'est encore un topos et sa décomposition
(j)

E )

canonique (E >

j 'Ej ) n'est autre que la décomposition induite par [Eéj),
2 1
sur E,.

J

- 8. Soit w : B—=> C un foncteur et p : ETr —> B la fibration associée ;
soit H1T la sous-catégorie "horizontale” de ETT formée des (z,f,s) € E“ tels que
z = fs (i.e. : w(f)(s) = z est unité) et soit VTT la sous-catégorie "verticale”
de En formée des (z,f,s) tels que f € B0 ; tout morphisme (z,f,s) de ETT se dé-

compose de fagon unique sous la forme
(z,f,s) = (z,B(f),Ffs)(fs,f,s)

de sorte gue [V“,HHJ est une décomposition directe de ETT en deux facteurs ;
soit ev : Eﬁ ———’EW la Ez-algébre correspondante et & laquelle on l'identifie.

PROPOSITION - A toute décomposition 6 de B correspond une unique décomposition

6TT de Eﬂ. dite "relevée de 6", satisfaisant :

(1) p EEZ]

[E“.Ow] — (B,8) €

(2) si p : [Eﬂ,e') —> (B,0) € EEzJ, i1 existe une seule transformation

naturelle t : 6TT —> 0' (elle est & valeurs verticales).
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V¥ Description de en ¢ les composantes de (z,f,s) sont :

a1(z.f.sJ (f1s,f1.sJ

a2[z,f,sl = (z.fz.f15] 3

[a2.a1] définit clairement une décomposition 91T de ETT ; soit alors 6' une
décomposition de ETT telle que p : [E“,e']-——+ (B,8) soit un morphisme de EEZ] 3

soit (aé.ai] le couple d'applications de ETT dans ETT correspondant ; on a :

ai(z.f,s) = (u,F1.s]

aé[z,f,s) = [v,fz,s') ou s' = B(u) et v.fzu =z 3

sit : 6Tr — 0' est une transformation naturelle définie par t(z,f,s) = (E.g.f1s].

on doit avoir :
[E,g,f1s)[f1s,f1.sl = [u,f1.s)
et [v.fz.s'](E.g.f1s] = (z,f,,f,s),

d'od g.f, = f,, £ =uet f,g = f,, et donc g = B(F1J € B, s donc t existe bien,

est a valeurs verticales, est unique et donnée par :
t(z,f,s) = [u.B(f1].f1sJ A

Remarques :

1) La décomposition GV de ETr n'est autre que la "relevée de [BD.B)" 3 quant
a (B,BOJ, elle se reléve encore en la décomposition triviale [Ew'En )} ; ainsi
les décompositions de la base se relévent "entre” les deux décompos?tions ex-

trémes [En’En ) et [Vn’Hw) ; on notera l'analogie formelle avec les topologies
o]
d'un topos (cf. 1l'exemple (8)).

2) Les fibrations discreétes sont caractérisées par le fait que (BO,B] se

reléeve encore en la décomposition triviale analogue (ETr ,E"J.
o
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(3) A une décomposition 6 de B correspond le foncteur 22 : B—>C (cf.

le §2.3), d'ol une fibration Py ¢ E[ZJ-——» C; de méme, 8 L : B —> ([ corres-

pond une fibration p : E —> € ; on voit que E est canoniquement isomorphe a

82, et le reléevement de O dans B2 fournit la décomposition suivante :

[g:t.;t,f],] = [t%-f,t,}:a(f];f] et (glt'ntlflz = (gnt'atnt,'lnf) ;

quant a E[ZJ, elle est canoniquement isomorphe a la sous-catégorie pleine de 82

formée des (g,t’',t,f) tels que f et g € 82 ; la décomposition relevée de 0 est
celle donnée par la propriété (Q) ; de ce point de vue, il y a vraisemblablement
une interprétation universelle des décompositions liée & la notion de fibration,

mais nous n'avons pas réussi & éclaircir ce point.
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3.0, INTRODUCTION DES CHAPITRES 3, 4 ET 5.

Les seules décompositions directes de IN (additif) en "sous-catégories”
sont triviales ; elles ne rendent pas compte de la simple division euclidienne ;
or celle-ci s'exprime simplement : étant donné un entier b # 0, posons A = b N
et B = {0,1,2,...,b-1} ; alors tout entier n s'écrit de fagon unique Ny * Ng
avec n, € A et Ng € B ; ici A est bien une "sous-catégorie” de IN, mais pas B.

En fait, nous avons déterminé (cf. Ch. 5) toutes les décompositions direc-
tes ensemblistes de IN (en un nombre fini ou non de facteurs) et nous avons
prouvé gue les facteurs directs étaient toujours ce que nous appellerons des

précatégories ; la méthode qui nous a conduit & ce résultat est applicable plus

généralement aux "précatégories bien ordonnées”, dont (N ,+,<) est un exemple

assez simple.

Ceci nous a conduit & étudier plus systématiquement les précatégories et
leurs décompositions directes ; dans les textes originaux (cf.[6),1 7] et [8])
les résultats particuliers sont m&lés aux résultats généraux, le cas des en-
tiers servant de "moteur” ; par souci de clarté, nous avons préféré ici classer
les résultats en chapitres bien séparés, qui offrent chacun un intérét particu-

lier.

Concernant les entiers, la description des décompositions directes de IN
et celle. des décompositions directes en deux facteurs de IWZ ont été obtenues
respectivement par N.G. DE BRUIJN [3] et par I. NIVEN [20] avec des méthodes qui
nous paraissent assez différentes de la ndtre ; celle-ci peut se résumer en quel-
gues mots : il s'agit d'effectuer une bonne lecture transfinie de N, Nz ou de
toute autre "précatégorie bien ordonnée” et d'y repérer les "places libres", ou
1'on peut, indépendamment de ce qui précéde, choisir le facteur de décomposition
auquel elle appartiendra ; lorsque ce choix est effectué, un certain nombre Je
"places” vont &tre occupées, en fonction des choix antérieurs, et on recherche
alors une "premiére place libre” dans 1l'ensemble restant, s'il n'est pas vide !
Dans le cas d'un produit de précatégories bien ordonnées, une lecture "lexico-

graphique” est bien adaptée au probléme, si 1'on connait déja les possibilités



de décompositions des facteurs du produit, et dans cette voie, nous avons un
résultat tout & fait général indiquant une condition suffisante pour qu'une
décomposition directe d'un produit soit obligatoirement un produit de décompo-

sitions directes des facteurs.

Soulignons enfin qu'a propos des entiers, nous avons obtenu un certain nom-

bre de précisions qui ne figurent ni dans [3] ni dans [20].

Le chapitre 3 est une étude générale des précatégories et des précatégories

bien ordonnées.

Le chapitre 4 regroupe les résultats généraux concernant les décompositions

des précatégories ; en ce sens, il est une suite naturelle du chapitre 2.

Cnfin, au chapltre 5 sont présentés les résultats particuliers relatifs aux

entiers .

5.1, SITUATION DES PRECATEGORIES ENTRE LES GRAPHES ET LES CATEGORIES.

Il sera pratique d'adopter dans la suite les conventions suivantes

1) si (xn,...,x1) est un n-uple composable selon une disposition cohérente

de parentheses d, on désigne le composé correspondant par d[xn....,x1J ;

(2) 1'écriture "3<A,B,...>" signifie que les expressions A,B,... telles
gu'elles sont écrites sont bien définies ; par exemple, IK(xylz> signifie que le
compasé (xyl)z est défini ; 1'écriture "3<A = B>" est un abrégé de "3<A,B> et

A = B" ; par exemple 3<x(yz) = (xy)z> qu'on peut encore abréger en 3<xyz> ;

(3) comme pour les catégories, l'ensemble des unités d'un systéme multipli-

catif S est noté SO et 1'ensemble des couples composables de S est noté S*S ;

(4) par foncteur F : S —> S' entre deux systémes multiplicatifs, on entend

une application satisfaisant

F(SOJ c Sé, et V(y,x) € S*xS, 3<F(y).F(x) = F(yx)> .
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On peut alors nommer diverses sous-catégories pleines de la catégorie $
des foncteurs entre .systémes multiplicatifs par le nom de leurs objets ; nous

aurons a considérer :
- la catégorie G des graphes orientés ;

un graphe orienté G est un objet de $ vérifiant : tout x ¢ G a une uniteé

3 gauche R(x) et une unité a droite alx) et

GxG = {(y,x) € G x G|y = B(x) ou x = aly)}.
- la catégorie BM des graphes multiplicatifs ;

un graphe multiplicatif G est un objet de $ vérifiant : tout x ¢ G a une

unité & gauche R(x) et une unité & droite alx), et si (y,x) ¢ GG, on

doit avoir
Blyx) = Bly), alyx) = alx) et aly) = B(x) ;
- la catégorie GA des graphes associatifs ;

un graphe associatif G est un graphe multiplicatif satisfaisant 1'axiome

d'associativité (faible) suivant

[A] 3< d(xn,...,xq),d'(xn....,x1]> == d[xn,...,x1] = d'[xn,...,x1] ;

- la catégorie G_, des précatégories

FA

une précatégorie est un graphe multiplicatif satisfaisant 1'axiome d'asso-

ciativité (fort) suivant
[FA]3<x(yz)> ou 3IKixylz> ==éVd'3~<d(xn,...,x1) = d'(xn,...,x1)>,
ce qui justifie la suppressiondes parenthéses dans une précatégorie, et
montre aussi qu'une précatégorie est un graphe associatif.
- la catégorie T des catégories ;

une catégorie C est une précatégorie satisfaisant

aly) = B(x) == (y,x) € CxC .

Le symbole "¥ — 9"signifiant que % est sous-catégorie pleine de 75.

nous avons le schéma suivant entre les diverses catégories introduites
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C
|
]
I
L : ’/GFA _’-_,'GA ——-’-—::,GM —_——3
i s /l /’/
E {:{ e

a tout graphe multiplicatif G correspond un graphe orienté sous-jacent G obtenu
en otant de G*G les couples (y,x) qui ne sont pas de la forme (y,aly)) ou (B(x),x) ;
cecli définit un foncteur d'oubli de GM et de ses sous-catégories vers G (en

pointillés sur la figure) ; les inclusions pleines 6 —»— G G ——»——-GA et

FA’
G —— GM sont des adjoints a gauche des oublis correspondants ; 1'oubli
C ----» G a aussi un adjoint & gauche L : si G est un objet de G, L(G) est 1la

catégorie libre des chemins de G (cf.[10]).

Projection des précatégories dans les catégories.

La catégorie BM est & C-projections (dans le langage d'EHRESMANN, celad veut

dire que L —— 6, a un adjoint & gauche) ; si G est un objet de BM. une C-pro-

M
jection de G est donnée par le quotient N(G) = L(G)/p ol p est 1'équivalence

bicompatible engendrée par la relation qui identifie (x'.x) et (x',x) ; le pro-

jecteur Vv G —> N(G) est composé de 1'injection naturelle G —> L(G) et de la

G :

surjection canonique L(G) —> N(G) ; bien sdr, G, et GFA sont aussi a C-projec-

A
tions ; mais voici une importante précision concernant les précatégories, et qui

est & 1'origine du choix de ce mot :

PROPOSITION 1 - Si G est une précatégorie, Vv G —> N(G) est injectif et N(G)

G H
est isomorphe & un quotient d'une catégorie non associative G ayant pour graphe

sous-jacent un sous-graphe de L(G).

¥V Soit en effet E 1'ensemble des chemins s = [xn,...,x1) de G tels que

[xi+1,xi] £ G*G, pour i = 1,2,...,n-1 ; n = 1(s) est la longueur du chemin s.

Dans G, on définit la loi de composition suivante :
s = (xn,...,x1) et s' = (yp,....y1] sont composables si et seulement

si a[y1] = B(xnl et dans ce cas, on pose :
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[yp ,...,y1,xn,...,x1) si [y1,xn) ¢ GxG

(yp,...,y2,y1.xn,xn_1,...,x1l si (y1.xn] € G*G ;

~

on vérifie facilement que s's € E ; on peut identifier G au sous-ensemble de G

formé des s tels que 1(s) = 1, muni de la loi induite par celle de E, car on a :

Iyx> =3 aly) Blx) == 3< (y)(x) = (yx)> ;

~

G est une catégorie "non associative” (par exemple : si zy et yx sont définis,

~

mais par zyx, on a dans G :
z(yx) = (z,yx) tandis que (zylx = (zy,x)) ; la longusur satisfait

1'inégalité 1(s's) 2 1(s') + 1(s) - 1 ; considérons la relation élémentaire sui-

vante, dans E :
A={((s"s')s,s"(s's))|3<(s"s")s,s"(5's)>} ;

avec un argument de longueur, on prouve que si (0,0') € A avec 0 # 0', alors
0 et 0' € G; la médme remarque vaut pour 1'équivalence A engendrée par A ; soit

A1 la relation compatible engendrée par A :

= 'y ’ r ' re e
A, {(0102,0102J|(o1,c11 €A et (0,,04) €A };
par un argument de longueur, on prouve encore que si (0,0') € A1 avec 0# 0', alors

et o' € G ;

par récurrence on définit An a partir de Kg_q, comme A1 4 partir de A, et Kn a
partir de An' comme A & partir de A ; alors R =L# An =lﬁjAn est 1'équivalence

bicompatible engendrée par A dans G ; on montre par récurrence gue R n'identifie

pas les éléments de G ; autrement dit le composé v. : Ge—s G — G/R est injectif ;

G
il est clair que G/R est une catégorie pour la loi quotient de celle de € ; mon-
trons que Vs définit bien une C-projection de G ; soit donc F : G —= K un fonc-

teur vers une catégorie K ; soit F : 6 —> K définie par :

F((xn,....x1l] = F(xn] - F[x1] 3
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F est un foncteur compatible avec R et définit par passage au quotient un fonc-

teur F : E/R —> K satisfaisant F'vG = F ; 1'unicité de F résulte du fait que vG

est aussi un épimorphisme. A

s

Une autre démonstration consiste & utiliser la proposition 8 del11], mais cela

ne donne pas une dsscription aussi explicite de N(G).

Sous-précatégories. Précatégories quotients.

Les notions de sous-structure et de structure-quotient sont ici relatives
au foncteur d'oubli vers Ens qui oublie la seule loi de composition définissant

les objets de §.

PROPOSITION 2 - Soit G une précatégorie et soit X ¢ G ; il existe une plus petite

sous-précatégorie de G contenant X, notée X ; elle est engendrée dénombrablement

par X.

Y Quitte & ajouter a(X) u B(X), on peut déja supposer que X définit un sous-
graphe multiplicatif de G ; la loi de composition induite dans X par celle de G,

notée i est ainsi définie : 5<ykx> & 3I<y.x> et y.x € X ; posons alors

n

X, = {t € 6|Ix,y,z € X|3<xxtykz]> et t = x.y, ou bien

I<(x.ylez> et t = vy. 3
Xe¥52 y.z}

définissant Xn (par récurrence) & partir de Xn-1' comme X1 a partir de X, on voit
[s~]

que X = L) X . A
n
n=1

Remarques :

(1) Posons n, = inf {n ¢ DJIXn = X} et, si X, # X, ¥n ¢ N, on pose Ny = ®3;

méme si G a de bonnes propriétés (engendré par un seul élément, commutatif, sim-

plifiable etc...), il se peut que Ny = s en voici un exemple avec G = N ; soit

A ¢ N un ensemble fini tel que Ny 2 1 (par ex. : A = {0,1,2,3,5} ot Ny = 1) et

posons



A A Gl oo A = 2 sup (A) + 1
W=A+sup (A - A )
A nA
. . (n) . . (n-1)
on prouve facilement que n 1 > Ny 5 en construisant A a partir de A ,
A (¢ o]
(n . : ’
comme A[1) d partir de A, on trouve que B =1 A ) satisfait Ng = ® ; dans 1'exem-
0
ple cité, on voit que :
(1)
Al . {0,1,2,3,5,11,15}, n (1 =2 A2 = A {0,1,2,3,4,5,11,12,13,14,15}.
A

(2) Comme autre exemple, prenons A = P = 1'ensemble des nombres premiers ;
alors P = IN (résulte aussitdt de ce que p_ .4 < 2pn, en désignant par P, le n*°M®
nombre premier) ; mais il y a mieux ; on peut prouver que P3 = N, tandis que

N - P2 est infini (on trouve inf[]N-Pz) = 393).

(3) Soit G une précatégorie, X < G et X la sous-précatégorie de G engendrée
par X ; si F,F' : X =3 K sont daux foncteurs vers une précatégorie K, coincidant

sur X, alors F = F',

(4) Soit G un graphe multiplicatif ; on a déja remarqué gque toute partie
X satisfaisant X 2 a(X) u B(X) définit un sous-graphe multiplicatif de G pour 1la
loi induite . ; on dit que X est stable dans G si [y,x € X et (y,x) e G*G] entrai-
ne y.x € X ;Xun sous-graphe multiplicatif stable d'une précatégorie est encore
une précatégorie, mais ce peut &tre une sous-précatégorie sans étre stable pour
autant ; on doit donc bien distinguer entre les "sous-précatégories” et les "sous-
précatégories stables” (c'est-a-1'origine de toutes les complications concernant
les décompositions directes des précatégories) ; évidemment cette distinction est

sans objet pour les catégories.

La guestion des précatégories quotients (quasi-quotients dans la terminolo-
gie d'EHRESMANN) sera réglée lorsqu'on aura indiqué comment un graphe multiplica-
tif se plonge universellement dans une précatégorie : il suffira d'effectuer le

guotient dans GM' puis de projeter dans GFA'

PROPOSITION 3 - La catégorie GM est a GFA-projections ; si G est un graphe multi-

plicatif, une GFA-projection de G est donnée par la sous-précatégcrie 6 de N(G)

engendrée par VG[G).
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¥ On remarque d'abord que la restriction vé : G —> G de VG est bien un fonc-
teur ; soit alors F : G —> H un foncteur de but une précatégorie H ; par pro-
priété universelle, il existe un unique foncteur F : N(G) — N(H) tel que
F.vG = vH.F ; ceci prouve que'F[vG(GJ) c H, en identifiant H & une sous-précaté-
gorie de N(H), grace & la proposition 1 ; en utilisant la proposition 2, on voit
que F(6) = FTUETET] © H, de sorte que F admet une restriction F : G —> H satis-
faisant F. é = F et 1'unicité d'un tel F résulte de la remarque (3) précédente. &

Remarques :

(5) Nous ne croyons pas que le résultat précédent s'étende aux graphes
associatifs ; pour la loi induite, vG[G] est bien un graphe associatif, mais si

H est un graphe associatif,son projecteur v H —> N(H) n'est plus injectif a

H :
priori.

(6) Par composition des projections, on voit que vg ° vé : G ———bN(%) est

un projecteur (de 6, dans C), et par conséquent N(E) est isomorphe a N(G), de

M
sorte qu'on peut choisir pour “6 1'inclusion ﬁ —> N(G).

3.2, TRANSFORMATIONS NATURELLES,

Soient F,G : C — D ¢ GFA 3 une transformation naturelle (en abrégé t.n.)

de F vers G, soit t, est la donnée d'une application t : CD-——%-D satisfaisant :
Vf € C avec al(f) = e, B(Ff) = e', 3<G(f).t(e) = t(e').F(f)> ;

symboliquement, on écrit t : F —> G, ou bien t : C i D si on veut faire voir
G

les précatégories source et but de F et G.

Les t.n. entre foncteurs de C vers D se composent (composition latérale des

t.n.) de la fagon suivante :

t: F—>Getu: G' —>H sont composables si et seulement si
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i) G' =G
ii) Ve ¢ CO , Iulel).tle)>

iii) u.t : CO-——+ D définie par (u.t)(e) = u(e).t(e) est une t.n. de F

vers H ;

dans ce cas la composée de t et de u est u.t ; les conditions ii) et iii) sont

aussi équivalentes a 1'unique condition

Vf : e —>e' € C, 3Fule').tle').F(Ff)> ou 3<u(e').G(f).t(e)> ou

A<H(F).ulel).t(e)>.

PROPOSITION 1 - Munie de la composition latérale, 1'ensemble DC des t.n. entre

foncteurs de C vers D est une précatégorie.
Y C'est une simple vérification.A Notons bien que DC n'est pas une catégorie
en général ; c'en est une cependant si D elle-méme est une catégorie, mais ce

n'est pas une condition nécessaire.

PROPOSITION 2 - La catégorie GFA est cartésienne fermée.

VSoit F : X —> Y ¢ GFA et soit C une précatégorie ; soit t ¢ XC ; 1'applica-
tion F o t : CO —> Y définie par (F o t)(e) = F(t(e)) définit une t.n.
FoG—>FeH, ott: G—>H, car F est un foncteur ; pour la méme raison,
1'application XC-——o YC, définie par t «w»F o t, détermine en fait un foncteur,
de sorte que ( JC est un endofoncteur de GFA ; 11 y a aussi 1l'endofoncteur "pro-
duit par C", soit ( ) x C qui est bien un adjoint & gauche de ( JC ; ceci se
montre comme dans le cas des catégories, en prenant soin & chaque étape de véri-
fier que les conditions d'existence des composés qui interviennent sont bien satis-

faites. A

Un peut montrer qu'il existe dans GFA quatre autres structures monoldales

bifermées dont 2 sont symétriques (cf. LAIR et FOLTZ [14]).

A cdté de la composition latérale des t.n., il y a la composition longitudi-

nale qu'on va noter par un "o" puisqu'elle prolonge la composition des foncteurs ;



- 69 -

E E'
solent t : C ¥+ Det t' : D ¢+ ,E deux t.n. ; soit f : e —> e’ € C ; du fait que

c G D G’
t e D et que t' € E-, il vient :

I<t(e’).F(f) = G(f).t(e) = d>

et a<t'(B(d)).F'(d) = G'(d).t'(ald))> ;

alors, on a aussi : 3<t'(G(e’)).F(t(e')).F'oF(F)

G'oG(f).t'(G(e)).F'(t(e))>

et  3<G'(t(e')).t'(F(e')).F'F(f)

[}

G'oG(f).G'(t(e)).t'(F(e))>,
de sorte que 1l'application t'ot : CD —> E définie par
t'et(e) = t'(G(e)).F'(t(e)) = G'(t(e)).t'(F(e))

est une t.n. F'eF ——>(G'oG , dite composée longitudinale de t et de t’' ; pour

cette loi, la classe [) FA des t.n. entre foncteurs (e G AJ est une catégorie ;

F
la loi latérale ne fait de erA gu'une précatégorie ; on peut dire que N FA est
une catégorie enrichie par GFA’ ou ce qui revient au méme que c'est une 2-préca-
tégorie d'un type particulier ; on définit les précatégories doubles (ou n-uples)

ou les 2-précatégories (ou n-précatégories) de fagon tout & fait semblable au

cas des catégories, & la lumiére de ce qui vient d'étre dit.

La plupart des résultats généraux concernant € et la 2-catégorie [\ des t.n.
entre foncteurs (e C) ont leurs "pendants" au niveau des précath:ries. Par exem-
ple, W]FA est une 2-précatégorie représentable : une t.n. t : C ¢y D se représen-

G

te par un foncteur E : C— 02 ou D2 est la précatégorie des quatuors de D (c'est

méme une précatégorie double). On peut aussi développer une théorie des limites
dans les précatégories, mais nous n'aurons pas besoin de cela par la suite ;
signalons toutefois que la guestion des extensions de Kan est nettement plus com-

pligués que dans le cas des catégories.



3.3, CATEGORIES DES FRACTIONS D'UNE PRECATEGORIE.

Soit G une précatégorie ; soient x,y,z € G tels que Fz=y.x> ; dans ce

cas, on dira que :

(z,y,x) est une fraction & gauche et y diviseur & gauche de z,

s

et (y,x,z) est une fraction a droite et x diviseur a droite de z ;

s

1'ensemble Dg[G] des fractions & gauche de G devient une catégorie gquand on le

munit de la loi de composition

(z',y',x")(z,y,x) = (z',y'.y,x) si et seulement si x' = z ;
de méme 1l'ensemble Dd[G] des fractions & droite de G devient une catégorie lors-

gu'on le munit de la loi de composition :
(y',x',z")(y,x,z) = (y',x".x,z) si et seulement si y = z' ;

1'axiome fort d'associativité [FA) est la véritable raison qui fait de Dg[G] et

Dd(G) des catégories et pas seulement des précatégories.

On peut assembler les deux notions de fraction & gauche et fraction & droite
en une seule : soit Dt[GJ l'ensemble des quadruplets (z',y,x,z) tels gue
3<y.z'.x = z>, appelés fractions ; on dira que z' est un diviseur de z ; on munit
Dt[G] d'une structure de catégorie en y définissant la loi de composition sui-

vante :

(z",y',x',z%][z',y,x,z] = (2",y.y',x'".x,2) si et seulement si z' = z%.

Dg’ D, et Dt se prolongent naturellement en des foncteurs de G p Vers 18

d F
(mais pas en des 2-foncteurs de r)FA vers [N ). Nous désignerons leurs restrictions

P ’ ’ ]
a C respectivement par Dg' Dd‘ Dt'

Remargues :

(1) En termes de "classe d'objets et de classe de fléches"”, on peut dire
gue la localisation dans une précatégorie conduit aux catégories, mais ce n'est

pas une opération fonctorielle ; soit en effet f : X —>» Y € C ; alors CX et CY



sont des catégories, mais la composition par f, soit Zf : Cx-——’ CY. ne définit
pas un foncteur ; soit Cx P la sous-catégorie pleine de Cx dont les objets sont
les u : U—> X € C satisfaisant 3<f.u> ; alors Ef définit un foncteur de CX £

vers CY 3 la catégorie CX P est B-saturée dans CX' i.e. toute fléeche dans CX de

source dans Cx P est dans Cx P remarquons aussi que si g.f est défini dans C,

alors Cx g.f est une sous-catégorie de Cx PO général distincte.

N N

(2) L'écriture des fractions & gauche et & droite sous forme de triplets
fait apparaitre clairement G comme classe d'objets des catégories Dd[GJ, Dg[G] 3
en fait, ces fractions sont bien déterminées par les couples composables de G, ce

gui montre que GxG porte deux structures naturelles de catégories.

(3) Dans la précatégorie des quatuors de G, soit GZ, on peut distinguer,

comme pour les catégories de quatuors, les deux sous-précatégories suivantes

—
n

{lg.t",t,f) e 67[t" e G)

—
[}

{(g,t",t,8) € 67t e G}

ce sont en falt des catégories respectivement isomorphes a Dd[GJ et Dg[G] ; on
varra que (T2.T1] est encore la structure de décomposition directe libre (en deux
sous-précatégories stables) engendrée par G (cf. le chapitre 4) ; mais si on sup-

prime le mot "stable”, ce n'’est plus la gructure libre !

Adjonctions.

PROPOSITION 1 - Dg et Dd ont des adjoints & gauche.

¥ Montrons ceci pour Dg ; soit C une catégorie connexe et c’ la catégo-

rie obtenue en ajoutant & C un objet initial u (1l'unique fléche de u vers e € CO
+
: c ¢ C — Dg[C ) définie par EC[fJ ["B[fl'f'ﬂa[f)];
montrons que C est une Dg-structure libre engendrée par C, avec ec pour injec-
tion correspondante ; en effet, si ¢ : C —> Dg(G] est un foncteur, il existe un
-— + A

unique ¢ : C —> G tel que Dg[$§ ° € = ¢ ; posant ¢(f) = [we"wf‘?e) € Dg[GJ.

on trouve que $'est donné par :

est notée neJ ; soit ¢
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Plu) = a(?e) (indépendant de e car C est connexe)

¢[ﬂe) = We’ pour e € Co

A

oLF) = ¢, , pour f eC ;

si C est non connexe, on l'écrit comme somme de ses composantes connexes CA et

une D _-structure libre engendrée par C n'est autre que la somme des C;.

Pour les Dd-structures libres, on remplace "objet initial” par "objet final”,

dans ce qui précéde. A

Les foncteurs D , Dd sont injectifs, mais non pleins ; ils permettent

d'"identifier” BFA de deux maniéres différentes & une sous-catégorie de [, stable

par limites projectives et aussi par sommes.

Les restrictions Dé et Dé ont encore pour adjoints a gauche les restric-

tions des adjoints & gauche de Dg et Dd' Ce phénoméne cesse d'étre vrai pour Dt'

PROPOSITION 2 - Dé @ un adjoint & gauche (qui ne peut certainement pas étre la
restriction d'un adjoint & gauche de Df].

¥V Soit C une catégorie et S 1'ensemble des spans de C*, i.e. les couples (g,f)
tels que B(g) = B(f) ; C opére sur S : A(g,f) = (A.g,X.f) lorsque a(A) = B(g) =
B(f) ; soit p 1'équivalence engendrée dans S par 1l'ensemble des couples
((g.f].(g1,f1ll tels qu'il existe (A,u) € S satisfaisant A(g,f) = u[g1,f1) ; po-
sons [g,f] = (g,f) mod. p ; a définit deux applications naturelles a et B de
L = S/p vers C, : alg,f] = al(f) et Blg,f]l = alg) ;: C opére a droite sur I :
[g.fl.f' = [g,f.f'] si et seulement si B(f') = alg,f] ; c* opére & gauche sur I :
g'*.[g.F] = [g.g’',f] si et seulement si a*[g'*) = Blg,f] ; convenons que c,c” et
LI sont disjoints et désignons par Ft[CJ le joint de C et c* le long de I, via
les opérations définies ci-dessus ; la catégorie Ft(C] a pour ensemble sous-jacent
CuZu C* ; 1l'ensemble de ses unités est CO u C; et les applications source et
but sont données respectivement par o et B dans C, o et B* dans C*, o

I — C0 et B: L —> C; ; les composés autres que ceux existant dans .C et c* sont
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du type défini par les opérations précédentes de C et C* sur L ; montrons gue

ce joint Ft[C) est une Dé-structure libre engendrée par C, 1'injection

€ i C—>DiF(C) étant définie par e(f) - (le',e' ) f",f,[e.e]), od e = al(f) et
e' = B(f) ; on a bien f .[e’',e’].f = [f,f] = [e,e] par définition de p et donc
E(f) € DéFt(C] ; soit alors G une catégorie et ¢ : C ———’-DéiG] un foncteur ; pour
f : 8—>e' €C, posons ¢(f) = [ze,,yf.xf,ze), ou Z, % YpeZgarXg s s'il existe

P F.(C) —> G tel que D£[$ﬁ.e = ¢, on doit avoir
(zg1sVerxez)) = (Ble',e’ LBFM),G($),9lee])

un élément [g,f] de I s'écrit, dans Ft(C), sous la forme g*.[e',e'].F ol

e' = Blg) = B(f) ; on en déduit les valeurs nécessaires de ¢ :
— — * * *
¢(Ff) = Xg Pour feC, ¢lg) = yg , pour g e€C, et

d(lg, £ = VgrZgrtXs (un simple calcul prouve que cette valeur ne dépend pas du
choix du représentant (g,f) de [g,f]) ; on montre facilement que ¢ est un fonc-

teur et ceci achéve la démonstration. A

Remarques :

(4) Le résultat analogue pour Dt : GFA-——a C ne tient pas, comme nous 1'avons
précisé dans 1'énoncé de la proposition 2 ; en effet, on trouve pour valeur néces-
saire de §[g,f] 1'expression yg.ze,.xf ; or, 11 se peut que ce composé n'existe

pas si G est seulement une précatégorie, bien que yg.ze, et Z e Xe soient définis.

(5) On a vu que, si G est une précatégorie, on peut identifier les couples
[Dd(G].Dg[GJ) et [T2,T1], gui forment une décomposition directe de 62 ; d'un
autre c6té, les couples [T2,T:J et [T:.TZJ sont des décompositions directes de
D, (G) en deux sous-catégories ; il est remarquable qu'en assemblant T1 et T2 en
T *

*

p (ou
T1.T2) on obtient une catégorie.

N ot

.T1 on obtienne une précatégorie, tandis qu'en les assemblant en T2.T

(6) Les calculs de fractions & la fagon de GABRIEL-ZISMAN peuvent &tre

développés dans le cadre des précatégories.
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3.4, PRECATEGORIES BIEN ORDONNEES.

DEFINITION - Une précatégorie G est dite bien ordonnée,b.o. en abrégg, si elle

est munie d'un bon ordre < satisfaisant la condition suivante :

[sup (x,y) € y.x, pour y.x défini, et si sup (x,y) = y.x,

alors inf (x,y) € Go'

Dans la suite nous aurons besoin des conventions ou définitions suivantes, concer-

nant une précatégorie G donnée :

- 81 x € G, on désigne par D(x) l'ensemble des diviseurs de x ;

- y est diviseur propre de x s'il existe une fraction x > y non neutre ;

- G est dite propre si aucun x € G n'est diviseur propre de lui-méme ;

- G est dite sans inverses si "y.x € GO =Dy et x ¢ GO" ;

- si D(x) = {B(x),x,a(x)}, on dit que x est irréductible ; il est équivalent

de dire que G est sans inverses ou gue G0 est formé d'irréductibles.

- appelons base de G un ensemble B ¢ G qui est générateur et formé seulement

d'irréductibles de G ; une précatégorie G a au plus une base (évident).

Remargues :

(1) Une précatégorie peut 8tre propre et avoir cependant des inverses : par

exemple, le groupoide des couples d'un ensemble.

Une précatégorie peut &tre sans inverses et n'étre pas propre : par exemple,

la précatégorie suivante

u « v 2 2
- ol U™ = U, V- = VvV, XeU = VuX = X, u#¥e, v#e, ececte'
e

étant les seules unités.
(2) Dans une précatégorie propre et sans inverses, la relation "x divise y"

est une relation d'ordre ; en effet, elle est clairement réflexive et transitive

(axiome [ FA]) ; supposons donc x < ¥y et y < x, c'est-a-dire qu'il existe (z',z)
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et (t',t) tels que : y = z'.x.z 8t x = t'.y.t ; alors Ky = z'.t'.y.t.z> et
comme y n'est pas diviseur propre de lui-méme, il vient z'.t', t.z € GO ; comme G

est sans inverses, alors z',t',t,z € G0 et x = y.
Si dans une précatégorie G la relation "x divise y" est une relation d'ordre,
alors G est sans inverses, mais G peut ne pas &tre propre (cf. 1l'exemple cité

plus haut ol 1'on a : e <u <xete' <v <x).

PROPOSITION 1 - Toute précatégorie bien ordonnée est propre, sans inverses et

possede une base.

¥ Soit K une précatégorie b.o. ; elle est propre car si z.y.x = y on a
y € y.x £y, soit y.x = y, donc inf (x,y) = x € K0 ; de méme, z € KD ; elle est
aussi sans inverses, car la relation "x divise y", impliquant la relation
"x < y" est antisymétrique, donc c'est un ordre ; enfin la classe B des éléments
irréductibles n'est pas vide puisqu'elle contient K0 (on suppose K # ¢) ; soit
B la sous-précatégorie stable de K engendrée par B ; écrivons les éléments de
K sous la forme "XA” o0 A est un ordinal, et X3 < XU si et seulement si A < u ;
supposons établi que Xy € B, VA < u ; si, pour tout couple (y,z) tel que

I<y.z = x> 1'un des deux €léments y ou z est égal a xu. alaors 1l'’autre est une

unité et EU est irréductible, donc dans B ; si, au contraire, il existe un cou-
ple iy,z] tel que xu = y.z, avec y et z # XU' alors on a y,z < xu. et y et

Z ¢ B par hypothése de récurrence, donc xu € B, car B est stable dans K ; reste
a remarquer que X5 est obligatoirement une unité, donc X, € B et ceci acheve

de prouver que K = B. A

Cette proposition n'admet pas de réciproque ; voici en effet un exemple
de catégorie propre, sans inverses, munie d'une base et qui pourtant ne peut pas
étre bien ordonnée : partons de la catégorie opposée & 1'ordre naturel de NN ;
1'unique fléche de n+1 vers n est notée bn ;5 ajoutons & cette catégorie une nou-
velle unité @ et deux familles de fléches (xn) et (bé), de source commune W,
le but commun de X et bé étant n ; dans cet ensemble H, on achéve de décrire

une structure de catégorie en ajoutant que, ¥Yn 2 0, on doit avoir :
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b_.b' = b .X = x_ 3 les irréductibles de H sont : les unités, les b_ et
n n+1 n “"n+1 n n

les ba ; ils consdtuent une base B de H ; H est évidemment propre et sans in-

verses ; enfin H ne peut pas &tre bien ordonnée, sinon 1l'ensemble X des X au-

rait un plus petit élément, soit X mais on peut l'écrire X, = bn X ,q+ CE
o o o o}
gui prouve que X0 41 est strictement plus petit que X0 et contredit la défini-
o} o}
tion de x !
n
o
[ Schéma de HJ
(bn.bn+1 = bn.xn+1 =

Cet exemple est sans doute le plus "économique” possible, en vertu de la propo-

sition suivante :

PROPOSITION 2 - Toute précatégorie finie, propre et sans inverses peut étre

bien ordonnée.

Y Soit en effet G une telle précatégorie ; pour x € G posons ®(x) = |[D(x)| ;
¢ est une application de G dans N ; a tout entier p tel que ¢_1[p) # ¢ faisons
correspondre un ordre total (arbitraire) sp sur l'ensemble W_1(p) ; considérons
alors l'ordre "lexicographique” sur G défini par : x < y si et seulement si
Y(x) < @y) ou, si @(x) = P(y) = p, x Sp y ; cet ordre fait de G une précatégo-
rie bien ordonnée ; supposons en effet que y.x soilt défini; les inclusions
D(y) < D(y.x) et D(x) < D(y.x) entrainent les inégalités {(y) < Y(y.x) et
@(x) < @(y.x) ; si ces deux inégalités sont strictes, alors on a bien
sup (x,y) < y.x ;3 supposons Y(y) = Y(y.x), ce qui équivaut, puisqua G est fini,
a D(y) = D(y.x) ;3 alors y.x est diviseur de y, donc il existe (z',z) tel que

3<z'.y.Xx.z = y> ; comme G est propre et sans inverses, cela entrafine gue x ¢ Gy &
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Le raisonnement précédent ne va pas si G est infini car 1'inclusion

D(x) < D(y.x) peut &tre stricte bien que |D(x)]| = |D(y.x)].

Dans ce qui suit, il faut imaginer que les précatégories b.o. "généralisent”

les ensembles b.o. ; on pourrait développer une théorie des ordinaux dans ce sens,

sans méme la fonder sur la théorie usuelle des ordinaux. Le théoreme qui suit
est & rapprocher des théoremes de topologie bien connus sur les produits d'espa-

ces localement compacts ou localement connexes, et & ce titre les précatégories

b.o. apparaissent comme des "ensembles localement bien ordonnés” ! (c'est sans

doute l'erreur commise dans [8], ol 1l'on ne supposait pas 1l'ensemble d'indices

fini, gui nous a poussés a trouver le bon résultat).

PROPOSITION 3 - Un produit de précatégories est bien ordonnable si et seulement

si chaque facteur est bien ordonnable et 1l'’ensemble des facteurs non discrets

est fini.

¥V Soit G = I Gi un produit de précatégories ; supposons d'abord qu'il existe

. pe a.. Ji€1 . - .
une infinité de Bi non discrets et montrons que G ne peut pas étre bien orrdonrn-

P

nee ;

Soit X 1l'ensemble (non vide) des (xiJ tels gue X, ne soit pas une unité

i€l
pour une infinité d'indices i € I ; si G était bien ordonné, X aurait un plus

petit élément soit u = soit alors (11,123 une partition de I telle que

(u, ], ;
i‘ieI *
u; ne soit pas une unité pour une infinité d'indices i € I1 et pour une infinité

d'indices i € I, ; considérons les deux éléments de G suivants

2
v = [vi]iEI » 00 v, =u, siice I1 et vy o® a(ui) si i€ I2
w = [wiJiEI , ol w, = B[ui] si ie I1 et w, = b, side 12 ;

alors 3<w.v = u>, et puisque G est b.o. et que w et v sont différents de u, il
vient les inégalités strictes : v,w < u, ce qui contredit la définition de u,

puisque v et v ¢ X !

Donc si G = 1 Gi est une précatégorie b.o., il n'y a gu'un nombre fini de
. R iel )
Gi non discrétes ; "d'autre part, il est clair que chaque Gi est une précatégorie

b.o., car Gi est identifiable & une sous-précatégorie b.o. de G.



-78..

Réciproquement, soit (Gi]ieI une famille de précatégoriesb.o. contenant
seulement une famille finie de précatégories non discrétes ; regroupant les
précatégories discrétes on peut considérer que G est un produit fini de pré-
catégories b.o. (car tout ensemble peut &tre b.o.) dont une au plus est discre-
te. Supposons donc G = igI Gi avec |I| < ® ; sur G, on définit 1'ordre sui-

vant, aprés avoir choisi un ordre total < sur I : x <y si et seulement si

ou bien x =y
ou bien, x # y, et alors Ix y

, ={iEI|xi#yi}#¢:
i = inf (I
(s} X

5F1 <
y] est défini, et xio yio 3
on vérifie aisément que cette relation dans G est un ordre total ; montrons gue

c'est un bon ordre ; soit X € G, X # ¢ ; définissons I, = {i « I|3(x,y) € G x G

tel que X4 £ yi} ; si I, = ¢, alors X est réduit a un €lément et il n'y a plus

X
rien & montrer ; si Ix # ¢, nous posons :

i inf (Ix] , pour l'ordre < choisi dans I,

1
€1

x(1]

inf (X, ), pour l'ordre de G, , ol X, est la projection de X,
11 i1 i,

= {x ¢ X|xi1 = 51} 3

(1) (1)

c X est stricte, X # ¢ et que tout élément de

est supérieur a tout élément de X[1] ; si X[1]

on voit que 1l'inclusion X

X - X[1) n'a qu'un élément, c'est

le premier élément de X ; sinon, on recommence tant qu'on peut : par récurrence,
. (k+1) | . (k) . . .

on définit I [k]'ik+1' Ek+1' X a partir de X , comme on a défini IX'11'
(1) 5

£, X

a partir de X = x(0) ; coome I est fini et que la suite des iK est stric-
tement croissante, le processus s'arrétera : il existe un entier k tel que X[k)

soit réduit & un élément : c'est le plus petit élément de X ; reste & vérifier

que pour ce bon ordre G est une précatégorie b.o., mais ce n'est pas difficile. A

Exemples et remarques :

Soit 2 la catégorie & une seule fléche {0 —> 1} et posons 20 =2 ; ce sont
la deux précatégories bien ordonnables, mais, en tant que précatégories, ZN
peut &tre bien ordonnée et pas fN 3 d'ailleurs, la premiére partie de la démons-
tration précédente revient exactement & montrer que fN ne peut pas étre bien

ordonnée ; toute précatégorie G qui contient une sous-précatégorie isomorphe a
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fN ne peut pas étre bien ordonnée ; mais ce n'est pas la une condition nécessaire,
comme on 1'a vu avec 1l'exemple qui précede la proposition 2 et comme nous le
verrons encore avec un exemple gqui nous a &té communiqué par BENABOU [2] & pro-

pos d'une situation beaucoup plus fine qui sera analysée plus loin.
Auparavant, voici encore une proposition, qui généralise en un certain sens
la proposition 2 et indique une condition suffisante pour qu'une précatégorie

pulsse étre bien ordonnée.

PROPOSITION 4 - Soit H une précatégorie b.o. et soit ¥ : G —> H une application

satisfaisant les conditions suivantes
-1 _

a) Y [HO] = Go

bl V(y,x) € G*G, (Yly),P(x)) € HxH et Yly).P(x) < Ply.x) ;

alors G peut étre bien ordonnée.

Y Pour chaque y € Y(G) choisissons un bon ordre <y sur w-1[yl ; définissons

alors dans G la relation suivante : x <y si et seulement si Y(x) < Y(y) ou,

lorsque Y(x) = Yly) = z, x <z y ;3 la relation < est évidemment un ordre total
sur G ; soit X < G, X # ¢ ; comme H est b.o., YP(X) posséde un plus petit élément
Vg soit X5 le plus petit élément de X n w-1(yol. pour 1l'ordre < : il est

o

clair gue X5 est le plus petit élément de X pour l'ordre < sur G, qui de ce fait
est un bon ordre sur G ; supposons enfin y.x défini ; alors la condition b) en-
traine que Y(y).P(x) est défini dans H et Y(y).P(x) < Yly.x) ; comme H est une
précatégorie b.o., on voit que sup (YPly),P(x)) < Ply).P(x) < Ply.x) ; si les
inégalités "Y(x),Ply) < Y(y.x) sont strictes, on en déduit sup (x,y) < y.x ;
supposons au contraire gu'on ait Y(y) = Y(y.x) ; alors, on a aussi

Yly) = ly).p(x), ce qui entraine Y(x) € Ho' car H est une précatégorie b.o. ;

la condition a) entraine & son tour que x € GO, et donc y = y.x ; dans ce cas, on
a bien aussi x <y = y.x, car P(x) < Ply).p(x) = Ply) et, si P(x) = Yly)

y est une unité (condition (a)) composable avec x, soit x = y ! A

Exemple.

Soit G une précatégorie ; pour x € G, soit A(x) 1l'ensemble des n-uples
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composables du type s = [xn,...,x1) ol
- aucun xi n'est une unité,

n)

T X=X ....x1 ; (on posera 1(s)

soit Y(x) = sup {n eBV|Ss e A(x), avec 1(s) = n} ; par convention, P(x) = o si

ce sup n'existe pas, et Y(x) = 0 si A(x) = ¢. Lorsque G satisfait : Y(x) < «,

¥x € G, alors G est bien ordonnable, car y satisfait (a) et (b) ; on retrouve

les précatégories finies, propres et sans inverses comme cas particulier (prop. 2)
)

de fN. formée des [ann ol tous les Xn sauf

de méme, la sous-catégories 2 eI

un nombre fini sont des unités, est bien ordonnable.

Généralisant cet exemple, on aboutit, par récurrence transfinie, & une carac-
térisation des précatégories b.o. (prop. 5) ; on aurait pu adopter l'ordre de
présentation inverse, c'est-a-dire commencer par la proposition 5 et en déduire
les propositions déja énoncées, mais c'eut été en fait inverser 1'ordre naturel
dans lequel nous avons trouvé les résultats, ce qui n'est pas forcément une bonne
chose sur le plan didactique. On dira qu'une suite (x1,x2,....xn,...) est une

suite de diviseurs propres si tout X est diviseur propre de x n 2> 2, 0n peut

n-1°
énoncer 1la :

PROPOSITION 5 - Une précatégorie G est bien ordonnable si et seulement si toute

suite de diviseurs propres est finie (condition artinienne pour les diviseurs

propres).

¥V La condition est évidemment nécessaire, car une suite de diviseurs propres
d'une précatégorie b.o. doit avoir un plus petit élément. Montrons gqu'elle est
suffisante, ce qui n'est pas tout & fait évident. Supposons que G soit une préca-
tégorie dans laquelle toute suite de diviseurs propres est finie ; alors G est
propre, car si x était diviseur propre de lui-méme, (X,X,.e.,X,...) serait une
suite infinie de diviseurs propres ; G est aussi sans inverses, car si on avait
VeX = B8 € GO avec y et x # e, la suite (x,y,x,y,...) serait une suite infinie de
diviseurs propres. Cecl étant, reprenant les notations de 1'exemple précédent,
posons :

5% = 6, 67 = {x ¢ Blopix) < =,6L% - {x ¢ 6]plx) = w)
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- . 0)
Si GLO] = ¢, alors GLD) = ¢ aussi ; mais GLD] peut étre vide sans gue G( le
. . 0 ,
soit : c'est la situation de 1'exemple suivant la proposition 4. Si Gi n'est

(1) (0}

pas vide, on définit G = Go U G, = qui est évidemment une sous-précatégorie

stable de G satisfaisant encore la condition artinienne pour les diviseurs pro-

pres ; 1'analogue de la fonction ¥ : G —> N est notée w(1) : G(1] N ; on
définit, relativement a ¢[1J, les sous-ensembles Gi1) et GL1) de GLO] ; suppo-
sons définies G[x) pour tout A < U, avec la condition que G[A) n G[A') = ¢
pour A # A" ; si M a un précédesseur U-1, on définit G[U) = GO v g(H-17, puis
o™, 6" et 6" comme on & defini 6010, 911, 61" et 61" a partir de G ;

si W est un ordinal limite, on pose simplement : G[UJ = G0 U ({zu GLA]] et
w(”], GL“J, Giu} se laissent définir comme auparavant, remarquant gue G(u]

re une sous-précatégorie stable de G. Il est clair que dans tous les cas

A
G[U) n G[ ) = ¢ pour A<y ; GD et les G[A) constituent une partition de G (il

f f X o (A) \
existe un ordinal A & partir duquel, Gf = ¢ et G = ¢ aussi, d'aprés la re-
marque faite au début) ; on définit alors, pour tout x € G, 1l'ordinal A(x) comme
(A(x))
.F

est enco-

étant celui qui satisfait x € G . Sur G, on considére la relation x <y si

et seulement si

ou bien A(x) < A(y)

A
Ayl et v Moo < ™My

Ay, v M0 = vy - n

>

x

—
i

ou bien

ou bien A(x)

et x S[k,n) y, ou S[A n est un bon ordre choisi dans

(A)-1 (A

U] (n) €6

(par convention, on introduit en plus des ordinaux A 2 0 un prédécesseur de O,
soit -1, et A(x) = -1 & x € GOJ ; On vérifie sans peire que la relation < est

un bon ordre sur G qui fait de G une précatégorie bien ordonnée. A

Filtration naturelle d'une précatégorie b.o. par retraits successifs d'irréducti-

bles.

Soit G une précatégorie b.o. ; avec les notations de la proposition 5, on

remarque gque la base B de G est caractérisée par

B = {x € GlY(x) = 0 ou 1} ;
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posons G1 =B - GO 3 solt W un ordinal ( limite ou non) ; supposons GA défini

pour tout ordinal A < u et supposons aussi que les GA satisfont les deux con-

ditions suivantes :

(a) Gy N Gy, = ¢ pour A # X', Aet A' <y,

(b) VA <y, si le composé y.x € L, = U G,,, alors x et y ¢ L. aussi.
Aooa A A

L'ensemble G' = G - U G, est stable dans G ; muni de 1'ordre induit par ce-

<A<
lui de G, c'est enco;eAuHe précatégorie b.o. ; elle posséde alors une base B' ;

nous posons G, = B' - GO ; si B' = Go’ dors G, = ¢ et G = UGA' Par définition

de Gu, la prosriété (a) est satisfaite ; montEons gue (b) aussi est satisfaite ;
Soit Lu = QEL GX et supposons y.x € Lu ; s'11 existe A < u tel que y.x € LA‘
1'hypothése de récurrence prouve que X,y € LA c Lu ; supposons donc y.x € Gu ;
comme G est réunion disjointe de G' - B' et de LU' i1 suffit de prouver que ni x
ni y ne peuvent &tre dans G' - B' ; si x et y € G' - B', yeX € Gu = B' - GO ne
serait pas un irréductible ; supposons donc x € G' - B’ et y € Lu (ou 1'inverse) ;

comme il n'est pas possible que y € GU' il existe A <y tel que y € GA ; 1'élé-

ment x s'écrit au moins d'une fagon : x = bé'bé- +++bj, 00 by € B' - Gy

i=1,2,...,netn =22, car B’ engendre G' et x 1 B' ; comme z = y.ba «++ b} est
diviseur propre de y.x et que y.x € B', z ne peut pas étre élément de G' ; donc

Z € LA' pour un certain A' < p ; mais alors y,bé,...,bé seraient dans LA' aussi,

ce qui contredit le fait que b{ e B' - Go' pour i 2 2 ; ceci achéve de prouver

que Gu satisfait (a) et (b) ; la définition des GA par récurrence transfinie est
bien correcte. Choisissant A assez grand, on épuise G qui apparait ainsi comme
réunion disjointe des GA ;s chague LA définit une sous-précatégorie de G, non stable
en général, (ceci résulte de (b), mais (b) indique plus) ; la famille (LAJA<A cons-
titue une filtration croissante de G par des sous-précatégories ; posant

R, =G - U G,, on voit que chaque R, est une sous-précatégorie stable de G
A 15ar<h A A
ayant pour base GA u Go (c'est la définition méme de GAJ ; la famille [RAJA<A cons-

titue une filtration décroissante de G par des sous-précatégories stables (on con-

vient que R1 = GB) ; on a toujours RA n LA = GD U GA qui est la base de RA (cf.
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LA le schéma ci-contre).
T T On peut &tre tenté de croire (nous
! 1'avons été dans [ 8], ol un mélange
G G0 l G1 et GA e malencantreux des GA et des G(A] nous
a conduit & écrire des choses fausses)
e que la partition de G en [GA]A<A ainsi
R décrite est caractéristique des préca-

tégories bien ordonnables ; il n'en est rien comme le montre le contre-exemple

suivant, que J. BENABOU nous a communiqué, et dans lequel :

- les GA forment une partition de G, et posant

L, = U 6 R, =G6- U o=©
A A< A A 1A' <A A

- les a'sont des sous-précatégories de G satisfaisant (b)

YeX € LA = y et x ¢ LA

- les RA sont des sous-précatégories stables de G, propres, sans inverses,

et ayant pour base GD u GA'

Nous remarquons d'abord que la précatégorie H qui nous a servi de contre-exemple
a 1'énoncé réciproque de la proposition 1 est insuffisant ici ; en effet, repre-

nant les notations précédentes et celles de 1'exemple en question, on trouve

Hy = {b_,b'}

n'Prlnem L, = H, uH et R, = H;

1 1 o] 1

alors R, = H-H, = H y {x

2 1 o n,n€N } LJ{bn'bm

1"'bn+p' n e¢ N} ; mais R2 est une
p>1

sous-précatégorie stable de H qui n'a pas de base ! On ne peut donc pas définir
G2.

Contre-exemple de J. BENABOU [2].

La précatégorie G (c'est en fait une catégorie) a pour classe des unités

Go = NN v {w}, comme dans notre exemple H. Les fléches entre entiers sont celles
définies par l'ordre opposé & 1'ordre usuel de IN, comme pour H ; donc, pour
m< n, i1 y a une seule fléche n —~—> m notée T n® De wvers W il y a la fleche

?
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identique notée encore W ; de W vers n, i1 y a n+1 fléches distinctes W — n
notées (n,k), ol k = 0,1,...,N.

La composition est définie entre les Tn.n PaT l'ordre ; reste & exprimer les

,N
composés de la forme Tm n° (n,k) 3 on posera :
Tm,n o (n,k) = (m, inf (m,k+n-m)) ;

il est pratique de représenter par un graphique une partie de la catégorie Dg(G]
des diviseurs de G : celle des fractions & gauche f —> f' ol f est une fleéeche
de source W ; alors, la fleche (n,k) de source W est représentée par le point de

coordonnées (n,k) ; sur le schéma sont reliés (n,k) et T o (n,k), ce qui

n-1,n
représente la fraction "élémentaire” : (n,k) — (n-1,inf(n-1,k+1)]),
soit : (n,k) =—> (n-1,k+1), pour k = 0,1,¢¢.,n-2,
et (n,n-1) = (n-1,n-1)
et (n,n) ——— (n-1,n-1)
//
7.
B-
5]
Ga.m
4
3 B,
2]
G2.m
1i
a —} G, ®
0 1 2 3 4 5 13 7

La relation de divisibilité est clairement représentée sur ce graphique. Les

irréductibles de G de source W sont : W et les (n,0) avec n > 1 (i.e .
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représentés par les points qui ne sont but d'aucune "fléche de divisibilité”).
Les irréductibles non neutres sont donc
= > H

G, {Tn,n+1 neND}u {(nd|n>1};
les éléments x € G de source W ont une décomposition finie formée d'irréductibles
qui se "1lit" sur le graphique : il y a toujours un chemin fini de source un
(n,0), n 21, et de but x ; ce chemin est unique pour tout x en dessous de la
diagonale ; au contraire, pour tout x de la diagonale, il y a une infinité de
décompositions possibles en nombre fini d'irréductibles, mais pour chaque n 2 2,

il n'y a gu'une décomposition en n irréductibles.

Par récurrence, on établit alors gue Gp existe, Vp 2 1, et est donné par :
b1 b n = 2p-1
= < < .
G, {Tn’n+K|2 k <2} u {(n,1) y bos
P71 < 1 < inf (n,2P-1)

autrement dit, G_ est constitué des fleches dans NP de longueur k comprise
entre 2p-1 (inclus) et 2P (exclus) et des fléches de source W représentées par
les points de la figure qui sont strictement en dessous de la diagonale et stric-
tement compris entre les horizontales de hauteurs 2p—1_2 et 2P-1 ; on a fait
apparaitre sur la figure, en les entourant, les trois ensembles G1;w, Gz.w et
G3J3.

Toujours par récurrence, on démontre que les ensembles L_ = | J G_ sont
qsp
bien des sous-précatégories de G satisfaisant y.x ¢ Lp =3 x et y € Lp (ceci

se”voit"” sur le schéma, lorsqu'on a bien repéré les Gp) ; ce ne sont évidemment

pas des sous-catégories.

Enfin, et c'est le point moins évident, on montre que les R_ =G - |J G
P 1< P
<g<p
définissent bien des sous-catégories de G (ayant mémes unités) et Gp u GO est la

base de Rp ; tout ceci nécessite d'envisager plusieurs "cas de figure" différents,

ce qui conduit & établir quelques lemmes d'arithmétique que nous ne reproduisons

pas ici, pour alleger.



-BB-

Passons a 1'infini ; conformément & la définition récurrente des GA' on aura :

G0 u {[n.n]|n e N} ® adjonction d'un objet initial W & la caté-
{tn,m|n em} gorie discrete N).

alors R a encore une base, a savoir Ry elle-méme et Lw = G satisfait encore (b)
évidemment. Le processus de retrait des irréductibles s'arréte alors au cran w+1.
Toutes les conditions requises pour les familles (GA)‘ (RA)‘ (LA] sont bien satis-
faites, mais G ne saurait étre bien ordonnable puisqu’elle contient des suites infi-
nies de diviseurs propres, par exemple ((0,0),(1,1),(2,2),.¢.,(n,Nn),.es)!

=

Remarque a propos de la proposition 5.

Le bon ordre indiqué pour toute précatégorie G satisfaisant la condition
artinienne n'est pas en général le plus petit bon ordre faisant de G une préca-
tégorie bien ordonnée, méme si 1'on choisit pour bons ordres S[A n) les cardinaux

et si 1'on choisit pour S[A n) des cardinaux, on trouve que le bon ordre décrit

N

N
[n]l 5 par exemple, siIN est la catégorie associée a 1'ordre naturel de N

dans la proposition correspond & w”, tandis que le plus petit bon ordre faisant

A
de IN une catégorie bien ordonnée est w.

D'une fagon générale, si G est une précatégorie satisfaisant la condition
artinienne pour les diviseurs propres, on peut définir le cardinal précatégorique
de G, soit |G|FA : c'est le plus petit ordinal correspondant & un bon ordre sur
G, faisant de G une précatégorie b.o. ; entre le cardinal ordinaire |G| et le
cardinal précatégorique, on a la relation (dans la classe des ordinaux)
|G| < IGIFA 3 11 peut y avoir égalité, comme on vient de le voir pour ﬁQ, mais
11 peut y avoir aussi inégalité stricte comme le montre lexemple suivant :
soit K ayant trois unités 0,1,2 ; de 0 8 1 i1 y a une infinité de fléches distinc-
tes, par exemple une infinité dénombrable : XgoXosesasX suee 3 de 1 4a21ily a
une seule fleche, soit a, et & part les composés triviaux, on suppose :

P —_B> T~

/ a.x_ = b,
n
X

pour tout n 2 1 ;

~
\\
R,
)/
3
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K est évidemment bien ordonnable, et i1 est clair que

|K| = w tandis gue |K|FA = w1 .

Deux questions naturelles se posent, auxguelles nous n'avons pas de réponse :

1) caractériser les précatégories G telles que |G| = |G|FA
2) caractériser les précatégories G pour lesquelles IGIFA est le bon ordre

décrit dans la proposition 5 guand on prend pour S[A n) des cardinaux.
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4,0, INTRODUCTION.

Ce chapitre contient des résultats généraux concernant les décompositions des
précatégories. Les résultats du chapitre 2 subsistent & condition de remplacer
1'expression "sous-catégorie” par 1'expression "sous-précatégorie stable” ; si
1'on n'exige pas que les facteurs d'une décomposition soient stables la situa-
tion change complétement ; c'est en cela que ce chapitre se démarque du chapitre 2,

tout en le prolongeant.

La recherche des structures libres de décomposition conduit naturellement &
définir les décompositions partielles d'un graphe multiplicatif, ce par quoi nous
commencerons ; on distinguera parmi les différents types de décompositions envisa-

gés ceux qui sont algébriques au sens des triples et ceux qui ne le sont pas.

Lorsque les facteurs d'une décomposition d'une précatégorie ne sont pas sta-
bles, la décomposition peut cependant étre w-stable (on montrera au chapitre 5
que c'est le cas des décompositions de IN et ]VZJ : intuitivement, cette proprié-
té signifie que, par alternance de compositions et de décompositions élémentaires
des éléments d'un chemin composable, on aboutit en un nombre fini d’'opérations &
la décomposition de 1'élément associé au chemin ; la stabilité des facteurs entrai-

ne 1'w-stabilité des décompositions et non 1'inverse.

Enfin, lorsqu’on s'intéresse aux décompositions d'une précatégorie G en un
nombre de facteurs non précisé, il convient de regarder la loi de composition
partielle @ entre parties de G (ayant éventuellement certaines propriétés) défi-
nie de la maniére suivante : B ® A = C si et seulement si (B,A) est une décompo-
sition directe de C ; ce point de vue occupe le dernier paragraphe ; il sera illus-

tré au chapitre 5 par les résultats particuliers concernant les entiers.

4,1, STRUCTURES LIBRES DE DECOMPOSITIONS, (Directes, fortement associatives, sta-

bles etcs.d).

Soit G un graphe multiplicatif (cf. § 3.1) ;

DEFINITION 1 - Une décomposition partielle de G est une application d : G' — G*G,

ol G' est une partie de G contenant Go' satisfaisant les conditions suivantes :
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(DPOJ d(e) = (e,e) , VYe € GO ;
(DP1J si d(x) = [x2,x1J , alors x = Xoe Xy
[DP2] si d(x) = [xz,x1l , alors X4 et X, € G' et

d[x1J = (B(x1l.x1] et d[x2) = [xz.a[le)

La catéﬁorie ]~3

Les objets de jS sont les couples (G,d) formés d'un graphe multiplicatif G
et d’une décomposition partielle d de G ; un morphisme F : (G,d) —s (H,d') est
la donnée d'un foncteur F : G —> H satisfaisant (FxF) o d = d' o F ol
FXF : G*G —> H*H est définie par (F*F)(y,x) = (F(y),F(x)) ; 1'image par F de 1la

source de d est donc contenue dans la source de d'.

DEFINITION 2 - Soit d une décomposition partielle de G. On dira que d est totale

si sa source est égale & G.
On dira que d est directe si elle satisfait 1'axiome d'unicité suivant,

dans lequel on pose d(x) = [xz.x1J :
(U) sixetyeG et si Y,+%, est défini et € G', alors d(y2.x1) = [yz.x1].

Par convention, une décomposition qui est & la fois totale et directe s'appellera

simplement une décomposition de G.

Soit G un graphe multiplicatif ; une décomposition d de G est parfaitement
déterminée par la donnée d'un couple (B,A) de parties de G satisfaisant
i) BnA-= GD
ii) la composition induit une bijection Y : BxA —= G (on rappelle que

BxA = GxG n BxA) ;

c’est le couple (B,A) = [pz.d[G),p1.dLGJ], ol Py et Py sont les projections natu-

relles G*G ——> G ; on posera a p1.d et b = p2.d et B et A s'appelleront les

facteurs de la décomposition d ; on parlera aussi de "la décomposition (B,A) de G"
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Les catégories IDX ﬂ ]DX.

Le symbole X indique des propriétés possibles de décomposition ; par exem-

ple :
X =T signifie "décomposition totale”
X =0 signifie "décomposition directe”
X =Te@ signifie "décomposition totale et directe” (encore appelée
décomposition)
X = signifie "décomposition partielle”

X = FA signifie "décomposition (totale et directe) en sous précaté-

gories”

X =175 signifie "décomposition en sous-précatégories stables”.

Ceci étant, la catégorie ]TJX est la sous-catégorie pleine de D dont les objets
sont les couples (G,d) ot d est une décomposition du graphe multiplicatif G ayant
la propriété X ; quant a ZDX c'est la sous-catégorie pleine de Zﬁx dont les objets

sont les couples (G,d) ol G est une précatégorie.

Extension d'une décomposition partielle de graphe multiplicatif.

PROPOSITION 1 - La catégorie D est a 51. -projections ; une projection de D

dans 51. se restreint encore en une projection de ]Tf)0 dans 51.0 s enfin, si
(6,d)—> (G,d) est un projecteur et si G est un graphe associatif, alors G est

encore un graphe associatif.

¥ Soit (G,d) un objet de D ; posons Gd = G-G' ot G' est la source de d ;
solent a,b,u trois é8léments tels que (x,a), (x,b) et (x,u) ne soient pas éléments

de G, quel que soit x ¢ G. Considérons 1'ensemble G suivant :
G=6 u(Gd x {a})u(Gd x b)u (Gd x (Ul

on le munit d'une structure de graphe multiplicatif de la fagon suivante :

- on conserve la structure de G qui devient un sous-graphe multiplicatif
stable de G ;

- les "nouvelles unités” sont les (x,u), x € G 3 1'élément (x,a) a pour
source d(x) et pour but (x,u) ; 1'élément (x,b) a pour source (x,u) et

pour but B(x) ;
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les "nouveaux composés” non triviaux sont définis par :
x = (x,b).(x,a), pour x € Gd'

Alors, on peut étendre d en une application d: G —>G*G par la condition d'étre

égale a d sur G', et définie ailleurs par :

dix) = ((x,b),(x,a)) .,

dix,u) ((x,u),(x,u)) , (x € G,)

((x,u),(x,a)) ,

d(x,a)

n

dix,b) = ((x,b),(x,u)) ;

le couple (G,d) est objet de :ﬁT et 1'inclusion de G dans G définit un morphisme
(G,d) —> (G,d) qui est clairement un .DT-projecteur : (G,d) est 1'extension libre
totale engendrée par (G,d). Si G est un graphe associatif, il en est de méme de G ;
si d est une décomposition directe, il en est de méme de d, car les seuls composés
(dans G) de la forme (x,aly ou z(x,b) sont forcément triviaux (i.e. : y = a(x),

z = B(x)!). A

Extension d'une décomposition partielle de précatégorie.

Si dans la construction précédente on suppose que G est une précatégorie,
c'est-a-dire (G,d) objet de I, on trouve que G est seulement un graphe associatif ;
si GxG n'est pas trivial, G n'est certainement pas une précatégorie. Il faut donc
poursuivre la construction pour obtenir une IDT-projection de (G,d). C'est ce que

nous allons faire dans la démonstration de la

PROPOSITION 2 - La catégorie ID est a IDT-projections ; une projection de I

dans ZDT se restreint encore en une projection de ]De dans :DTe'

Y On reprend les notations précédentes ; on va construire d'abord 1'objet
[G1,d1] de D engendré par (G,d) ; on peut procéder de deux fagons : 1'une est
naturelle & partir de G, mais nécessite de nombreuses vérifications (gue nous ne
donnerons pas) ; l'autre consiste & oublier G ; elle est longue et artificielle,

mais a 1l'avantage de réduire les vérifications & des évidences.

1ére description de G1. Soit c = (xn,xn_1.....x1) un chemin composable dans G et
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posons c = [y2n,y2n_1,...,y2,y1J ol (y21‘y21-1) = d(xiJ, pour 1 = 1,2,...,n ;

q est un chemin dans G ; soit cé un morceau de Cd’ c'est-a-dire un chemin

(yj,....yil ot [1,3] < [1,2n] ; on fabrique alors le chemin réduit correspondant,

c

la réduction s'effectuant dans G et le résultat de cette réduction ne pouvant

8tre qu'unique ; on obtient un chemin irréductible dans G, soit rc(cé). de lon-
gueur 1, 2 ou 3 ; s'il est de longueur 1 on peut 1'identifier & 1'élément de G
correspondant ; soit G1 1'ensemble des chemins irréductibles obtenus par ce procé-
dé; on définit dans G1 la loi de composition partielle suivante, qui fait de G1
une précatégorie :

soit (r”,r') un couple d'éléments de G1 3 on dit qu'il est composable

s'il existe un chemin composable c dans G et deux morceaux cé et CS

” ' 1] = 1] LU ”
de c tels que g ° ©4 soit défini, r rc[cd). r rC[ch ; dans ce

” L = ” ’
cas r"r rc[cd ° cd).

Il convient de vérifier que la composition ainsi définie dans G1 ne dépend pas
des représentants [c.cé,c;) choisis pour la définir, ce qui conduit & examiner
environ 16 cas ; puis i1 faut encore montrer que G1 devient bien une précatégo-

rie et que celle-ci est la précatégorie libre engendrée par G (cf. § 3.1, prop. 3),
ce qui est fort long.

eme

2 description de G1. Soit Gr 1'ensemble des triplets ((x,a),z,(y,b)) tels que

1

d et x.z.y est défini dans G ; soit Gz un ensemble disjoint

de G:, en bijection avec Gd' 1'élément correspondant a z ¢ Gd étant noté e,.

z2eG, xetye G0 uG

L'ensemble sous-jacent & la précatégorie G1 est la réunion disjointe de G: et de
e
Gdl

On munit d'abord G1 d'une structure de graphe orienté, dont les applications

source et but notées respectivement oy et 81 sont définies comme suit :

e
pour e, € Gd. on pose a1(ez) = 81[92) =8,

- pour t = ((x,a),z,(y,b)) € G:, on pose

[y'aJnya[yan] si Y € GO
a1[tl =

ey siye Gd

’
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((x,a),x,(x,b)) si x € Go
81[tJ =
e, si x € Gd 3

on munit ensuite G1 d'une structure de graphe multiplicatif telle qu'il sera

pratiquement évident gqu'il est fortement associatif :

- le composé ((x',a),z’',(y',b)).((x,a),z,(y,b)) est défini si et seulement
si y' = x d'une part, et si le composé des cing éléments x'.z'.x.z.y est
défini dans G, d'autre part ; dans ce cas, le composé vaut

((x',a),z'.x.2,(y,b)) ;

- le composé [[x,a].z.[y.b)].ev est défini si et seulement si v = y, et

vaut dans ce cas ((x,a),z,(y,b)) ; de méme le composé ev..([x,a),z,(y,b])

est défini si et seulement si v’ x, et vaut dans ce cas ((x,a),z,(y,b)) ;

- enfin e, 8, n'est défini que si v = v', et vaut alors e,

Il est clair que 1'application G —> G, définie par :

1

z ~w((B(2),a),z,(alz),b))

est un foncteur injectif et permet donc d'identifier G & une sous-précatégorie
stable de G1, ce gque nous faisons & partir de maintenant ; on munit G1 de la

décomposition partielle d1 de source G% =Gu GS, définie par :

- d1(z] = d(z), pour z ¢ G', source de d,

_ e
d1(eZJ = (ez,ez], pour e € Gd’

- d1(z] = (((B(z),a),B(z),(z,b)),((z,a),al(z),(al(z),b))), pour z e Gd ;

alors (G,d) est un sous-objet de (61.d1] dans ID, et si d est directe, il est
clair que d1 est encore directe ; bien silr, si d est totale, G, = ¢ et

(G1,d1) = (G,d).

d

Soit alors F : (G,d) — (H,d') un morphisme de D de but un objet de ]DT ;

montrons qu'il s'étend de fagon unigue en un morphisme F1 : [61,d1) —> (H,d') ;
*

a cet effet, remarguons que tout élément ((x,a),z,(y,b)) de 81 s'écrit sous la for-

me 24(x]-1521[y3. od [24’EH) est le couple d'applications de Gi dans G, associé
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& la décomposition partielle d1 (1.8, : d1[t) = (Eh[t)'fh[tljj 3 on doit avoir
F1(z) = F(z), car F1 doit prolonger F ; comme on veut qus F1 soit un morphisme

de D, cela nécessite F1[31(x]) = 3'(F1[x]J = a'(F(x)) et F1(E1(yJJ =

E’(F1(yll ='E'(F[y}) (remarquons que a' st b' sont des applications partout défi-
nies, car d' est une décomposition totale de H) ; enfin, comme Xe.Z.y est défini
dans G, i1 s'en suit que F(x).F(z).F(y) est défini dans H, donc aussi
Ef(F(x]].Ej(F[xJ).F[z).g}(F(yJJ.Ef[F(yJJ. de sorte que la valeur de F1 sur G:

est parfaitement déterminée par :
F1([x,aJ,z,(y.b)J = gf[F(x]].F(z).Ef(F(y]] 3

e .
soit encore e, € Gd 3 on sait que z € Gd

61[94(2]1, d'ol F1[ez) = B(a'(F(z))), car F1 doit &tre un foncteur ; on montre

, donc e, = 61[(z,aJ.a[z].(a[zJ.bJJ =
facilement alors que F1 est bien un morphisme de (G1,d1] vers (H,d').

On achéve la démonstration par récurrence ; en effet, d, est seulement une

décomposition partielle de G1, mals sa source contient G, do;c ce défaut s'effa-
cera a 1'infini ; soit plus précisément [Gn,dn) 1l'objet de ID construit & partir
de [Gn-1'dn-1]' comme (G1.d11 a été construit & partir de (G,d) ; on peut identi-
fier Gn-1 a une sous-précatégorie stable de Gn. de sorte que dn est une extension

de dn- ; prenant la limite inductive de

1

[G,d) — [G1od1] — e > [andnJ — e

on obtient une ZDT-projection (G,,d,) de (G,d), le projecteur (G,d) —le-(q”,q”]
étant défini par 1'inclusion limite des inclusions G —> Gn 3 pour chaque entier
n il existe un unique Fn : [Gn.dn) —> (H,d') prolongeant F, d'oll, par passage

a la limite, un unique F : (G,,d,) — (H,d') prolongeant F ; si d est une décom-
position directe, il en est de méme des dn (par récurrence) et donc de dw, et

ceci achéve la démonstration de la proposition 2. A

Pour tout symbole X, désignons par VX le foncteur d'oubli (de la structure

de décomposition) de IDx vers GFA 3 Nhous pouvons énoncer la
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PROPOSITION 3 - Pour X ¢ {¢,T,®,Te,FA,S}, le foncteur V, a un adjoint & gauche,

X

mals seuls VT et VS sont triplables ; en particulier les décompositions de préca-

tégories en sous-précatégories ne sont pas algébriques au-dessus de EFA‘ ce gui

correspond & la non-triplabilité de VFA'
¥ Soit G un graphe multiplicatif et soit d° la décomposition partielle triviale

sur G, od d° : GO-——» GxG est définie par d(e) = (e,e) ; il est évident que

[G,dol est une structure libre engendrée par G pour 1'oubli naturel de D vers

GM ;3 ainsi, par composition d'adjoints, on voit que les fonéfeurs d'oubli de ibx

Vers GM ont des adjoints & gauche, pour X = ¢, T,® ou T® ; de méme, pour les

foncteurs de ]DX vers G notés V,V_.,V_ et V e} [G,do) est une V-structure libre

engendrée par la précatggorie G et sl [:m,dg)Test la Dy-projection de (6,d%),
c'est une VT-structure libre engendrée par G ; mais comme (G,d°) est directe, il
en est de méme de (Gw,dg], gui se présente donc aussi comme une Vs-ou VTe-struc-
ture libre engendrée par G ; mieux encore, si un composé du type a,(x).a (y) est
défini et appartient & gm[Gw), la construction de G, montre que 1'un au moins des
deux éléments a (x) et a (y) doit &tre une unité ; donc 3,(G) et Ew[Gm) sont des

sous-précatégories (triviales) de G_, de sorte gue [Gw,qgl est aussi une V p-struc-

ture libre engendrée par G ; montrons maintenant que VT est triplable, ce Eui
prouvera du méme coup que V@. VTe et VFA ne sont pas triplables, puisque le tri-
ple associé dans EFA est toujours le méme ; notons-le (( Jo»1,m) ; en un objet G,
on a donc :

i

oo
i —_—
G—-—’Goo‘__- Gocno
m

ot i est 1'inclusion et ol m est 1'extension totale de (Gw.d°]—19—>(sw.q£]. d°
désignant encore la décomposition triviale de G, : montrons d'abord que i, est
aussi 1l'inclusion (naturelle) de G, dans G_.; soit I cette inclusion ; par défi-
nition de i, on a iy = Tei = 1’extension totale de 1'inclusion

Iei : (G,d°) — [Qnu,dgu) ; supposons prouvé que (I°i]n est 1'inclusion de Gn

dans G ,; soit alors ((x,a),z,(y,b)) € Gn ; par définition, x et y € G

+1 n,d’
z € Gn et x.z.y est défini dans Gn 3 par construction (cf. Proposition 2) on a :

Bl (Toi) (X)) (I04) (2).b0 ((Io1) (y))
(0]

(Ie1) ,,((x,a),2,(y,b))

_gwm[x] .z.E:m[y] , par
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hypothése de récurrence ; mais x et y € Gn d < Gn c G, et G, est dans le do-

maine de la décomposition partielle d? de G 40 ce qui signifie que :

®,

anafx) =.37(x) = ((x,a),a(x), (a(x),b))
ot bo{y) = bJly) = ((B(y),a),Bly),(y,b)) ; alors on trouve :

((x,a),alx), (a(x),b)).z. ((B(y),a),B(y),(y,b))

[Ioi]n+1[(x.al.z.[y,b)]

((x,a),z,(y,b)), et ceci montre que

(Ioi]n+1 est encore 1'inclusion ; finalement i, est 1'inclusion et 1 = I. A un
objet (G,d) de IDT correspond une algebre ed : G, —> G, par le foncteur de com-
paraison d'Eilenberg-Moore : ce n'est autre que 1l'extension totale de

(G,d°) -lga»[G.dJ 3 réciproquement, soit 6 : G| ;—%-G une algeébre sur G ; on 1lui
fait correspondre 1'application de =G -E—>G°° -339 G *G, —gzge'G*G 3 si x € Go'
alors i(x) ¢ [GwJO et de[x) = (6o1(x),B01(x)) = (x,x), ce qui prouve que de satis-
fait [DPD). Comme pour tout x ¢ G, on a bolix).a (ix) = ix et que 6 est un fonc-
teur inverse & gauche de i, on en déduit que b(x).alx) est défini et égal a x,
c'est-a-dire que de satisfait [DP1). Supposons enfin que x' = al(x) et prouvons

que de(x'J = (b(x"),alx")) = (B(x'),x') ; on a :

o
x
-
(]
o
—
X
Z
[}

[Gogmoioeogwoi][x). par définition de a,
= [Gogxoemoimogwoi][xJ. parce que i est naturelle,

= [eoewOEmwoichm 1) (x), parce que 6, définit

un morphisme (wa.d:wl —_ [Gw.d:J.
= (Bomoa o1 oa oi)(x), parce que 6 est une algeébre
= [eogmomoimogmoil[xl, parce que m est un morphisme

(6_ ,d°

o
000’ com] —_ (Gw.de aussi,

= teogzoiJ(XJ, parce que mei_ = Id,
= [eogwoi)[x]. parce que d: satisfait [DPZ)'

= alx) = x', par définition de a.
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On prouve de méme les autres égalités, ce qui montre que de est bien une décom-
position totale de G ; elle n'a aucune raison d'étre directe ; d'ailleurs, pour

toute décomposition totale d de G, on voit que :

dg = (8,%6 )ed o1 = doB

oi = d, car 0 i = 1,
d d

d

et s1 6 est une algebre sur G, Bd est 1'unique morphisme [Gw.dg]--+ [G,de)

tel que Gd oi = It:l[3 ; comme Oeoi =6IdG aussi, il suffit de montrer que 6 est en-
6
core un morphisme (Gw.dzl —— (G.de] pour &tre sir que 6 = Bd ; or ceci résul-
¢

te essentiellement du fait que I = 1_ ; en effet :

oo

[6*6)°d2°i°6 (6*0]°d2°6w°1, par naturalité

[9*6)°di°9w°iw, car I = 1

oo

(6%8)ed] , car B,_ci_ = (Bei) =1 ;

o0

ainsi les correspondances va»de et d«~+6d sont inverses 1'une de l'autre et ceci
acheve la démonstration de la triplabilité de V. et de la non triplabilité de Ve'
VTe et VFA' Quant a VS
pas fourni par la construction de la proposition 2 ; une Vs-structure libre en-

T
» 11 admet aussi un adjoint & gauche, mais celui-ci n'est

gendrée par G est donnée par (Gz,dzl ol 62 est la précatégorie des quatuors de G
et d2 en est la décomposition totale définie par :

dz[y.t1.t0,x1 = [[y,B[t1],t0.y.t0J,[t1.x.t1.a[t0).x)] ;

ce résultat, établi pour les catégories au chapitre 2, subsiste ici comme nous
1'avons indiqué dans 1l'introduction : il suffit d'ajouter partout ol cela est
nécessaire 1l'expression "si les composés écrits sont définis” ; en fait [Gz,dzl
apparait aussi comme un quotient de [Qm,d:J. Ceci acheve la démonstration de la

proposition 3. A

Remargues.

(1) La décomposition libre en deux sous-précatégories stables [Gz,dz) a été
indiquée en 3.3; les facteurs étaient désignés T2 et T1. et on a remarqué que
c'étaient en fait des catégories isomorphes aux catégories des fractions a gauche

et & droite de G. Nous tenons & souligner que le seul fait d'imposer aux facteurs
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d'étre non seulement des sous-précatégories, mais encore des graphes stables
modifie complétement la situation : les structures stables "redeviennent" al-
gébriques (triplabilité du foncteur VS) et la structure stable libre engendrée
par G est beaucoup plus "petite” que la structure FA-libre engendrée par G, soit
[Gm.dg] ! On peut retrouver ces résultats en raisonnant sur de bonnes esquisses
projectives des divers types de décompositions introduits ; il convient de des-
siner correctement de telles esquisses ; l'existence et le calcul explicite des

adjoints aux foncteurs V, résultent de la théorie générale des esquisses (exten-

sions de Kan successives?..] ;5 notre procédure n'est finalement qu'un raccourci
agréable ; de plus la triplabilité ou la non triplabilité de certains foncteurs
est un phénoméne qu'on peut "lire” sur certaines esquisses, grice & des théo-
rémes tout & fait généraux, justement applicables ici (dus essentiellement a
LAIR[17]) ; toute la gquestion consiste & trouver de "bonnes” esquisses des struc-
tures considérées ; nous ne le ferons pas ici pour alléger le texte, mais la
possibilité de le faire n'est pas seulement destinée a illustrer les travaux

sur les esquisses (ou & les utiliser) ; elle est aussi la preuve que tout ce

gue nous avons dit dans ce chapitre est vrai de fagon "interne”.

(2) On notera que la structure (Gm,dg] est la plus "instable” qui soit,
puisque les facteurs de la décomposition dg sont des sous-précatégories trivia-
les de G_. Nous allons décrire dans le paragraphe suivant une situation intermé-
diaire entre la stabilité totale [VSJ et 1'instabilité totale [VFA) ;3 11 s'agit
des décompositions w-stables ; la définition précise de telles décompositions
est assez longue ; il y a sans doute des décompositions w-stables libres engen-
drées par les précatégories, mais celles-ci doivent &tre vraiment trés compli-

guées (ici, les esquisses purement projectives ne suffisent plus).

4,2, DECOMPOSITIONS ¥-STABLES.

Dans ce paragraphe il s'agit de décompositions totales et directes, que nous
avons déja convenu d'appeler simplement "décompositions” ; on ne suppose donc
pas a priori que les facteurs d'une telle décomposition sont des sous-précatégo-

ries.
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Les monoides Qn.

Soit Mn le monoide libre & n générateurs TysToseeesT soit p la relation
d'équivalence dans Mn engendrée par les relations élémentaires suivantes :
r2 v or avec 1 = 1,2,...,n
i i ’ » ’ »
(E)

TyTy n Tyry . pour tout couple (i,j) tel que |i-j| 22 ;

On va montrer que cette relation p est compatible avec la composition des mots

et définit donc par passage au quotient un monoide Qn ; pour cela, introduisons

la forme normale d'un mot m € Mn compte-tenu des relations élémentaires (E) :
dans la classe de m modulo p il existe un mot et un seul, soit v(m), ayant la

forme suivante, dite nommale :

V(im) = @ , ° 0 , °cvs0 @ , .
Mk-1"k-1

! > i = -
ou ng 4 ny» pour i 1,2,004,k-1,

et ol on a posé @ , = r_,°r °e..°r , avec n! 2n, ;
n,nj n. i

en effet, en utilisant les relations de commutation, on peut remplacer m par un

mot équivalent mi =m, ° (&) ol a est la lettre d'indice le plus petit figurant

dans m qui puisse venir en derniére position ; appliquant ce méme principe a m,

on peut remplacer m, par un mot équivalent m! = m (B), et m est équivalent a

-]
2 2

mé c (a) = m, ° (B)e(a) ; trois cas se présentent alors, ol 1'on convient que

1'inégalité "B<a” concerne les indices correspondants des lettres a et B :

s

(1) B<a ; dans ce cas B = a-1, sinon B aurait pu &tre placé a droite de o

grace aux relations (E), ce qui contredit la définition de a ;

(ii) B =0 ; dans ce cas m est équivalent a m, o (o) et m, a une longueur

strictement plus petite que m, s

(1ii) B>a ; dans ce cas, on a trouvé le mot ci-dessus désigné par On n qui
n'est autre que © , = (a), et la lettre la plus & droite de O , e;t é .
MM N2:N2
Itérant ce procédé, on obtiendra on n quand, aprés apparitions des (i) et (ii),
11

le cas (iii) se présentera pour la premiére fois ; & ce moment, on obtiendra
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o] en appliquant de nouveau le procédé au mot formé par les lettres restantes

n,,n!

a gauche de(Jn nt ceci achéve de prouver qu'il existe bien dans m mod. p une
1

'
1
forme normale ; l'unicité est & peu prés évidente ; ainsi la relation "m™v m'

N

modulo p" est équivalente & "v(m) = v(m')}" ; identifiant Qn = Mn43 avec 1l'ensem-

ble des formes normales, la composition * dans Qn est définie par :
vimJxvlm) =vommIvim)) = vim'm),

ce qui montre que v définit aussi 1'homomorphisme canonique de Mn sur Qn.

Notons qu'avec n lettres distinctes on peut former exactement 2n-1 formes
normales de longueur n ne contenant gqu'une fois chaque lettre : cet ensemble est
en bijection naturelle avec l'ensemble des applications croissantes f de [ n] dans

[n] satisfaisant f(1) = 1, et pour tout i e {1,2,...,n}, 0 < f(i+1)-f(i)<1 ;

si v=ogo , Ossw0 g , est 1'une des formes normales précédentes, on prouve par
K"k M1
récurrence sur N, guewvoV o.«o\ = vN a la forme suivante, dans Q _, pour N>k-1
— n
N fois
N - L ’ N-K+1 ’ ' '
voo=Ing_qdeng 5] ees [n;[.[n] '[nk-1]'[nk-2] cen [n1] ,

cp+1.n' et ol n = nk est le nombre de lettres

distinctes ; la composition des mots du membre de droite peut étre lue indif-

oll on a posé [p] = G1.p et EET =

féremment dans Qn ou dans Mn ; par exemple, pour n=5, v = r5r4r3r2r1, N =3, on

a

vN = (r5][r3r4r5](r2r3r4r51(r1r2r3r4r5]N-3(r1r2r3r4)(r1r2)[r1].
Dans [B8], nous avons donné une description graphique des éléments de Qn et de
leur composition, dans un réseau plan ; cette description suggére que certains
guotients de Mn' plus généraux que Qn‘ pourraient servir de modéles pour les
configurations stables des molécules (la composition dans le monoide s'inter-
prétant comme une réaction chimique ou une liaison électrostatique, suivie d'un
retour & une configuration stable) ; & cet égard, le modele Qn est bien simplis-
te, quoique suggestif ; les quotients de Mn auxquels nous faisons allusion sont
ceux pour lesquels il existe un algorithme conduisant & une forme normale du type

décrit ci-dessus.
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Opération naturelle des Qn sur les chemins composables d'une précatégorie munie

d'une décomposition.

Soit G une précatégorie, d une décomposition de G et (B,A) le couple de fac-

teurs correspondant ; dans GFA' Hom (G,n) s'identifie & 1l'ensemble des chemins

composables [xn,...,x1] de G ; soit Ln le sous-ensemble de Hom (G,n) formé des
chemins X tels que X(n) €« An B ; si m—»>P est surjectif, Hom (G,s)

Hom (GJ#) — Hom (G,n) envoie Lp dans Ln ; un chemin X de la forme §eos pour un

A

certain couple (§,s), ol s est surjectif et § € Hom (G,p), sera dit p-réductible ;
1'ensemble des chemins p-réductibles de Ln est noté Ln D

; les Ln D forment une
filtration de Ln'

Soit r,
i

r, opere sur

. A = R
M .4 un générateur du monolde libre M,-q 8t s0it X = (x ,.ceux del s

€
X de la fagon suivante :

r.x = [yn,...,y1), ol yJ = xj si j #41i, 1i+1

et [yi+1,yiJ = d[xi+1.xi] ;

il est clair que r.X e Ln’ et de cette fagon Mn opére dans Ln ; d'autre part,

i -1
quel que soit X e Ln’ on trouve :
2 A . N
r.Xx = r,Xx , Vi = 1,2,...,n-1 (& cause de DP,)
i i 3
et rirjﬁ = rjriQ'. Y(i,j) satisfaisant |i-j] 2 2,

de sorte que Qn_ opére dans Ln et cette opération respecte la fibration de Ln

1
par les Ln B Nous pouvons alors poser la :

’

DEFINITION - Avec les notations précédentes, la décomposition d de G est dite

w-stable si elle satisfait la propriété [Pn) suivante, pour'tout entier n > 1

¥X € Ln' YU e Qn—1' p contenant une fois et une seule chaque lettre

ry. il existe un entier N (dépendant a priori de up et de X) tel que
N

U'x soit 2-réductible.

La propriété F’1 est trivialement satisfaite, en convenant que QO = ¢ et P2 résulte
de la définition d'une décomposition ; la propriété Pn n'est consistante qu'a

partir de n=3.
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PROPOSITION - Pour gqu'une décomposition de G soit w-stable il faut et il suffit
que pour tout n et pour tout chemin X € L ,» 11 existe un entier N tel que
[n-11M% soit (n-1)- réductible, od [n-1] = ryr ... _,.

¥ Remarquons d'abord qu'on peut remplacer, dans cet énoncé, le mot particulier
[(n-1] par n'importe quel autre de longueur n-1, ol figure chacune des lettres r
et supposer d'ailleurs que ce mot est écrit sous forme normale. Les conditions
de 1'énoncé sont évidemment nécessaires ; montrons qu'elles sont suffisantes ; si
U e Qn-1 est une forme normale ol figure une fois et une seule chaque r;, on a

vu qu'il existe un entier k et deux éléments M, et My € Q tels que :

n-1’

N u1.[n-1JN'k.u0 , YN 2 K

soit X € Ln ; s'il ex1ste N’ assez grand tel que [n- 1] u X soit 2- réductible,

on en déduit que u KA = U, [n- 1] u X est aussi 2- reductlble, car 1l'opération de
Qn-1 respecte la filtration de L par les Ln B ; reste donc & prouver gue si

pour chaque n, il existe N, tel que [n- 1]NhX501t (n-1)- reductlble, alors il existe

N tel que [n-1] NG soit 2- reductlble. Soit donc N_ tel que [n-11Nn % -

[bn bn—1""'b2’a ) soit (n-1)-réductible ; il est clair que, comme le suggére

la notation, b2 b3,...,bn € B et ay € A ; guitte a augmenter Nn (d'au plus n-2)
on peut supposer que bn-1 = e € GD ; dans ce cas, on trouve :
N +1~ _
[n-11 " X = (Bpeby 5uby gseeeubyiesay)
ce s , . . N
soit i, : L _, -——»Ln,n_1 1'application qui a [xn_1,xn_2....,xk,...,x1l

. S = ' ’ 5 -

fait correspondre (xn_1,xn_2,...,xk,e,xk_1,...,x13, ot e = alx, ) (c'est 1'opéra

teur "face") et soit Gk 1'application partielle de Ln n-1 dans Ln_1 gui & un che-

min [yn,yn_1,...,yk.....y1) satisfaisant Y € GD fait correspondre

[yn.yn_1,...,yk+1.yk_1,...,y13 ; Okiktx] est toujours défini et égal a X et, si
Gk(y] est défini , il est égal encore & y ; on peut écrire

Nn+1~ Nn
[n-1] X =i,0 ([n-11 %) ;

on vérifie facilement qu'en appliquant de nouveau [n-1], on trouve :

Nn+2 Nn/
(n-1] X = izln-2lo__,[n-1]



- 105 -

car 0212 = Id ; de proche en proche, on trouve, pour k < n-1 :

N_+k-1 N
[n-11 " R = ik[n-2]k 2cn_1[n-1] "%

lorsque k = n-1, 1'élément e reviendra a la (n-1]eme place, et en appliquant

o] , 11 viendra :
n-1

Nn+n-2 n-3 Nn
< - - - .
0,-4Ln-1] X = [n-21] Un_1[n 1] "% ;

on établit alors, par récurrence sur p, 1l'égalité :

_ N N_+p(n-2)
[n-2P" 35 41" =06 [n-11 " g 3
n-1 n-1

1'hypothése relative aux chemins de longueur n-1 permet d'affirmer gu'en choiﬁis-

sant p assez grand (de sorte que p(n-3) 2 N _,) le chemin[n-ZJp(n-sJon_1[n-1] ng

N +p(n-2)
sera (n-2)-réductible, et donc le chemin [n-11 " X sera lui-méme (n-2)-réduc-

tible ; en poursuivant, on trouvera bien un entier N assez grand tel que [n—1]N§

soit 2-réductible ; cet entier N ne dépend évidemment que de n et de x. A

Dans les énoncés de la définition et de la proposition on peut remplacer
Ln par Hom (G,n), car lorsqu'on a appliqué une seule fois un élément U e Qn-1 con-
tenant une seule fois chague lettre & un chemin quslconque X, on obtient un
chemin X' e L.

I1 existe des notions "voisines" de 1'w-stabilité, mais qui ne lui sont pas
équivalentes ; par exemple celle-ci : "pour tout X € Ln' il existe un élément
H € Qn—1 tel que UX soit 2-réductible” ; 1'w-stabilité est une notion plus forte.
Nous démontrerons au chaptftre 5 que les décompositions additives des entiers sont

w-stables.

4,3, DECOMPOSITIONS DES PRECATEGORIES B.O. (CAS D' INSTABILITE).

Soit G une précatégorie ; disons qu'une partie X de G est un facteur direct

dans G s'il existe une décomposition de G, dont X soit un des facteurs, 1l'autre
s'appelant alors un supplémentaire de X. Pour les précatégories b.o. nous avons
la :
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PROPOSITION 1 - Un facteur direct d'une précatégorie b.o. admet un supplémentai-

re au plus, de chague c8té ; il peut en avoir un de chaque coté.

Soit G une précatégorie b.o. et soient (Y,X) et (Z,X) des décompositions ;
supposons Y-Z # ¢ ; soit Y, le plus petit élément de Y-Z ; il existe un unique
(z,x) € Z*X et un unique (y,x') € Y*X tels gue Y, = z.x et z = y.x' ; alors

Yo = Yex'ex et y < Y,» car G est b.o. ; on a alors les implications contradictoi-

res suivantes :

y Ay, =VeZ=x"eG etz=y=xeb etz=y =y

= ] = ] = = .
y Yo = x'X € Go = X x' € GO >y z el ;
donc Y-Z = ¢ et de méme Z-Y = ¢, donc Y=Z.

Voici un exemple de facteur direct Y admettant deux supplémentaires (un a

gauche et un & droite) distincts. Soit G la précatégorie ayant trois irréducti-

bles propres x,y,z, les seuls composés non triviaux étant y.x et z.y (cf. la figu-

re) ;

prenons

(G) ////y 2.y Y =G, u {y}

/ X Go uix,z,z.y}

Zz

G, U {z.x,y.x} ;

alors (Y,X) et (Z,Y) sont des décompositions

directes de G, qui est b.o., et Z#X. a

Soit toujours G une précatégorie et (B,A) une décomposition de G.

DEFINITION 1 - On appelle noyaux d'instabilité de (B,A) les sous-ensembles NA et

NB de G définis par :
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{x € A|3x' € A, 3<x.x' € B>}

=2
n

{x € B|3x' e B, 3<'.x € A>}.

=2
]

DEFINITION 2 On dit qu'une décomposition (B,A) est instable lorsque ses noyaux

d'instabilité satisfont NA = A et NB = B.

Remargues.

1) Le sens des composés intervenant dans la définition de NA et NB n'est
pas arbitraire, comme on le verra plus loin ; on aurait pu définir des noyaux
a gauche, a droite et des deux cdtés a la fois, mais nousn’'aurons besoin ici
que de ceux définis plus haut ; de plus, ces distinctions sont sans objet dans

le cas commutatif (cf. le cas des entiers).

2) On a toujours GO c NA c A et G0 c NB c B, et les noyaux mesurent en

partie les défauts de stabilité des facteurs A et B ; méme si NA = NB = GO.

cela n'entraine pas pour autant la stabilité de A et de B dans G.

3) Les propriétés d'w-stabilité et d'instabilité n'ont pas de rapport direct
: on a vu gqu'une décomposition stable était toujours w-stable et on verra plus
loin que certaines décompositions additives des entiers sont instables, bien que

toujours w-stables.

La recherche des décompositions multiplicatives des entiers est équivalen-
te & celle des décompositions additives des ]Vk, pour k 2 1 ; c'est ce qui nous
a conduit au probléme suivant : gquand peut-on affirmer qu'une décomposition d'un
produit de précatégories Gi est un produit de décompositions des Gi ? Nous avons

N

une réponse partielle a cette question (cf. la proposition 2 qui suit) dans 1le

cas des précatégories b.o., ce qui oblige & se restreindre & des produits finis,

en vertu de la proposition 3 de 3.4 ; comme application, nous verrons qu'on obtient
ainsi des conditions nécessaires pour qu'une décomposition de ]Vk. avec k 2 2,

’
soit indécomposable en produit de décompositions des BVK avec k' < k.,

Soit donc G = Gn X Gn_1 XooaX G1 un produit de n précatégories b.o. et (B,A)

une décomposition de G ; nous posons :
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ﬁl = {x € G|xJ € Gy , pour J # 1}
B, = p;(B N Eil, Ay = py(A N E&J
- Mg, A= T a
P 1=1 1
ﬁi = p;1[Bi] n ﬁi et ﬁi = p;1[Ai] n'ai H

pour X € 61‘ on voit que b(x) et a(x) e'ﬁi, car les précatégories Gi sont sans

inverses ; donc la décomposition (B,A) de G induit des décompositions
\

(B n Ei,A n @i) des sous-précatégories'ﬁi de G ; si, lorsque x parcourt Gi’

Ei(X] =p;° alx) et Ei[x) =Py ° b(x) E? dépendent que de X, = pi(xl. alors

(Bi.AiJ est une décomposition de Gi et Bi = B n Gi' Ai

tions et sous cette hypothése, nous pouvons énoncer la

= An Gi; avec ces nota-

PROPOSITION 2 - Si les décompositions [Bi.Ai] sont instables, sauf peut-&tre une,

alors (B',A’') = (B,A) ; ceci signifie que (B,A) est le produit des décompositions
facteurs (Bi,Ai).

Y On peut se restreindre au cas d'un produit G = G2 X G1 de deux précatégories
b.o., car un produit de décompositions instables est encore instable et le résul-

tat s'établit alors par récurrence sur le nombre des Gi'

Commengons par une remarque utile concernant le choix du bon ordre sur G ;
pour une précatégorie b.o. H quelconque on peut toujours supposer que le bon ordre
a été choisi de sorte gue toute unité soit plus petite que les éléments non unités ;
en effet, si < est un bon ordre faisant de H une précatégorie b.o., on définit la

relation <' suivante dans H :

ou bien x <y, avec y ¢ G0 ouU y,X € GO.

x <' y si et seulement si

ou bien x > y, avec y ¢ G0 et x € Go‘

ces deux cas s'excluant mutuellement ; on montre facilement que <' est encore un

bon ordre faisant de H une précatégorie b.o. ; choisissant pour G, et G, de tels

1 2
bons ordres et pour G 1'ordre lexicographique (c'est celui de la proposition 3
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de 3.4), on est assuré que dans G les inégalités strictes suivantes sont satis-
faites :

Vei e G Vx, € Gi—Gi, , 1=1,2 (x2.91) < (82.X1) < (x2.x1] .

i,o’ i o

Pour toute partie E de G, notons Ex ={ye Ely < x} ; il est clair que pour toute
unité e ¢ Go' les égalités suivantes sont satisfaites : Ae = Aé = Be = Bé = Ge H
supposons prouvées les égalités Ax = A; et Bx = B;, pour un x ¢ G0 et soit y le
successeur immédiat de x dans G ; si x ¢ Au B, on a x = b.a avec (b,a) € B x A,
et b et a < x strictement ; d'aprés 1'hypothése de récurrence, on en déduit gue
(b,a) e B' x A’ et donc x ¢ A' y B' et les égalités Ay = A§, B = 89 sont encore

y
vraies puisque Ay = A§ = A etB =B'-= Bx 3 supposons maintenant que x € Au B ;

X y y
il existe un unique couple (b',a') € B' * A' tel que x = b'.a' ; si les inégalités
b' < x et a' < x étaient strictes on en déduirait que (b',a') € B * A, mais ceci
contredit le fait que x € A u B (unicité de décomposition) ; alors x = a' ou b',
c'est-a-dire que x ¢ A' U B' ; supposons x € A ; si xe A’ aussi, on trouve
A =A'=A x} et B, = B' = A ; montrons qu’on ne peut pas avoir x € A n B' ;
v y L u X} v y y q p p
pour cela, utilisons le fait qu'une des décompositions facteurs [Bi.Ai) est insta-
A
: ' i = =
ble ;~supposons gue ce soit [B1.A1J 3 d'abord X4 ¢ G1'0 si non x (xz.x1) € 52
B n 62 et x ¢ An B serait une unité, contrairement a 1'hypothése ; il existe

xi (¢ 81 o] tel que xi € B1. x,i.x1 est défini et élément de A1 ; considérons les

gquatre éléments suivants de G :
X = [xz.x1l 3 x' o= (B(sz.xi] 5y = [a[le.xi.x1J sy o= (xZ.B(xiJJ

on voit que x'.x = y'.y = [xz,x;.x1] 3 compte tenu du choix du bon ordre de G, on
a: xeA, x"eB, ye A, y' € B et ceci contredit 1'unicité de décomposition selon
(B,A) ; on montre de méme que si x € B, alors x € B' aussi, et ceci achéve de prou-
ver que dans tous les cas Ay = A' et B = B; 3 on a ainsi établi par récurrence

y y
transfinie dans G, que A = A' et B = B'. A

Remarques.
1) L'hypothése d'instabilité des décompositions facteurs (sauf peut-&tre une)

est essentielle comme le prouvent de nombreux contre exemples ; voici "le plus sim-
ple” dans I\lz : posons AD = {0,1} et Bo = 2IN (division euclidienne par 2) ; il
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existe une infinité (non dénombrable) de décompositions (B,A) de IN2 telles que
- - 2 22y |
[81.A1] = [BZ,AZ) [BO,AO], et donc (BO,AO] n'est pas la seule possible !

2) On montrera que les décompositions instables (B,A) de IN sont exactement

celles pour lesquelles IBI = |A| = oo,

3) Le résultat pour un produit G1 X 62 subsiste, si, au lieu de 1l'instabilité

d'une des décompositions facteurs, on suppose que NB = B1 et NA = A2. ou encore
1 2

que N = A, et N = B.,.
A1 1 B2 2

4,4, REMARQUES (dans le cas d'un nombre de facteurs non fixé a 1'avance).

Soit G un graphe multiplicatif ; dans 1l'ensemble PD(GJ des sous-graphes mul-

tiplicatifs de G, on définit la loi de composition ® suivante :

B ® A est défini si et seulement si AD = BO et si 1'application de

composition définit une bijection de B * A sur B.A ;

dans la catégorie GM des graphes multiplicatifs, Po[G) est une somme de graphes
multiplicatifs n'ayant qu'une unité. Si G est une précatégorie, PO(G) est encore
une précatégorie : c'est 1'objet naturel & considérer lorsqu'on étudie les décom-
positions de G en un nombre de facteurs non prescrit & 1'avance. Pour des types
particuliers de facteurs (précatégories, catégories, etc...) il convient de con-
sidérer des sous-précatégories de PD(G] : par exemple si G est un groupe abélien
(ou un module) on s'intéresse & la sous-précatégorie S de PD[G]dont les élémnents
sont les sous-groupes (ou les sous-modules) de G. Si G est une précatégorie b.o.,
alors la loi ® est simplifiable (cf. la proposition 1 de 4.3). L'application

G v—> PO[G] ne s'étend pas en un foncteur dans mFA' Remarquons enfin que se don-
ner une décomposition partielle directe revient exactement & se donner un couple
composable (B',A') pour la loi @ de PO(G). Dans 1'étude du cas des entiers, nous

apportons un certain nombre de précisions concernant POEN).

Composés infinis.

Cette notion n'étant définie qu'ad inversible prés, elle n'aura d'intérét
réel que dans le cas des précatégories sans inverses (par ex. : les précatégories

b.o.) ; nous la présentons cependant pour une précatégorie a priori quelconque.



- 111 -

N

Soit G une précatégorie et Dg[G) sa catégorie des fractions & gauche ; soit
'
(xn)nelv une famille d'éléments de G telle que xn'xn;1"'fo soit défini da:s G
quel que soit n ; a [anne]\l correspond un foncteur X : N — D (G), ot N dési-
A
gne toujours la catégorie associée & 1l'ordre usuel de IN : X(n) est 1l'objet
Za)

Xn...XO et 9[n+1.n) = [&[n+1],xn+1,x(nll 3 supposons que'? ait une limite induc-

A -~ -z
tive naturalisée [x'(yn)ne]VJ ouy, = (X.Yn.X[nJ) ; alors X peut étre appelé

"produit infini’ des Xn dans G ; il n'est défini qu'a inversible prés ; on posera
o]

X =1 Xn ; pour l'associativité mettant en jeu un composé infini, on doit alors
0

distinguer trois genres de composés : soit XD,X1,...,Xn,... une suite infinie

d'éléments de G ; peuvent &tre définis :

o]
1) le produit infini I'Y_oG [ Y_ = X_ pour p >n
NP p p
et Yn = Xn...XD
[ ]
2) le produit fini (T X ).X ..eX,.X
n 10
n+1
[ ]
3) la produit infini 1T Xn 3
0

1'associativité s'exprimera en disant : si 1'un des composés du type 1) ou 3) est
défini, les deux le sont et sont égaux ; si le composé du type 2) est défini, les
deux autres le sont et sont égaux. A partir de 1a, on peut donner un sens & l'asso-
ciativité, dans le cas général, mettant en jeu des composés infinis ; intuitivement,
cela correspond & pouvoir déplacer vers la droite toute parenthése située & droite

d'un composé infini.

On peut assouplir la définition de composé infini en la relativisant ; il
est parfols nécessaire de le faire ; par exemple, si G est l'ensemble des sous-
groupes d'un groupe abélien M, les sommes directes gquelcongues de sous-groupes de
M ne sont pas des limites inductives dans Dg(G] 3 s1 1'on veut les regarder enco-
re comme des composés dans G, il convient d'introduire le foncteur d'oubli de
Dg(G] vers Ab (catégorie des groupes abéliens), qui "oublie le facteur supplémen-
taire”. D'une fagon généralses, si ¢ : Dg[GJ-——+ € est un foncteur tel que LP'G

soit une bijection et que ¥ refleéte les inversibles, on pourra définir le produit
oo

infini HQ XrI relatif & Y comme étant égal a W-1(L], ot L est une limite inductive
.0
de Y.X.
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5.1, L'ENSEMBLE ORDONNE P_@N)-

Ici, nous sxcluons de POGNJ 1'616ment ¢ qui est sans intéré&t ; donc
POCN] = {X c]\l|0 € X} 3 la loi de composition dans PDCN). définie en 4.4 est
notée additivement :

X © Y est définl si et seulement si 1'addition définit une bijection
de X x Y sur X + Y

muni de cette 1loi, PDGV) est une précatégorie commutative, simplifiable, & une
seule unité, soit {0} ; la catégorie Dg(PDUN]J est un ordre ; si X est facteur
direct dans B, il n'a qu'un supplémentaire possible, soit A, et on écrira indif-

féremment :

- B =A@® X, donnant ainsi la préférence a e

- A -59-8. donnant ainsi la préférence & l'ordre ;
P,IN) a un plus petit élément : {0} ; par contre, PDCNJ n'a pas de plus grand
élément ; N est maximal, mais 11 existe une infinité (non dénombrable) d'é&léments

maximaux distincts.

Irréductibles.

Il s'agit des irréductibles propres pour la loi @ ; ce sont aussi les atomes
pour la relation d'ordre. Il est clair que tout A de cardinal premier est irré-
ductible ; mals cette condition n'est pas nécessaire ; pour chaque entier n, il

existe une infinité d'atomes A de cardinal n ; voici deux types d'exemples :
Nn = {05N,N*1,N+2)001,N*n-2} » VN > n

A = {0.51.52.33...-.an_1} , avec a, '+ a <aj, s ¥l21.

i+1

Désignons par Sn 1'ensemble {0,1,2,...,n-1} ; Sn est irréductible si et ssulement

si n est premier ; en effet si n n'est pas premier on peut décrirs explicitement
o

toutes ses décompositions : soit n = p11...p‘:k la décomposition de n en facteurs

premiers distincts ; posons m = OH + 05 toeat aI\ et soit a = [q1.q2....,qm] un

arrangement des facteurs premiers picomptés avec leur multiplicité, i.s. est

93
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un des Py et Py intervient exactement oy fois dans a 3 posons encore
dj = n/q1q2...qJ ; on fait correspondre a a la décomposition suivante de Sn en

facteurs irréductibles :

S =4d, S ® d, S ® ... #d, S ©® ... ®d S ,
" Pu 2 P I Py ™ PU(m)
ol H(j) est 1'unique entier compris entre 1 et k tel que qJ = pu[J) ; on démontre
gue ce sont les seules décompositions possibles de Sn en facteurs irréductibles ;
il y en a donc autant gue d'arrangements ¥ des facteurs premiers de n; par exemple,
pour n = 12, il y a les trois arrangements (2,2,3), (2,3,2) et (3,2,2) auxguels

correspondent respectivement les trois décompositions de 812 suivantes :

512 = 552 ® 352 ® 83 = 682 ® 283 @ 52 = 483 ® 282 @ 82 .

Pour tout A fini il existe des décompositions en facteurs irréductibles ; il n'y
a pas unicité comme le montre l'exemple précédent ; on peut étre tenté de croire

cependant que, modulo une division, il y a unicité (pour S,.,, on trouve toujours

12

deux fois 82 et une fois 83 !) ; mais ceci est faux comme le montre 1'exemple sui-

vant, dans lequel les deux décompositions en facteurs irréductibles de A sont

"incomparables” :

>
u

{0,1,2,3,4,6,7,8,9,10} = Syq " {5} ;

= {0,1,2,3,4} @ {0,6} = {0,1,4,7,8} @ {0,2} ;

>
!

Pour A infini, il convient d'introduire les composés infinis dont on a parlé en
4.4 ;5 nous y reviendrons plus loin ; donnons seulement ici des exemples d'irréduc-
tibles infinis ; mieux encore, voici une infinité (non dénombrable) d'irréducti-
bles qui ne sont diviseurs propres d'aucun autre élément (i.e. : atomes isolés,

du point de vue de l'ordre) : soit (po.p1....] une suite infinie d'entiers telle

que :

Po © 1 st Pee1 > Pk * k , Yk 2 0 ;

alors A = {pk + j|0 < § < k} est un atome isolé.
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Caractérisation des é&léments maximaux.

Soit A € poEN] 3 définissons Ad comme étant 1'ensemble des différences

a'-a 2 0 d'6léments de A ; alors A est maximal si et ssulement si Ad = NN.

Composés infinis-Limites.

Comme pOENJ est ordonné, on parle en termes de sup. ou de inf. ;3 remarquons
d'abord que mé8me si A @ B est défini (c'est un majorant commun de A et de B) il
n'en résulte pas que sup (A,B) existe ; prenons, par exemple, A = {0,2,4} et
B = {0,3} ; alors A® B = {0,2,3,4,5,7} ; supposons que S = sup (A,B) existe ;
alors S doit 8tre facteur direct dans A @ B, donc |S| divise 6 ; mais |S| = 6
car A et B sont facteurs directs dans S ; donc S = A @ B ; or ceci n'est pas pos-

sible car S n'est pas facteur dirsct de S_., qui est un majorant de A et B |

6
Inversement le sup. peut exister sans que la somme soit définie ; 1l'exemple le
plus simple étant : sup (A,A) = A tandis que A @ A n'est pas défini si A # {0} !
Cependant, il y a un lien entrs A ® B et sup. (A,B), qu'on a remarqué dans 1l'exemq

ple ci-dessus :

PROPOSITION 1 - S1 A ® B et sup (A,B) existent, ils sont égaux.

V En effet S = sup (A,B) doit 8tre facteur direct dans A ® B ; soit X tel que
S® X =A®B; solent aussi A' et B' tels que A® A' = B@®B' =S ; X®A' est
défini et égal & B, car @ est simplifiable ; de méme X ® B' est défini et égal
& A ; alors X est contenu dans A n B = {0}, donc S = A @ B.A

Remargues.

On pourrait croire que si A et B ont un majorant commun et si A n B = {0},
alors A @ B est défini ; il n'en est rien comme le prouve le contre-exemple sui-

vant, qul est sans doute le "plus simple” :

A = {0,3} et B = {0,1,4,5}
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A et B sont tous deux facteurs directs dans S et pourtant A ® B n'est pas

24
défini, sinon 4 aurait deux décompositions. Remarquons ici que sup (A,B)
n'existe pas non plus ; en effet, A et B sont aussi facteurs directs dans

517 - {8} :

{0,3} ©{0,1,2,6,7,11,12,13} = {0,1,4,5} & {0,2,9,11}

si S = sup (A,B) existait, |S| serait un diviseur de |S17 - {8}] = 16 ; mais
il est facile de voir que S doit nécessairement contenir {0,1,2,3,4,5,6,7,9,10}
par exemple ; la seule possibilité serait S = 817 - {8} ; ceci est absurde, car

S doit eétre facteur direct dans 824 et 16 n'est pas diviseur de 24.

On pourrait croire alors que A ® B n'existe pas justement parce que sup (A,B)
n'existe pas ; il n'en est rien comme le prouve le contre-exemple suivant, qui

est sans doute le "plus simple” :

A, = {0,3,6} et B, = {0,1,4,5,8,9} ;

1
on a bien : A, nB, = {0} ; A, ® B, n'est pas défini, sinon 4 aurait deux décom-
positions distinctes (7,8 et 11 aussi) ; par contre sup [A1,B1J = 838 (on montre,

par forcing, que le sup. doit contenir S et comme A1 et B1 sont facteurs directs

36
dans 836‘ le sup. ne peut &tre que 838 3 toujours par forcing, on établit que
tout majorant commun de A, et B, est de la forme Sy, @ X ou X = {xo.x1.x2,...}

est fini ou non et satisfait X, = 0 et X+ 1 P X * 36, Yk =20).
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Terminons ces remarques en notant qu'il existe bien des couples (A,B) tel
que A ® B soit dé&fini et égal & sup. (A,B).

PROPOSITION 2 - Les composés infinis existent dans PDCN] et la lol ® est encore

assoclative lorsqu’on introduit des composés infinis.

’ =
¥V Soit (An)n une suite d'éléments de PDGN) telle que Bn A0 ® A1 ®...0 An

eN

existe pour tout n ; pour tout I < N, posons Z Ai = {x = z Xy . avec ik el
iel i k
et Xy € Ai } 5 si I est fini, on voit facilement que e Aikest défini et égal
K k iel
8 ] A, s dans tous les cas, l'écriture d'un &lément de } A, sous forme
i€l 1 iel i
Z Xg, avec x, e Ai' est unique d'aprés 1'existence des B_ (prendre n assez
iel [ ) oo n o
grand) ; il est clair que U Bn = Z An et que Bn est facteur direct dans U Bn avec
0 0 © 0
pour supplémentaire Z An' 3 reste & prouver que Z An = sup [Bn) 3 supposons
n'sn 0 neN
donc que chaque Bn soit facteur direct dans un certain C, soit C = Bn ® Cn 3
[+ o]
alors U Bn est encore facteur direct dans C et son supplémentaire est 1'ensemble
oo 0 o o
N Cn ; en effet, il est clair que [L)Bn) + (N CnJ c C; d'autre part, si x € C,
0 0 0
il existe pour tout n un couple (bn.cn] € Bn X Cn unique tel que x = bn + c, i

comme le nombre de décompositions additives de x est fini et que les Cn forment

une suilte décroissante, on voit qu'il existe un entier n, pour lequel
(- <] (<]

-]
c erﬂ Cn et ceci prouve que C est biesn la somme de U Bn et de N ; cette som-
0 0

n Cn
X 0
me est directe parce que les sommes Bn + Cn le sont. L'associativité est immédia-
te ; ajoutons qu'ici la parenthése située & droite d'un composé infini peut se

déplacer a gauche comme & droite. A
Comme application de cette proposition, énongons la :

PROPOSITION 3 - Tout é&lément A € POCNJ est facteur direct dans un &lément A

maximal, au moins.
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V¥V En effet, soit d1 le plus petit élément de N - Ad (si Ad = N, A est lui-mé-
me maximal) ; alors A1 = A® {0,d1} est défini ; supposons An défini et définis-
het " An [ {D'dn+1} ou dn+1 est le plus petit élément de NN - An,d

exister) ; si pour un certain n on trouve An q4° N, alors An est maximal et A

sons A (supposé

est facteur direct dans An ; si au contraire le processus ne s'arréte pas, on

passe a la limite ; d'apreés la proposition 2, A est facteur direct dans
=]

(o]

A =U An =A® z {D.dn} = Ao (© {O.dn}] ;3 on remarque alors que la suite des d
n 1 1

est strictement croissante ; supposons que A soit facteur direct dans B, soit

B=A®Xavec X # {0} ; soit x € X, x # 0 ; il existe un entier n tel que
dn < x < dn+1 ; par définition de dn+1' x é¢IN - An,d' donc x € An,d’ c'est-a-dire

que x = aa - an. avec a, et aa € An 3 on trouve alors x + a, = aa ; or ceci est

impossible, car aa aurait deux décompositions distinctes relativement a

B=(ZA) @ X ; donc X = {0} et A est bien maximal. A

Remargues.

Méme si A est infini, il se peut que 1'élément A construit par le processus
ci-dessus ne soit effectivement obtenu gqu'’au bout d'une infinité d'opérations

® {D’dn} ; par exemple A = {0,1,2,6,...,n!,...} et, dans ce cas A n'est pas égal

x

a IN (7 ¢ A) et d'ailleurs A ne peut 8tre facteur direct dans N ; nous n'avons

pas de critére permettant de caractériser tous les éléments maximaux supérieurs

a un élément A donné ; remarquons simplement que deux éléments K1 et A2 peuvent

étre maximaux, avec A1 c A2, et contenir un facteur direct commun A infini ;

voici un exemple : K} = {0,p,p*1,p+2,...} avec p > 1 et FE = N ; 1'élément

A = pIN est facteur direct dans FA et Ké qui sont tous deux maximaux ; on peut

méme construire des exemples avec F'-K1 infini ! Notons enfin que tout A € POUN)

2
dont le complémentaire dans IN est fini est maximal. Le probléme des décomposi-

s

tions de IN est exactement celul qui consiste & trouver tous les A tels que

A = N ; c'est la recherche des prédécesseurs de N dans 1l'ensemble ordonné

POGV] ; la méthode utilisée est applicable, avec des modifications évidentes, a
toute partie A deN , méme infinie : elle consiste en un forcing mettant en jeu
1'addition, 1'ordre et 1'unicité de décomposition ; en celd elle différe de la
méthode de N.G. de BRUIJN, qui utilise explicitement la division euclidienne ;
nous utilisons aussi la division euclidienne, mais en tant qu'outil simplificateur

et non en tant gu'argument essentiel.
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5.2, LES DECOMPOSITIONS DIRECTES DE IN.

Soit (a1.a2....,an,...l une suite de nombres entiers 2 2, limitée ou non ;
posons b1 = a1. b2 = a2.a1,...,bn+1 = an”.an...a1 = an+1.bn, etc... 3
B = {b1.b2.....bn,r..} est appelée "base généralisée” (les bases ordinaires cor-

respondent a a, = ct®) ; tout nombre entier s'écrit de fagon unique dans B sous

la forme suivante :

X = z Xn bn , avec 0 < x, < a 3
n

n+1
si la suite des an est limitée a ag ., On pose par convention as+1 = o ; soit
[Bk]keK une partition de B telle que bn € Bk => bn+1 ¢ Bk 3 alors, il correspond

&4 cette partition de B la décomposition directe de IN suivante :

N= o A ,olA ={x-= ) X bnlxn =0sib ¢ B}
keK n

PROPOSITION 1. Toute décomposition directe de IN est du type décrit ci-dessus.

¥V Soit IN= @ A une telle décomposition ; il existe k0 € K tel que

k
ke K
1 ¢ Ak ; si IN = Ak , 11 suffit de prendre a = ® ; supposons donc N - Ak £ ¢
0 o} o}
et soit b1 = inf EN-Ak )} ; supposons définie la suite des bn Jusqu'a bm' avec les
o
propriétés suivantes :
1) vp < m, bp eLﬁ A et bp/bp_1 = a, est un entier 2 2 (b_=1],

ii) vp < m, bp € Ak =) bp+1 ¢ Ak'

111) A n [0,b [ = {x = ]

Ih <m, b
h .

€ Ak. 0<x_<a_ .}

*h By h h h+1

nous posons Mk = {p < m|bp € Ak} 5 soit jJ € K 1'indice pour lequel bm € AJ ; tout
x < b_s'écrit de fagon unique Z b,, avec x_ < a , de sorte que les compo-
m h<m h h h+1

santes X k] de x selon la décomposition donnée sont les suivantes :

*h

]
X
o

*[k] ©

pour tout k € K, nous posons C = Z (a
hel"lk

h+1-1] bh 3 Cy € Ak d'aprés iii) et
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puisque Z c:k = bm-1. 1'unicité de décomposition selon les Ak prouve que
c, = (b 1)

k m “[k]°
Prouvons d'abord que les successeurs immédiats de bm dans Aj sont tous les
nombres de la forme bm + A, avec A € Aj et A < cj ;3 supposons ceci établi
VA < u < cj avec A et u e Aj et montrons que bm + U € Aj 5 pour x < u, on voit

que

x[K] si kK # j

[bm+x)

(k]

= , . <b_+ t 616 de A, ;
[bm+xJ bm + x[j] car bm + X ot Mesté ément de j

(5] J]

cecl prouve que le successeur de C dans Ak est nécessairement plus grand ou égal

a bm + U, pour k # j ; supposons bm + U € Ak’ avec kK # j ; soit p = hgm M, bh'

n

; posons alors | Y ﬁh by, ol ﬁh est tel que

heM,

que M, + U_ = a ; 1'hypothése (ii) entPafne alors que W+ M= ) b a une
h h h+1 hem h+1

composante nulle dans Aj' de sorte que 1'élément bm U+ u apparaitjavec deux

avec 0 < uh < ah+1

décompositions possibles :

L] [bm + U + U][K] = bm + U ’ [Dm+u+u][j] = u

] [bm + U +u)[k,] = (u + “][k'] pour k' # j et (bm + U+ u)[jJ = bm ;
il résulte de ceci que (bm + uJ[K] < Cy - Yk # j ; si on avait aussi (bm + u]fjJ <

Cj' celd entrainerait, par addition : bm + y < bm -1, ce qui est absurde ; donc

> i . :
[bm + u][j] > bm‘ gui est le successeur de Cj dans Aj 3 ainsi (bm + u][ est de

Jl
la forme bm + A, avec A < p; si A <y, 1'hypothése de récurrence prouve que

AeA,, ainsi que b_ + X, et alors U = z (b + u) + A apparait avec deux
J m KF ] m [k]
décompositions possibles ; donc A = y et [bm + u][j] = bm + U € Aj' ce qui achéve

de prouver le point .

Soit Q = {p € ]N|qbm € Aj' Vg < p} 5 Q n'est pas vide puisque 1 € Q, par hypothé-
Se ; on prouve comme dans [j] gue si p € Q, les successeurs immédiats de pbm dans
AJ sont les nombres pbm + X\, avec A < cj et A € Aj (récurrence sur p) et que les

m

composantes d'un y = pbm + x avec x < b_ sont données par :
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YEk] = X[y Pour kA

et y[j] = pbm + x[j] 3

deux cas se présentent alors concernant Q :

b

ler cas : & # N ; alors on prend 8+ sup (R) + 1 et bm+1 = 81Pn
2éme cas : € = N ; alors on prend et - © et la démonstration de la récurrence

est achevée (les vérifications des points i), ii) et iii) au cran m+1 sont tri-

viales). A

Remarque.

On peut fabrigquer des décompositions e AK de NN pour lesquelles
keK
- K est infini et chaque Ak est fini,

- K est infini et chaque A, est infini,

Kk

- K est fini et un seul Ak est infini etc...

Les cas ou la suite [bn] est illimitée correspondent & K infini, ou bien

a K fini, avec deux facteurs au moins infinis.

Cas particulier des décompositions en deux facteurs.

Soit IN = A @ B une décomposition de N en deux facteurs ; on supposera que

1€ A; d'aprés ce qui précede, il existe une suite [b1.b2,...,bn] telle que

b2p € A, b2p+1 € B et

A= {x = g X2 bzplO < X0 < 62p+1}

B={x = g X2p+1 b2p+1|0 < x2p+1 < a2p+2} '
ol on a posé, comme ci-dessus, A 41 © bn+1/bn ; 1'un au moins des deux facteurs
est infini ; les deux peuvent &tre infinis ; si a2p = o, B est infini ; si
a2p+1 = o, A est infini ; et si la suite des a, (ou des bn] est illimitée, A et

B sont infinis. Nous pouvons énoncer la :
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PROPOSITION 2 - Soit (A,B) une décomposition de N ; les noyaux d'instabilité

sont donnés par :
= {x e Al3y € B, y > x} et Ng = {x eBl3y e A, y > x} ;
en particulier (A,B) est une décomposition instable si et seulement si |A| = |B| ==,

Y Par définition de NA (cf. § 4.3), la condition x € NA entraine 1l'existence
d'un y € B satisfaisant y > x ;nréciproquement soit x e A, x # 0, ety e B, y > x ;

on peut écrire x sous la forme Z X, b et supposer X0 #0 ; si b2n+1 = ©, gn

10 k ~2k
voit que tout y € B s'écrit g yK 2k+1 ° mais alors :
n-1 2n-1
vs Llay D by s L (e )b = by - b <,

0

ce qui contredit l'existence d'un y € B satisfaisant y > x ; donc b2 < o ; alors

3

o

+1
n n
on considére x = g (a2k+1-xkl b, 3 on volt que x + x = ) 3k+1 Pok % bosq € B

et comme X € A, on a bien x € Nyo &

I1 ne semble pas qu'on puisse établir directement le résultat suivant, dont

1'énoncé est pourtant simple, sans utiliser la proposition 1.

PROPOSITION 3 - Tout facteur direct de IN définit une sous-précatégorie de IN
(pour 1'addition).

¥V Soit A un facteur direct de N et B son supplémentaire ; on peut supposer
que 1 € A, c'est-a-dire qu'en reprenant les notations du début de ce paragraphe,

on a :

A= {x = z 2p 2p|0 < x2p < 62p+1} ;

p

on doit prouver que si x, x', x", x+x' et x+x'+x" € A, alors x'+x" € A encore.

' = ’
A cet effet, remarquons que si x z x2p 2p et x % x2p b2p' avec
< ' < ’ ]
0 x2p. x2p a2p+1. et si x+x' € A. alors on a obligatoirement x2p+x2p < a2p+1.
’ = ’
Vp, ce qui signifie encore que (x+x ]2p x2p + xzp. Vp.

En effet, si on avait x_ +x' 2 a » On déduirait des inégalités suivantes :
2p "2p 2p+1
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< "<
a2p+1 x2p+x2p 262p+1

1'égalite :

) b = b +rb avec r < a

’
(x5p*%2p3 Bop = bopeq * Tbyy p < ¥pe1

qui montre clairement que x+x' ¢ A puisque [x+x']2p+ = 1 et que la décomposition

1
de x+x' est unique. Appliquant cette remarque au couple (x,x'), puis au couple

(x+x',x"), on en déduit que pour tout p on a :

L 1] < ;
*op T X2p T %2p < ¥p+1

2p < a2p+1 A

ceci entraine que x'+x" € A, car [x'+x”]2 = x! +x

X
p 2p

Remarque.

Cette proposition n'admet pas de réciproque ; il ne suffit pas que A soit
une sous-précatégorie de IN pour que A soit facteur direct dans NN. Notons aussi
que si A est facteur direct dans N, et si x ¢ A et x' € A, il est équivalent de

dire "x+x' € A" ou bien "[x+x')n = xn+x6, vn".

Voici maintenant une caractérisation des facteurs directs de NN ;5 pour
A € POGN]. définissons par récurrence sur n, & partir de AO = A, les ensembles et

les nombres suivants :

A = A + {D,x1....,x

he1 4} ol x = inf IN-A ),

n+ n+1

et en convenant de poser inf (¢) = O.

PROPOSITION 4 - A est facteur direct dans IN si et seulement si, ¥Yn 2 1,

A® {0.x1,x2,...,xn} est défini et A, contient le segment [D,xn] ; dans ce cas,

le supplémentaire de A dans IN n'est autre que B = {U.x1.x2,...,xn,...}.

¥ Supposons d'abord que A soit facteur direct dans IN et soit B son supplémen-
taire ; la proposition 1 montre que B est justement 1'ensemble {0,x1.x2,....xn,...}
de sorte que A @ {D,x1,x2.....xn} est défini ; 11 contient [U.Xn] (ceci s'établit

par récurrence par exemple).



Montrons gue les conditions de 1'énoncé sont suffisantes : supposons qu'il

existe un plus petit entier n 2z 1 tel que X, = 0 ; alors IN = An-1 et A est bien
facteur direct dans IN avec {0,x1,x2,....xn_1} pour supplémentaire (convenir que
Xy = 0 sin=1); supposons X # 0, ¥n 21 ; alors A + {D.x1,x2,...,xn....}

est une somme directe et vaut IN ; en effet, si x ¢ N s'écrit x = a,; * X, =
1
a2 + xi , avec a1 et a2 € A, il suffit de choisir n 2 sup [11,i2J et d'appliquer
2
l'hypothése que A @ {D,x1,....xn} est défini pour voir que a; = a, et X;ooE X
tout x se décompose bien en a + X.» avec a e A, car il suffit de choisir n asséz

grand de sorte que X > x et d'utiliser 1'hypothése An > [D.xn]. A

Remarqgue.

En général, la somme An + {U,xn} n'est pas directe ; elle l'est si et seulc-
ment si x, est un élément de la base généralisée associée a la décomposition (3,A),
donc pour une suite d'entiers, soit n1 =1, n2,...,nk,... définie par :

X, = Dﬁk 40 €N supposant ici que 1 € A ; les autres éléments de B
Oh-

sont don: Jonnés par :

xrn+=r.xn+x »

¥r e [0‘32k-1[’ Yp € [O,nK[ ; remarquons que xnk+1/x ) - a

LES DECOMPOSITIONS MULTIPLICATIVES DE N,

ur
W

N* =N - {0} est muni de sa structure de monoide multiplicatif.
Soit U 1'ensemble des ensembles finis de nombres premiers, ordonné par 1'inclu-
sion ; on note encore ( la catégorie correspondante ; & un objet J = {p1,p2,...,pr}
faisons correspondre 1l'entier ordonné [r] ; soit J' —> J un morphisme ; on suppo-

se que
J. = {Q1‘q21"'lqs} Et ‘J = {pzllpzl"'lpr} ’

avec a, < q2 <uiea< qs' et Py < p2 <...< pr ; on fair correspondre & J' —> J

1'applicatior croissante i [s] —> [r] définie comme suit : pour

J',J
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ke {1,2,...,s}, il existe un unique entier 1 tel que P, = g, i on pose

iJ,‘J(k) = 1.

Définissons alors le foncteur S : & ———»GFA
13

correspondre IN ; et s1 J' —= J est un morphisme, 1l'application

suivant ; & un objet J, il fait

’
SJ, 3¢ ZN‘J ¥———¢ EHJI correspondante est définie par :

SJ,.J[m1.m2,...,ms] = (nq.nz.....nrJ, ol, avec les notations préceé-

dentes, ny = m sil =1 J(K] et n, = 0 sil ¢ 1J,'J[[5J] : c'est bien un homo-

J’, 1
morphisme entre monoides.

Soit alors (B,A) une décomposition (directe et totale) de nN* ; soit
n n
1 r

J = {pq,pz,...,pr} un objet de & ; tout entier py +--p, doit s'écrire de fagon

unique sous la forme a.b, avec a ¢ A et b e B ; a et b sont donc de la forme

a1 a b b
a = p1 ...prr et b = p1 ...prr , avec

n, = a,+tb, , n_ = a,+b

> > 2,....nr = ar+br'

Ainsi & J correspond une décomposition (additive) de HV'JI, soit [BJ.AJ) = dJ ;
on a posé
a a
AJ = {(31,62.....ar]Ip11...prr e Al
b b
BJ = {[b1.b2,....br]|D11...prr e B}

Soit maintenant J' —> J un morphisme de C ; montrons que 1'application

SJ, 3¢ ]VIJ | — IVIJ] définit en fait un morphisme de —_— clJ dans la catégorie
DTQ .
En effet, soit Em1.m2.....msl eIN‘J | et soit
= ) ' ’ ' ' '
(m1'm2‘...‘msl [a,llazl-lc,as] + [b1‘b2.--|‘bs]

sa décomposition selan dJ, ; 1'élément [n1,n2....,nr), image de (m1,m2....,msl

par S 37 doit se décomposer selon dJ de la fagon suilvante :

J“
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[n1,n ..,nr) = (a,,a ,...,ar) 4 [b1,b

4285 ..br). ou

20" 50

(a1,a2,...,ar) = SJ,'J[aq,az....,aS)
et (bysbyseeesb ) = Sy, j(blubY.eee,D )
en effet, si 1 ¢ iJ, J[[s]], on an; = 0 et donc ay © bl = 0 aussi ; par contre
si 1 = iJ,’J(k], alors ny = m = ag + bK 3 mais a = & et bk = bl' parce que

la décomposition en facteurs premiers est unigue. Nous noterons D : o — IH@

le foncteur qui viertd'@tre décrit ; si V IDT@ —_— GFA est 1'oubli naturel,

Te

D est un relévement de S, c'est-a dire gue VT@ o D= S.

*
PROPOSITION La correspundance ainsi définie entre décompositions de IN et rele-

vement de S dans ]DT@ est une bijection.

Vv Il est clair qu'elle est injective ; montrons qu'elle est surjective ;

soit 0 : & — ﬂjT@ un foncteur satisfaisant VT@ o 0 =203 ; on définit la décompo-

sition (B,A) de W* suivante

n n
A = {p11...prr[[n1,n2,....nr) € AJ}

n, n.
B = {p1 ceePL |[n1.n2,...,nr] € BJ}, ou

|3]

(BJ.AJ] = dJ est la décomposition de IN

J = {p,]lpzl'"npr} H

donnée par D(J), avec

n n a a b1 b

tout entier n # 0 s'écrivant sous la forme p11...prr = p11"'prr'p1 P ou
(n,,ee.,n ) = (a,,e..,a ) + (b,,...,b ) se décompose bien en un produit d'un

1 r 1 r 1 r N n
élément de A et d'un élément de B ; si n = a.b = a'.b' = Py ...prr, avec a,a’' ¢ A

r

et b,b' € B, il est clair qu'en introduisant éventuellement des "exposants U" dans
1'écriture en facteurs premiers de a,a',b et b', on peut supposer que ces quatre
nombres sont de la forme p:1.p;2...pir et 1'unicité de décomposition relative a
dJ prouve alors que a = a' et b = b' ; donc (B,A) est bien une décomposition de

N*, a laquelle correspond évidemment le relevement D de S dont on est parti. A
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Ainsi le probléme de la détermination des décompositions directes multipli-
catives de IN* est ramené & celui de la détermination explicite des décompositions
additives des ﬂVr, pour r > 2 ; nous allons traiter le cas r = 2 par une méthode
qui, a 1l'évidence, a une portée plus générale ; la difficulté pour r > 2 consiste
a déterminer, pour les décompositions non triviales de ]V% les noyaux d'instabilité,

ce qui est un probléeme d'arithmétigue assez difficile.

5.4, DECOMPOSITIONS ADDITIVES NON TRIVIALES DE mz.

Cas de trivialité.

Soit (B,A) une décomposition de BVZ ; on désigne par (b,a) le couple d'appli-
cations de INZ dans BVZ correspondant ; donc, pour tout x EZNZ il existe un unique

couple (b(x),a(x)) € B x A tel que x = b(x) + alx) ; nous posons

sy
n

Bn N x {0}) , A An N x {0}) et

1

us]
1]

A n ({0} xIN)

Bn ({0} xI) , A,
Il est clair que [82,A2) est une décomposition directe de {0} x N et [81.A1] une
décomposition directe de IN x {0} ; ces décompositions sont naturellement isomor-
phes & des décompositions de IN (auxquelles on les identifiera le cas échéant) ;
d'aprés la proposition (2) de 4.3, la remarque (3) gqui suit cette proposition, et
la proposition (2) de 5.2, on est assuré que (B,A) est triviale, c'est-a-dire que

(B,A) = [B1$B SA,BA

2Ry 2) dans les cas suivants

- Ayl = |B,| = = (instabilité de (B,,A,))
- |A,] = |B,| = = (instabilité de (B,,A,))
~ Ayl = 1Byl =

~ Ayl = [By] ==

donc les seuls cas ou (B,A) peut ne pas étre triviale nécessitent que A1 et A2

soient finis ou bien que 81 et 82 soient finis ; étant donné que A et B jouent

des rdles symétriques, on supposera dans la suite que A1 et A2 sont finis.
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Cas de non trivialité.

Nous énongons le résultat sous forme de proposition

PROPOSITION 1 - Soit (B,A) une décomposition non triviale de .Nz, avec A1 et A2

finis ; soit

- b, =inf {b e B,|b >A.}, i=10u2;
i i i
- Q le réseau engendré par [b1,b21

- C = r03b1[ ® [D’bz[ H

alors il existe un unique w = mb, + nb_ e Q, avecm_ # 0 et n_ # 0, tel que
0 o 1 0 0 0

D = ﬂﬂ.wo ait les propriétés suivantes

2

i) D est stable pour la décomposition donnée ; w, € A ;

ii) L = {w =m b1 +n b2 e Qlm' < m, oun' < no} c B

C e 2 . . . i
iii) tout v € IN* se décompose de fagon unique en somme de cing elements

particuliers

v = CA + CB + 1 + dA + dB'

ol c e C, 1 e L, et dA,dB e D ;
CA+dAe

A’CB

de plus, c,,d, et alx]) = A

A’TA

Cpprdgolicg*l,dg*l et bix) = cg*d*l ¢ B ;

BB’ B B

. P f * . -
pour i = 1 ou 2, désignons par ?Li (resp.‘Di] 1l'ensemble des deécompositions de [l

. éme I e s . . L
dont le i facteur est fini (resp. non réduit a {0}) ; 1'énoncé précédent signi-

fie encore qu'il y a une bijection naturelle entre 1'ensemble des décompositions

non triviales de Nz et 1l'ensemble
2 f.,2
£ = mhH® xU (@) x D)
i
avec les notations du début de 1'énoncé, cette bijection fait correspondre & (B8,A)

1'élément ((mo.nol,(81,Aql,[Bz,Azl,[BnD,AnD)] de ¥.
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V¥ La démonstration est établie en plusieurs étapes, mais pour chacune d'elles

. - . . 2
les principes directeurs sont les mémes : "lecture bien ordonnée” dans IN et

N

"unicité de décomposition” (nous renvoyons ici a l'introduction du chapitre 3).

On sait que N, = B, n [D,bq[ et N, = B2 n [0.b2[ sont des noyaux d'instabili-

té (cf. proposition 2 de 5.2) ; soit

{(x,y) € Wzlx < b1 ouy < b2},

-
n

"

et posons A’ A, ® A_ et B' = [N1eBz] U (quNZ].

1 2

mLOnA=A' (= ChA) et L_n B = B'.

En effet P1 = [0,b1[ ® ({0} x N) est une sous-précatégorie de ZW2 sur laguelle

(B,A) induit une décomposition qui satisfait clairement les conditions de 1la

remarque (3) suivant la proposition (2) de 4.3 ; on en déduit que P, n A = A, ® A.

1 1 2
et que P1 nB = N1 o B? ; le méme argument appliqué a P2 = IN x {0}) @ [O,bz[ prou-
ve gue P2 nA-= A1 6 A2 et que P2 nB = B1 ® N2 ; les égalités annoncées en résul-
tent aussitdt puisque LD = P1 v P2 ; remarquons gue LO est une sous-précatégorie

de IVZ sur lagquelle (B,A) induit une décomposition relativement triviale.

Céfinissons le réseau fondamental Q attaché & (B,A) par :

Q = DVb1 +]Nb2 H

c'est une sous-précatégorie stable (sous-monoide !) sur laquelle (B,A) induit enco-

re une décomposition.
Considérons dans IN2 le bon ordre lexicographique 4 : (xD=D, x1,x2,...,xk,...);
pour X c]N2. on désigne par XA l1'ensemble des x € X satisfaisant x 4 Xy Nous

allons montrer par induction les deux points suivants

(S1) a(@)) < 9, et b(@,) < Q

A H
(S2) w € Q)\ et c e C = ( alw+c) = alw) + alc)
blwte) = blw) + ble) ;

supposons que (S1) et (S2) soient vrais pour tout A < u'.
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- 8i 1l'ordinal u' est limite, alors Q@ , = ) QA et les conditions (S1)
A<y’
et (S2) sont évidemment satisfaites & 1'ordre u'.

- Si 1l'ordinal y' a un prédécesseur U ; on distingue selon que XU € A uB ou

non ; commengons par le plus facile : si xu ¢ A u B, alors xu = E[xu) + E[xu] avec

les inégalités strictes alx ) x et b(x ) « x ; posons al(x ) = w_ + c et
& atxy) A = P 2 a

b[xu) =Wt c', ot w, € AnQ, w e BnQ, celCnAetc'" e CnB, ce qui est

b
loisible d'aprés 1'hypothése de récurrence (S2) ; on a déja remarqué de (B,A)

induit sur C une décomposition, & savoir [N1®N2’ 1

@, on en conclut que c+c' = 0, soit c = ¢

b €
donc (S1) ; pour c ¢ C, l'hypothése de récurrence appliquée a W, + alc) et &

comme X -W_-Ww 0 et Q , satisfait
uoa U

Wy, +_E(c] prouve que ces éléments sont respectivement dans A et dans B, d'ou

alx +c) = w_ + alc) et E[xu+c) = W

et Qu, satisfait aussi (S2).

Venons-en au cas ou xu e A u B ; regardons seulement le cas ol xu ¢ A (le cas ou

xu e B se traite plus facilement encore ; nous soulignerons l'endroit précis ou il

y a simplification par rapport au cas xLl € A) ; la condition (S1) est trivialement

satisfaite pour QU' ; quant & (S2), il suffit de prouver que, si c ¢ A n C, alors

xu+c € A encore. On procede par induction dans A n C ; supposons gue xl+a € A,

1
< ’ ’ ; i ! i < A ’ -
Yo 0,. avec a a1 e AnC si 1'on avait E[xu+a1] xu et E[xu+a1) xu on au

rait

E(xu+a1] = w_ o+ a% et bix +o,) = w_ + B!,

avec w_ e 2 n A, W, € Qn B, a1

€ AnCet B% e Bn C ; puisgue ai+Bi € C, on en

= = ! (I R L
conclut que xLl w, * Wy et a a! + B!, d ol B1 0 et w

1 1 b
E[xu+a1) = X, *a,, ce qui est une contradiction ; donc, ou bien E[xu+a1] X

= 0, d'ou

U u
et E[xu+a1J € C n B, ou bien E[xu+a1l > xu et 2(xu+a1] € Cn A ; dans le premier

cas, il n'est pas possible d'avoirigtxu+a1J 4 XU + a,, sinon on trouve

11
E[xu+a1) = xu + 0 avec o < o, ; mais alors o, = o+ E[xu+a1). et par unicité de

décomposition, iju+a1) = 0eta-= a1. ce qui contredit o 4 a dans ce premier

1
cas la preuve est achevée. Plagons-nous dans le second cas

A eAZJ;ceci entraine que c+c’ € C

.
H
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b (x +G1J *» x, et alx +a1) € C n A ; supposons E[xu+a1) # 0 ; alors g(xu+a1) =

H U H

x| + T avec T < a1 strictement; mais comme xu+£(T) e A par hypothése de récur-
rence, on en conclut gue E[xu+a1] = E}T] ce qui est absurde ; reste 1'éventualité

xu+a1

%7 %
*12"%2 B
xu+a11 2'XU 1.OL,]Z]

sont éléments de B x A, ce qui contredit 1l'unicité de décomposition de z ; donc

€ B ; nous allons voir qu'elle conduit a une contradiction ; soit

+

a12, avec [a11,a12) € A,'xA2 ; 11 existe q12 € A2 tel que

. = - . . ‘( .
€ B ; posons z xu ra, ¢+ a12 ;3 si a12 # 0, a11 a1 strictement, et

€ A par hypothése de récurrence ; alors [a12+a1 +a11) et (xu+a

a12 =0 et a1 = a11 5 i1 existe alors a11 € A1 tel que a11 + Oyq € B ; posons
’

z' =% AICIRR G PR (x +a,,0 1] et [a1+a ,xu] sont éléments de B x A, ce qui

(VI 11
contredit encore 1'unicité de décomposition de z'. On ne peut pas raisonner globa-

lement avec a,, + O car la somme o +0,, + a,_ n'appartient pas forcé-

11 7 %22 117 %2 T %1 T %
ment & C, et peut donc fort bien ne pas étre dans B (c'est ici que réside la sub-

tilité du cas "xu e A" 1).

En résumé, on a prouvé que (B,A) induit une décomposition directe sur  ; tout
X eiNz s'écrit de fagon unigque sous la forme w + c, avec (w,c) € € x C ; la décom-
position (B,A) est isomorphe au produit des décompositions induites par (B,A)
sur $ et sur C (ce fait ne peut pas 8tre établi & 1'aide de la proposition (2) de
4.3 et de la remarque (3) qui suit ; c'est ce qui nécessite la démonstration pré-
cédente, qu'on doit regarder comme une version affinée de la proposition (2) de
4.3).

I1 suffit maintenant ce caractériser (QnB,2A) ; comme @ est canoniquement
isomorphe a Wz, on est ramené au probléme initial, mais avec la condition supplé-

mentaire QnA1 = QﬂAz = 0 ; comme (B,A) a été supposée non triviale, 2 n A est

différent de 0 ; soit wo le plus petit élément non nul de  n A; pour 1l'ordre

lexicographique ; soit w, = mob1 + nob2 avec m, # 0 et n, # 0 ; nous allons mon-

trer que la droite D = EN.wO est stable pour la décomposition (B,A) : c'est donc,
a un isomorphisme prés, une décomposition de N dont le second facteur n'est pas

réduit & 0. Plus précisément, soit :

Lwo = {xb1+yb2|x<mD ou y<m0} .

on va prouver que :

QnA=DnA e 2nB= UJ (beL, ).
be BnD 6]
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Soit wé le plus petit élément non nul de @ - A selon 1l'ordre lex. inverse

de < ; alors wé = w, s en effet, soit wé = m'b1 + n'b2 ; par définition de Wy et
w', onam'" 2m_etn' <n_; alors (m'-m )b, et (n_-n')b_ sont dans B ; on
0 s] o] o 1 0 2

remarque que

w_+ (m'-m_J)b nb,+m'b, =nb.,-n'b, +mb, +n'b
0 o] o] 0 2

1 2 1 2 2 1

[no-n )b2 ol

mais 1'unicité de décomposition entraine wo = w' ; ceci prouve déja que Lw est

0]

'
o}
bien contenu dans B.

Posons alors Ln w U [wa+Lw ), cette réunion étant disjointe ; on établit
"o p<n 0

le résultat par récurrence sur n ; supposons que l'on ait

An L =DnANL
nN.w N
0 o
et Bl , - U (b+Ly )
"o beBnDNL 0
n.wo

montrons que ces égalités sont encore vraies a l'ordre n+1.
Supposons d'abord n.w_ ¢ Au B ; dans ce Cas_g(n.wol et Eﬁn.wo] sont éléments de

L ; mais alors aln.w ) = p.w_avec p < n et b(n.w_ ) = (n-p).w_, avec n-p < n
n.wg - 0 o} - 0 o}
aussi ; soit T € Lw ; 1'hypothése de récurrence entraine que [n-p]wo +T € B ;
o}
donc les éléments n.w +T € n.wO+Lw ont une décomposition donnée par :
o

E(”'wo+T] = Pawg et E(n.wO+TJ = (n-p)w0+T 3

ce qui prouve que A n (n.wD+Lw ) =Bn (n.wD+Lw ) = ¢, et les égalités de récur-
o] o]
rence sont encore vraies a l'ordre n+1.

Supposons maintenant que n.w, e A ; comme (T,n.wo) € B x A pour tout T € Lw , on
o
trouve (n.w *+L ) n A = {n.wo} et (n.w *L ) n B = ¢ et les égalités de recurrence
) 0
sont encore vraies & 1l'ordre n+1.

Supposons enfin gue n.w, € B ; soit T € Lw , avec T # 0 ; si 1'inégaliteé
E(”'wo+T) 4 n.w, a lieu, alorsig[n.wo+T) =Dp.w0 avec p < n ; si on avait p # 0, on

aurait 0 < n-p < n , b[n.wO+T] = (n-p]wo + T et(n-p].wO serait élément non nul
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de B, ce qui est impossible puisque n.w € B ; donc p =0 et n.wO+T e B.

Reste & prouver que l'inégalité inverse, soit Eﬁn.wO+T) ¥ n.wg est impossible ;
d'abord, on aurait E(n.w0+TJ > n.w, puisque n.w € B ; posons E[n.wD+T) =

n.w, + T1. avec T1 € Lw et T # 0 ; on prouve par récurrence qu'un tel élément
ne peut pas étre dans A ? supposons donc que pour T' < T1, on ait n.w0+T' ¢ A;
on a vu précédemment que dans ce cas c'est un élément de B ; puisque T4 # 0,
1'une au moins des différences Ty - b1 et Ty - b2 est définie dans N2 ; Suppo-

sons que ce soit T, - b1 3 alors n.w0 + T1 - b1 est dans B ; ceci prouve que

1
(n.w0+r1-b1,wol et [wo-b1.n.wD+T1] sont dans B x A et contredit le fait que
1'élément z = [n+1]m0 * T, ot b1 a une décomposition unique selon (B,A). A

Dans [ 7 ], nous avions conjecturé que tout facteur direct de .Nk était en
fait une précatégorie ; nous pouvons montrer que ce n'est pas toujours le cas ;
la proposition suivante indique justement les seuls cas o0 un tel facteur direct

est une précatégorie.

PROPOSITION 2 - Soit (B,A) une décomposition non triviale de Nz, avec A1 et A2

finis, les notations étant toujours celles de la proposition 1 ; pour que A soit

une sous-précatégorie de ]Vz il faut et il suffit ou bien que wo # b1+b , ou bien,

2

si w, = b1+b que A1 ou A2 soit réduit 3 0 ; pour que B soit une sous-précatégorie

2
de IN2, il faut et il suffit que B n D = 0.

¥V En effet, soit d'abord W, # b1 + b2 ; pour que la somme de deux €léments de

A soit encore dans A, il est nécessaire que leurs composantes situées dans C
aient encore une somme dans C ; en effet, soit x = m.wD +aety = n.wD + o' des
éléments de A et supposons que x+y = p.w0+a € A ; soit Qo le réseau engendré par

les composantes mob et nob de w, la somme o + o' est dans 2.C, et la diffé-

1 2
rence 0 + ' - 0 ou son opposée est donc dans 2.C n QO =03 donca=a+a' et

p=m+n, de sorte que A est isomorphe au produit des précatégories A n C et

A n D, et c'est bien une précatégorie.

Soit maintenant w = b1 + b2 et supposons, par exemple, A2 =0 ; si

X = Mewy * @, Y = Newg * a et x +y = Pewy * o, on voit aussitdt que mb2 + nb2 =
pb2, soit p=m+ n ; alors a = a *+ o' de sorte gue A est une précatégorie isomor-

phe au produit A1 x (DpA). A l'inverse, supposons A1 et A2 # 0, toujours avec

w, = b1 + b2 ;3 on sait que b1 est un multiple entier d'un élément a, € A1, soit

b1 = p.a,, avec p 2 2 et q.a, € A1. ¥Yqg < p (cf. la structure des décompositions
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de IN) ; soient alors q1 et q% deux entiers tels que a, + qa = p, avec q, et
. a ' ’
qi # 0 ; soient de méme d,.4, et a, tels que 9y+85, Gjed, € A2 et
’ = ’ . .
(q2+q2)a2 b2 € BZ' avec g, et ;5 # 0 ; dans ce cas, les éléments suivants :

Qqe@qs Gyc85, qa.a1+qé.a2, Qq-a,+05-2,, [q,l.a1 +q2.a2)+q4.a1+qé.a2 = b1+b2 =W,
sont tous dans A, tandis gue les éléments :
' ’ = ’ ' ’ = '
q,-a4*(qj-a,*95.8,) = b,+qj.a, et q2.a2+[q1.a1+q2.a2J by*aj-a,

ne sont évidemment pas dans A, ce qui prouve que A n'est certainement pas une

précafégorie.

Venons-en au cas de B ; si Bn D = 0, alors B = Lw ® (CnB) ; soient
o}
x=b+Bety=>b"+B', avec b et b’ € L, et B,B' € CnB, deux éléments de B ;
alors B + B' est encore élément de C (strucgure des décompositions de IN !), et

donc si x+y € B, on en conclut que b+b’' € Lw encore ; alors B est bien isomorphe
o

au produit des précatégories Lw et C n B. Au contraire si B n D # O, prenons un
élément n.w_ € BnD, avec n # O ? on sait que, dans ce cas, n.w, = m,lb1 + n2b2,
avec m, > m0 et n, > ng 3 tous les multiples de b1 ou b2 sont dans B ; alors
m0b1, [m1-mDJb1, n2b2. mob1 + (m1-m0)b1 = m,]b1 et mob1 + (m1-m0]b1+n2b2 = n.wy
sont tous éléments de B, tandis que m0b1+n2b2 ne l'est pas, car

3[m0b1+n2b23 = mob1 + nob2 = W, # 0 ;3 donc B ne satisfait pas l'axiome de forte

assoclativité et n'est donc pas une précatégorie.

Considérons le rectangle fermé T = [U.b1] ® [D,sz;le seul élément de
T - (A10A21 susceptible d'&tre dans A est b1+b2 3 s1 A est une précatégorie
contenant b1+b2, alors A1 ou A2 est réduit & 0 (donc b1 ou b2 = 1) ; il faut
penser celad en termes "topologiques” : posons a, = sup (A n &) en convenant
que sup (¢) = 0 ; la condition nécessaire et suffisante pour que A soit une
précatégorie est que la distance G(ao.wo) soit assez grande, trés exactement
Gtao.wo) > sup [b1.b2) (en sffet, si a, # 0, un calcul simple prouve que

Gtao.b1+b21 < sup [b1.b213. Résumons ces remarques sous forme de

PROPOSITION 3 - Pour qu'une décomposition (B,A) de ]VZ soit une décomposition
en deux sous-précatégories (objet de ]]FA ) 11 faut et il suffit :
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ou bien qu'elle soit triviale,

ou bien qu'elle soit non triviale, et dans ce cas, si A1 et A2 sont les

facteurs finis des projections, la décomposition d'un élément x en cimgéléments

particuliers indiquée dans la proposition 1

X =¢c, tCc + 1+ dA + d

A B B’

doit satisfaire les deux conditions : dB = 0 et si dA # 0, alors

G(dA,aOJ > sup (b1.b2J.

V En effet, B n D = 0 est équivalent a dB = 0 et G(dA.ao] est plus grand ou

N

égal a G(ao.wol dés que dA 0. A

5.5, w-STABILITE DES DECOMPOSITIONS ADDITIVES.
PROPOSITION 1 - Les décompositions de IN sont w-stables.

¥ Soit (B,A) une décomposition de N ; soit (bn)n la base généralisée asso-

e

ciée (cf. proposition 1 de 5.2) ; & un élément x de la forme z bs+21 (qui est
iel

dans A ou B, selon la parité de s), on fait correspondre les deux nombres suivants

1(x) = |I|] et k(x) = s + 2 sup (I) ;

si x = a; + a,, avec a,.8, ¢ A et x ¢ B, ou bien si x = P1 + PZ' avec

ﬁ1,ﬁ2 e Bet x € A, alors x est de la forme indiquée ci-dessus et les nombres 1(x)
et k(x) sont bien définis ; de plus, supposons x € A de la forme ci-dessus et soit
x' e A quelconque, alors y = b(x+x') est tel que 1(y) et k(y) sont encore définis
et satisfont : 1l(y) < 1(x) et si 1(y) = 1(x), alors k(y) > k(x) ; méme remarque en
échangeant les rdles de A et de B.

Soit alors X = (x_,x ,...,x1] un chemin dans A u B ; en faisant opérer p

n""n-1
fois le mot y = TyTyeseT 40 ON obtient un chemin noté
Ps o
uox (bn.p‘bn—1,p""'b2,p'ap] ,

dans lequel ap e Aetb €e B, Yk 2 2 et Vp 2 1 ; le deuxiéme élément du chemin

K,p
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r _.HX (en partant de la gauche) est égal a alb_ b ) ; notons le a. ;

n-1 ,1 n-1,1 1
d'aprés les remarques préliminaires, les entiers 1(51] et k[a1J sont définis ;

d’'autre part, & cause de la commutativité, on retrouve Ea a 1'avant derniére pla-
- _ -

ce dans le chemin r2r3...rn_1ux, de sorte que b2,2 = 2}31
) <

2

entiers 1(b, ,) et k(b, o) sont définis et on a 1(b,

l[bz'zl = 1[a1], alors k(b, ) > k(a1J 3 on définit de méme a, n,2+bn-1,2

= b2 o 3 par récurrence, on
»

+a1J 3 13 encore, les
1[311 et si

= a(b )

2,2

et on trouve que b = Eﬁsé+a2]. tandis que b

2,3 3,3
8 = = = [ JPR 2
itablit alors que bn-1,n—1 bn-2,n-2 e b2,2, d'ol, en définissant
a1 =-9[bn-1,n-1+bn,n-1]‘ 1'inégalité suivante :
l(an_1] < I[bn-1,n-1] = 1(b2'2] < 1[a1] ;

posant d'une fagon générale Ek = Eﬁbn K+bn_1 k) et itérant le processus amorcé

plus haut, on prouve par récurrence les inégalités suivantes :

1£ap(n-2)+1) < l[a(p-1)(n-2J+1] LG 3 l[aZLn-2]+1J < l(an_1] < l(a1] ;

posons u_ = a 3 les nombres k(u_) sont définis et forment un ensemble

p p(n-2)+1 p
borné (par exemple par xn+xn_1+...+x11 3 donc il existe un entier p & partir duquel
1'inégalité k(uq+1J > K[uq) ne sera plus possible ; c'est-a-dire qu'a partir de

cet entier p, on aura une inégalité stricte : 1(u ) <l[uqJ; alors il existe p'>p

g+1
tel que us0 et ceci prouve que le chemin X est bien (n-1)-réductible ; 1'w-stabi-

]
lité de (B,A) résulte alors de la proposition de 4.2. A

PROPOSITION 2 - Les décompositions de BVZ sont w-stables.

¥V Compte-tenu de la proposition 1 de 5.4 et de la proposition précédente, il
suffit de raisonner sur les décompositions "facteurs” (i.e. sur IN x {0} et

{0} x IN) et éventuellement sur D = tho. comme on 1'a fait ci-dessus. &

Remargue.

Le caractére de finitude de cette propriété d'w-stabilité est bien évident ;
1'intérét des propositions précédentes est de montrer qu'il n'y a pas d'autres

cycles irréductibles que ceux de longueur < 2.
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