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LES CINQ METAMORPHOSES DES SURFACES PAVEES

Christian LEGER et Jean—-Claude TERRASSON

Nous décrivons un groupe symétrique S3 de transformations agissant sur
l’ensemble des classes d‘isomorphisme de pavages de surface fermée, le
groupe des métamorphoses. Une métamorphose involutive est la classique
dualité de Poincaré, tandis que les deux autres madifient en général la surface
sous-jacente. Les métamorphoses permutent trois attributs auxquels nous donnons
un statut algébrique homogéne : les faces, les sammets, 12s polrgonss

de Petrie,composantes d’une certaine projection d‘entrelacs sur la

surface. Nous démontrons que le groupe des métamarphoses est essentiellement le
groupe d’automorphisme d’une catégorie abritant les pavages.

We describe an action of S3 on the set of isamorphism classes of
tesselations of surfaces : we call this group the group of
me tamorphoses. One particular involutary metamorphosis is the classical
Poincaré duality, whereas in general the remaining two involutions alter the
underlying surface. The metamarphaoses permute three features : faces, vertices
and Petrie polrygons (which are components of a certain link projection
an the surface). We prove that the group of metamorphoses is essentially the
automorphism group of a category of surface tesselations.
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INTRODUCTION

Ure note (1933) formule, dans un ordre logique différent, las resultats
du présent texte.

Dans le monda des pavages de surface fermde intrinsaque, cutre la
classiqua dualité de Poincard, il existe deux involutions nan standard. L'une a
é¢té définie par H. 5. M. Coxeter dans le cadre das pavages reguliers a
V'exclusion de certains cas dégéndrds. Il appells "palygan2 de Peirie” d‘un
pavage tout polygone en zig-zag dont las cdtds sont des ardtes du pavage
tels qua deux cAtés consdcutifs mais jamais trois bardent une meéme faca. Une
involution non standard consiste alers 4 conserver le graphe des sommats ot
arétes du pavage d‘origine, & en evider las faces et 4 leur substituer des disques
qui comblent les polygcnes de Petria. L’'autre involution non standard se cangoit
plus facilement. Elle consiste A associer A tout pavage le pavage ayant les
mémes ardtas 2t les mémes faces, mais recollées tdta-béche la long de
laurs catés cammuns, de sorte que l'endrcit de chacune se trouv2 mis en
continuité avec 1’envers de chacune de ses voisines.,

Les pavages s’interprétent aussi comme graghes de bandss en
trouant leurs faces et en ne conservant que le voisinage bidimensionnel du
graphe des sommets et ardtes. Las metamorphoses involutives se traduisant
alors A l'aide de la transformation élémentaire d2 torsion qui consiste a couper
transversalement chacune des bandes puis A les recoller aprés avoir 2ffectué un
demi-tour de torsion.

I1 est assez étonnant de constater gue ces trois involutions engendrent
un groupe symédtrique S3 de transformations. Mous l'appelons crzuse des
mé tamorphosas, Ce groupe est essentiellement le groupe d‘automcrphisme
d'une catdgorie due a A. Grothendiack et ses éleves (Y. Ladegaillerie, C. Veoisin
et J. Malgoire, P. Damphaussa), catdgorie abritant les pavages de surfaca 2t les
revétements ramifiés.

Les sections 1, 2, 3 présentent pavages, graphes de bandes et
métamarphaoses de fagon heuristique, 1a section 4 donne un fondement algdébrique.
On fait une connexion, section 5, avec la théorie des surfaces de

Seifert et de Reidameister.

Felix Klein, Max Dehn et surtout Hugo Steinitz ont anticipé plusisurs de
ces notions. Nous donnons des repéres historiques, section §, 2t rappalons
notamment les énoncés de H. 5. M. Coxeter qui ont été A l'origine de notre
élaboration.

Aprés avoir terminé ce manuscrit nous avons appris lexistence des
travaux de S. E. Wilson (1979), de S, Lins (1932) et de G. A. Jones et J. S.
Thornton (1933). En particulier, le premiar auteur remarque l’action de S3 sur
les pavages rdguliers et donne une description géométrique des trais
métamorphoses involutives, le second dtablit cette action dans le cas des
pavagas quelconques, les deux derniers auteurs montrent que c2 groupe S3 est le
groupe des automorphismes axtérieurs du groupe de GrothendiecK (notre lemmme
12). A la suite d‘un exposéd sur les métamaorphoses que nous avons donnd, &
l'invitation de L. Siebenmann, A la faculté d’Orsay, en avril 1734, H. Chaltin
souligne le role du graphe des arétes (voir le point 8 ci~dessous), il
construit notamment pour tout graphe quadrivalent les pavages l‘admattant pour
graphe des arétes, et mantre que taut tric de surfaces est réalisable comme
trio des surfaces scus-jacentes aux pavages d’une méme orbite du groupe des
métamorphases. L. Guibas et J. Stolfi (1939 discutant un problame combinatoire
donnent un madéle algébrique des pavages (Edge Algebras) proche de celui de
Grothendieck. Dans des articles A paraftre, L.D. James et J. Tits montrent
enfin que, pour toute dimension supérieure, un analogue du groupe des
métamorphases est un groupe dihédral D4.

Toutefois, les résultats algébriques et tapologiques suivants sont, A
natre connaissance, originaux.

i La définition gdométrique des polrqones de Patrie est gdnérale:
ell;O ne souffre pas d’excaption dans le cas de pavages dégénéréds (p. 11, p. 20,
p. 32),



2 Un théoreme (ouvrant sur des conjectures), caractirisa les métamorohosas
comme les seules bonnes transformations du monde des pavages (p. 23, pp. 26-330.
Le contexte est une catégorie définie par GrothendiacK et sas dlaves, dent les
objets s’intarprétent comme des pavages et des géndralisations naturelles.
3 La définition des zavoi=, mcdale algébrique 42 pavages et
pavages géndralisés, donne lisu & une interprétation topclogique immédiate
(p. 13, 20, 21).
4 La considération des pavois met en 4vidence l'assaciaticn & tout pavage,
outre sen groupe d’automarphisme, d‘un second groupe, son graupe de dislaocatian
(P 19),
3 La classification des pavages ast rdduite i celle des classes ds
conjugaison des sous groupes libres d’indice fini du groupe de Grothendiack,
praduit libre du groupe d2 Jlein & 4 dléments par le groupe 4 2 dléments
(p. 29).

A ces résultats centraue, et grice au point de vue qu‘ils fournissent,
s’'ajoutent les points suivants :
8 Définition du graphe des arstes (. 14, 22), graghe
quadrivalent cananiquement attaché a chaque pavage, et invariant sous le groupe
des métamorphoses.
7 Isomorphisme pour tout pavage - vu comme espace homog2ne das
pavilions sous l'action du groupe de GrothendiecK - du stabilisateur
d'un pavillon et du groupe fondamental du graphe des arétes (p. 2%,
Damphousse (1931) menticnne un énoncé dquivalent et le vérifie dans deui cas
particuliars,

3 Correspondance biunivoque antre pavages 2t graphes da bandes (ou handle
bodies de dimension 2} (pp. 7-10).

? Description des métamorphoses involutives 2 l'aide de l'‘opération
topologique de torsion de graphe de bandes (p.8,15).

10 Traduction en termes de graphes de bandes de la construction abcoutissant
a la surface de Seifert d’un entrelacs danné (p. 34).

i1 Exemples montrant l'existence de toutes les sortes d‘crbites a priori

envisageables du groupe des métamarphasas (pp. 40-43).
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LES SURFACES PAVEES

Une surface pavée oupavage estun patchwork d‘un seul
tenant, fait de faces, en nombre fini, cousues ensemble selonun
schéma de montage.

Les faces d‘un pavage sont des disques compacts polygonaux
disjoints deux & deux (fig. 1).

figure {
Les faces, constitutives des pavages, sont les disques polygonaux.

Les hords des faces sant subdivisés par des somme ts {au moins
un) en autant de cOtés. Les cotés sont des segments curvilignes
compacts sauf pour les faces qui n‘ant qu’un sammet et dont l'unique cAté est
un cercle Si.

Selon les indications du schéma de montage, chaque ctté de
face estcousu i ununique autre coté de face . Le schéma de montage spécifie
notamment de laquelle des deux manidres a priori possibles,
téte-béche l'une de l'autre, la couture est faite (fig 2, 3. 4).

fiqure 2
Les deux manidres, téte-béche, de coudre des faces entre slles.



figqure 3

Deux pavages constitués par deux faces triangulaires, chaque coté de l'une
étant cousu avec un cOté de l'autre: (i) sphere, deux faces hémisphariques,
trois sommets, trois arétes. (ii) tore de genre {, deux faces, un sommet,
trois arétes.

fiqure 4

Le pavage de la sphare par un "huit® en trois faces, un sommet, deux arétes.

La surface cbtenue est intrinséque. Sa topologie est la topologie
quotient du systéme des faces qui l'ont constituéde, compte tenu de
l'identification par couture de leurs cOtds deux a deux.



Les agglutinements de sommets cousus ensemble sont les sommets
du pavage. Les paires de cOtés cousus ensemble sont les ar#tes du
pavage.

Mous construisons ainsi l2s pavages au sens 42 A, L, EDMOMDS, J. 4.
EWING, et S. KULKARNMI (19232, pp. L13-418) : 1a surfaca, campactae, connaxe, sans
bord, 2st munie d‘un graphe fini (au sens trés genédral gce CW-complaxa) tel que
les campasantes cannexes du complémantaira scient heamdomarphes A deg cisques
ouverts. Toutefois la sphere munia d’un point n’‘est pas ur pavage a noire sans.



LES GRAPHES DE BANDES

A tout pivage on associe deux graphes. Le graphs des sommets a
pour sommets les sommets du pavage et a paur arétes les arétes du pavage. Le
graphe des faces estle graphe des sommets du pavage dual.

A tout pavage on assacie deux graphes de bandes (aucorps
d“ans2s ,ou handle bodies de dimension 2). Ce sont des (classas d’isomorphisme
de) surfaces intrinsdques, compactes, avec bord , munies d‘un graphe, montages
de disques appelés ronde 1 |1 23 attachés entre eux par des bandes.

Le graphe de bandes d2s sommets d‘unpavage estle vaoisinage
régulier du graphe des sommets. Les rondelles sont des voisinages des sommets
du pavage, les bandes sont des voisinages des ardtes.

L'ame du graphe de bandes est l# graphe des sommets.

Le graphe de bandes des faces d‘un pavage estle graphe de
bandes des sommets du pavage dual.

Le graphe de bandes des sommets d‘'un pavage s’‘obtient en trouant et-
évidant chacune des faces du pavage. Inversement on reconstitue (la classe
d‘isomorphisme d‘) un pavage d‘une surface fermée i partir d‘un graphe de bandes
en bouchant par des disgues chacun de ses bords, l’dme du graphe de bandes
définissant alors un pavage de la surface fermée cbtenue (fig. S, &, 7).

ﬁ/ﬂ////j/////ﬂ
/

figure S
Le graphe de bandes des sommets associé au pavage cubique de la sphare.

fiqure 4
Pavage du tore de genre { en une face carrée (dessin perspectif et schéma), et
le graphe de bandes des sommets assacid.



fiqure 7
Pavage standard de la bouteille de Klein en une face carrée (dessin perspectif
et schéma), et le graphe de bandes des sommets associé.

Le tordu d7un graoh2 de bandas estle graphe de bandes obtanu en
coupant transversalement chacune de ses bandes en deux trangons puis en las
recousant aprés aveir effectud sur chacun d’eux et an sans inverse un quart de
tour de torsion (fig. 3). La torszion des craphes de bandss, surfaces
intrinséques, est une transformation involutive.

&
&

figure 8
La torsion d‘un graphe de bandes (détail.

Dans nos dessins, les rondelles de valence au moins 3 sant simplement
représentées comme carrefours de bandes, celles de valence i ou 2 sont elles
explicitement indiquées (fig. 9, 10). Les graphes de bandes sant des surfaces
intrinsédques. Pour dessiner un graphe de bandes, nous prenons deux couleurs,
l'une appelée "vue" et l’autre “cachée", et nous faisons le choix, pour chaque
rondelle, de colorier ses faces, chacune d‘une couleur. Les bandes mettant en



continuité des faces de couleur différente sont alors représentées par des
chemins dont les bords se croisent une (ou un nambre impair de) fois, et calles
mettant en continuité des faces de méme couleur par des chemins dont les bords
se croisent zérg (ou un nombre pair de) fois (fig. 11). Lorsque daux chemins
représentant des bandes se traversent, nous n’indiquons pas de "dessus—-dessous”
(fig. 6, 7, 11, 12).

Un dessi~ du tordu d’un graphe de bandes s’obtient en ajoutant ou
retranchant une (ou un nombre impair de) croix A chaque chemin.

—>

—

{igqure 9

Pavage de la sphére en une face carrée, trois sommets, deux arétes (dessin
perspectif et schéma), et le grapghe de bandes des sammets assacid.

—
\
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f{iqur 10

Deux pavages de la sphire en deux faces triangulaires, trois sommets, trois
arétes (dessin perspectif et schéma), et las graphes de bandes des sammets

associés
Al L 77
/ / / / l(/ /4
re

Les graphes de bandes sont des surfaces intrinsdques : dessins représentant un
méme graphe de bandes (détails).



EXEMPLES. ==~ Les graphes de bandes des sommets, 1’'un du pavage non
standard de la bouteille de Klein en une face carréde (fig. 12), l'autre du
pavage de la sphére par un "huit" en deux l-gones at un 2-gone (fig. 4, 13),
sont tordus 1'un de lautre.

figure 12

Pavage non standard de la bouteille de Klein en une face carrée (dessin
perspectif ot schéma), et plusisurs dessins du graphe de bandes des sammets

associé.
fi r {

Pavage de 12 sphre par un "huit® (dessin perspectif), et 12 graphe de
bandes des sommets assacié.

Un dessin représente un graphe de bandes orientable siet
seulement si le nombre de croix de chaque circuit est pair.

Un autre style de dessin, oubliant 1’‘ordre cyclique des bandes attachées
a chaque rondelle, utilise les graphes pondérés : ce sant des graphes
(les ames des graphes de bandes) dont les arétes sont pondérées par des
entiers madulo 2. Un dessin de graphe pondéré représente un graphe de bandes
orientable si et seulement si chaque circuit est de poids total nul.
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LES METAMORPHOSES

11 exist2 une action du groupe symdirique S3 sur las (classas
d’'isamarphisme de) pavages de surface. Nous agpelans m2 Samsrznssz2z2 les
transformations de pavages définias par catte action, transfcrmatmns que ncus
decrivans de plusisurs paoints de vue.

Une des trois métamorphoses involutives est la classique transformation
par dual i té de Paincaré des pavages, transfarmation que nous notons D.

Les deux autres métamorphoses involutives échangent entre eux des
pavages de surface en général différentes.

L’une, que nous appelons facialité etnotons F, associe & tout
pavage le pavage ayant les mdmes arétes, et constituéd des mémes facas,
recausyues téte—béche le long de chacun de leurs cOtés communs (fig, 2).

EXEMPLES. —— Les deux pavages an deux faces triangulaires (fig.3),
1'un de la sphére et l'autre du tore de genre 1, sont transformés par facialité
1'un de lautre. Le transformé par facialitéd du pavage standard de la bouteille
de Klein en une face carréde est (& isomorphisme prés) ce pavage lui-méme (fig.
14). Le transformé par facialité du pavage non-standard de la bouteille de Klein
en une face carrde est le pavage de 1a sphére en une face carrée

>
\?
s
—

figqure 14
Schéma du pavage standard de la bouteille de Klein en une face carrée, ot schéma
du pavage transformé par facialité.

En méme temps que la dernigre métamorphose involutive, gque nous
appelons sommi talité et notans S, nous définissons une métamarphase J
d‘ordre 3. H. S. M. COXETER (1950, p. 420) définit la sommitalité pour las
pavages réguliers A l'exclusion de certains cas dégénérés (vair sectian é,
Remarques historiques) . Appelons polrgons d= Fstris d‘un pavage toute
(classe d’isotopie de) courbe polygonale fermée immergée dans la surface, qui
effectue un slalom entre les sommets du pavage, chacun de ses cotés longeant,
en la traversant une fois, une ar8te du pavage (fig. 12, 19), (fig. 10, 14, L 7).
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figure {3
Les trois polygones de Petrie du pavage non-standard de 1a bouteille de Klein en

une face carrée (schéma), et les trois faces constituant le pavage transformé

par sommitalité.
—_—
é____—-—-
fiqure 16

Le polygone de Petrie du pavage standard de la sphére en deux faces
triangulaires, et la face constituant le pavage transformé par sommitalité.

X7
A

Le polygone de Petrie du pavage non—standard de la sphére en deux faces
triangulaires, et la face constituant le pavage transformé par sommitalité.
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$§igure 18
La transformation par sommitalité est involutive : les deux fragments de face et
les deux fragments de palygone de Petrie aux alentours d’une aréte (détail.

La métamorphose S (resp. N, d’ordre 2 (resp. 3) associe A taut pavage
le pavage constitu¢ des faces ayant pour bords les polygones de Petrie, deux
catés de faces étant cousus ensemble si et seulement si ils longent une
méme ardte, ces cOtés étant alors cousus en paralldle (resp. en
anti-parallale) (fig. 18,19).

fiqure 19

Couture des faces (disques bordés par les polygones de Petrie) lors de la
transformation d'un pavage par la métamorphose S (d’crdre 2) et par la
métamorphose J (d’ordre 3).
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$ r 0
Le graghe des arttes de deux pavages duaux (détail).

Chaque ar#te est traversée par deux cotés de polygone de Petrie.
Choisissons (dans leurs classes d‘isotopie respectives) des polygones de Petrie
tels que chaque aré¢te soit traversée, en un unique point, i 1a fois par les
deux cOtés de polygone de Petrie, et tels que las polygones de Petrie ne sa
rencontrent nulle part ailleurs. On définit alors un pavage (i isomorphisme
pres), appelé pavage de Petrie.Taous sas sommets sont d’'ordre 4, un par
aréte. lls sont liés (par une artte du pavage de Petrie) lorsque les
arétes correspondantes (du pavage d‘crigine) sont images de deux cOtés
consécutifs d’une des faces ayant constitué le pavage d’crigine. Les pavages de
Petrie sont bi-colorables : leurs faces, ou bien contiennent un sommet,
ou bien sont contenues dans une face du pavage d‘origine. Deux pavages duaux ont
le méme pavage de Petrie.le cuboctaddre d’Archiméde est le pavage de Petrie
associé aux pavages sphériques cubique et octaéddrique. On appelle graphe des
arétes le graphe des sommets du pavage de Petrie (fig.20). Il est 1a réunion
des (courbes sous-jacentes aux) polygones de Petrie.

EXEMPLES. —— Le transformé par sommitalité du pavage nan-standard de la
bouteille de Klein en une face carrée est le pavage de la sphére par un “huit”
(fig. 12, 19, (fig. 4, 13). Le transformd par sommitalité du pavage standard de
la sphére en deux faces triangulaires est le pavage standard du plan projectif
en un hexagaone (fig. 16). Le transfarmé par sommitalité du pavage non-standard
de la sphére en deux faces triangulaires est un pavage non-standard du plan
projectif en un hexagane (fig. 17).
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Nous appelons facial (resp. sommital) dun pavage, le
transformé par facialité (resp. sammitalité) de ce pavage.

La section 4 rend évidentes les affirmations suivantes.

Chacune des trcis metamorphoses involutives est la conjuguée d'ume
guelconque autre par la troisiame, L2s deux derniéres métamorphaoses, tnversas
l'une de l‘autre, J = FaS = SaD = DaF (fig. 17) et J~! = FoD = Do3 = 3oF
sont d‘ordra 3, et complétent la description de la symétrie gque nous déclarcons
de la classe des pavages.

La dualité dchange le graphe de bandes des sommats et le graphe de
bandes des faces. La facialité remplaca le graphe de bandes des faces par son
tordu. La sommitalité remplaca le2 graphe de bandes des sommets par son tordu. L2
graphe de bandes des sommets du facial et le graphe de bandes des faces du
sammital sont tordus l'un de l'autre.

Les métamorphasas consaervent le graphe des argtes.

La dualité conserve les polygomes de Petrie, et échange faces 2t
sommeats. La facialitéd conserve les faces, et dchange saommets et polygones de
Petrie. La sommitalité conserve les sommets, et échange polygones de Patrie at
faces.

L’éminence historique de la relation d’Euler consacre le trio des faces,
arétes, et sommets des pavages d‘une surface.le groupe des métamarphases
impose le trio des faces, sommets, et polygones de Petrie des pavages des
surfaces.
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LES PAJOIS

Nous décrivons les métamorphoses d‘un troisiéme point de vue,
algébrique. P. DAMPHOUSSE (1931) a construit une catégorie abritant taus las
pavages de surface, les flaches étant les (classes d‘isotopie de) revétements
ramifiés (fig. 21, 22). Dans ce contexte, le groupe des mdétamaorphases est
essentiellement le groupe d’automorphisme de la catégorie.

figure 21

Pavage du tore de genre 1 en 4 hexagones, et revétement & 2 feuillets par ce
pavage de la sphére tétraddrique avec 4 points de ramification, sommets de
cone en huit placés au milieu des faces du tétraddre, (dessin perspectif du
tore de genre { revétant, projection du tétraddre revétu et dessin
perspectif avec catastrophes du revétement).
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figure 22

Pavage régulier par W. BURNSIDE (1911, p.396) du tore de genre 2enié
triangles, et revétement i 2 feuillets par ce pavage de la sphare actaédrique
avec § points de ramification, sommets de cone en huit placés aux sommets de
l‘octaddre, (dessin perspectif du tore de genre 2 revétant, projection de

Voctaddre revétu et dessin perspectif éclaté avec catastrophes du
revétement).



is

On associe & tout pavage un objet plus riche, le pavais
fondamental.C’est un pavage plus fin, subdivisian barycentrique du
précédent, constitué de ficas triangulaires appeléespavillons.les
trois cotds de chaque pavillon, nommés hypoténuse, apothime,
et corde, sont opposés & des sommets du pavillon qui sont
respectivement, un point intérieur i une aréte, un sammet, un point intérieur
4 une face (fig. 23). Le schéma de montage identifie des cotés de méme nom,
et des sammets opposds 3 des cOtés de méme nom.

milieu de face

} hypoténuse
apotheme /
milieu d’aréta A sommet

corde

fiqure 23
Un pavillon d’un pavois fondamental,

Inversement, on peut reconstituer de fagon cancnique le pavage d‘origine
en s donnant l'ensemble P de ces pavillons, et les regles de leur recollement
mutuel, 3 savoir linvolution T (resp. X, Y) qui déchange les pavillens gui se
cdtoient par une hypoténuse (resp. une apathéme, una corde).

Les pavois fondamentaux assacids & des pavages duaux l'un de l’autre
sont composés du méme ensemble P de pavillons, ont les mémes hypoténuses et
les apathemes de chacun sont les cordes de l'autre. L’involution T estla
méme, tandis que les involutions X et Y sont elles échangées.

I1 n‘est pas étonnant que, recensant les contraintes que dcivent
satisfaire les involutions T, X, et Y pour étre les régles de recollement des
pavillons d‘un pavais fondamental, une symétrie apparaisse entre les deux
involutions X et Y. En fait, une non moins compléte symétrie apparaft entre
les trois involutions X, Y et celle Z qui dchange les pavillons qui ont paur
seul sommet commun celui opposé & leur hypoténuse. C’'est sur cette symétrie que
naus fondons l'existence du groupe symétrique S3 des métamorpghases.

La discussion précédente laissait sous-entendre que chaque face d’un
pavage a une structure lindaire, ce qui n‘est pas le cas. Plutdt que
d’introduire une structure linéaire on renonce i identifier canoniquement la
surface pavde de départ et la surface sous-jacente i une subdivision
barycentrique. Il y a une équivalence canonique et fonctorielle démontrée par P.
DAMPHQUSSE entre une catégarie abritant les pavages, et une catégorie gue nous
redéfinissons, sous le nom de catégorie des pavois, de la fagon formelle
suivante:

DEFINITION 1. ==- _On appelle pavois les systdmes grdonnés
(P, T, X, Y, 2>, o4 P est un ensemble non vide, et o T,
Xy Yy et 2 on es involutions sans point <fixe de

l1‘ensemble P, engendrant un_groupe agissant transitivement
1‘ensemble P, telles e l‘une, e ar _suijte chacune

invoglutions Xy, ¥y, et Z soit la bijection composée des deux
autres,

On_appelle pavillons les éléments de 1’ensemble P.
Les morphismes d‘un paveis (P, T, X, Y, 2) sur un
pavois (P , T/, X, Y’, 2’) sont les applications R de
l1‘’ensemble P sur__l‘’ensemble P’ telles que 1‘on ait les
relations :
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RoT = T’oR , RoX = X‘oR , RoY = Y’oR , et RoZ = Z’oR.

On__appelle catégorie des pavois la catéqorie dont
les objets sont les pavois et les fladches sont les morphismes.

Dans le cas du pavois fandamental associé 4 un pavage, l’ensemble des
pavillons est fini, la liberté de 1’action des involutions T, X, Y, et Z assure
que la surface est sans bord, et la transitivitd de 1’action du graupe qu’elles
engendrent assure que la surface est connexe.

A tout pavois on associe deux groupes qui rendent compte de sa
régularité (voir aussi proposition 135 et 14 et lignes suivantes).

DEFINITION 2., —=— On__appelle groupe de dislocation d‘un
pavois (P, T, X, Y, 2 le  qgroupe des dislocations ou
bijections de l17ensembl2 P enqgendré par les involutions T,
X, ¥, et 2.

On___appetlle groupe d’automorphisme d’un _pavois le
groupe des automorphismes gu__morphismes inversibles de ce

pavois sur lui-meme.

Le groupe d’automorphisme est le groupe des bijections de l’ensemble ges
pavillans qui commutent avec toutes les dislacaticns. Le groupe de dislocation
agit transitivement par définition. Le groupe d’automorphisme agit par
conséquent librement. Interprétant des rdsultats classiques sur les actions de
groupes, on a :

PROPOSITION-DEFINITION 3, =-- oi t v
n dit que le pavai s régulier s'il] vérifie les

conditions équivalentes suivantes :

Cid r e de dislocation aqi ransitivement
librement.

C¢iid Le qroupe d’automorphisme agit transitivement,
librement.

Si_le pavois est réqulier, alors les deux qroupes sont

isomorphes,

Si__le pavois est réqulier, alors le qroupe de

dislocation est 1le qroupe des bijections de 1’ensemble des
pavillons qui commutent avec tout automocrphisme.

Démonstration.

(1) La condition () est conséquence immédiate de la condition (ii).

(2) Supposons réciproquement que le groupe de dislocation agit transitivement
et librement, démontrons que le groupe d‘automorphisme agit transitivement. Soit
des pavillons a et b. On vérifie que 1’application h de 1’ensemble des pavillons
dans lui-méme, définie par,

pour tout x, hix) = Kkb) ou K est l’'unique dislocation telle que k(a) = x,
transforme a en b, est une bijection, commute avec tautes les dislacations et
donc est un automorphisme.

(3 Supposons que le pavois est régulier. Choisissant un pavillon a, un-
isomarphisme fait correspondre A tout automarphisme h, l'unique dislocation K
telle que hkla) =a.

L) Supposons encore que le pavois est régulier. Soit une bijection K de
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l'ensemble des pavillons qui commute avec tous les automorphismes. Soitun
pavillon a. Il existe une dislacation k' telle que K’(a) = kla). On a, pour

tout automorphisme h, kh(a) = hk(a) = hk’(a) = K‘h(a) . Donc, le groupe
d’automorphisme agissant transitivement, ona K =k’ et K est une dislacation.

DEFINITION 4, -—- Soit un paveis (P, T, X, Y, 2).
_On_appelle face ( resp. sommet, polygone de Petrie)

vois 1 cles avillons images iv les
s autr ar lternativemen X ¢Cresp.,. Y, 2> et T.
On__appelle coté ‘un face (resp. d‘un somm
d’un__polvyqone de Petrie) les paires de pavillons, contenus
dans la face (resp, le sommet, 1le polyqone de Petrie), et
échanqgés par X ( resp. Y, 2J.

On_appelle coin ® ires de pavillon han

On ppelle ardte le rbites nstitudes de 4
avillon u cou dont les éléments s X, Y, 2, et la

bijection identique.

T.

Ce lexique, qui enrichit et déplace le sens usuel, demeure sous-tendu
par l'intuition que 1’on a des pavages (fig. 24, 23, 24, 27).

fiqure 24

figur
Les pavillons d‘une face d‘un pavois fondamental.
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fiqure 24§ figure 27
Les pavillons d’un sommet Les pavillons d‘un polygone de Petrie
d‘un pavois fondamental. d’un paveois fondamental.

Sait un pavage muni d‘une subdivision barycentrique cu pavois
fondamental. Utilisant le vocabulaire des pavois, on associe 4 ce pavage un
autre pavage de la méme surface, le pavage en ardtas. Le pavage de Petrie
(voir section 3) du pavage d’origine est le pavage dual du pavage en arétes.

PROPOSITION S. —— Soit un pavois.

Chaque coté de face (resp. de sommet, de polrqone de
Eetrle) est cotg d’une unique face (resp. d’un unigue sommet,

‘un_y ue 1 de Petrie).

c u c 'n e ontenu dans une nique face. un
unigue sommet., un unigue polrgone de Petrie.

haque rete onti deux gotés de face eux catés

somme t eux cotés de 1 ygone Pet

Les faces (resp.sammets, polygones de Petrie, ardtaes) de tout pavois
constituant une partition de 1’ensemble de ses pavillons,on a:

DEFINITION-PROPOSITION 6. —— Soit un paveis,
On__appelle valence d’une face (resp., d’un sommet,

d’un__polyqone de Petrie) le nombre., fini gu infini, de ses
ot e ui, égal, de ses coins.
_La somme des valences des faces, celle des valences
e ommets, et celle des valences des polygones de Petrie,
sont éqgales entre elles et chacune est égale au double du
nombre des aretes.

DEFINITION 7. =--—- On__appelle groupe des métamorphoses le
roupe s _automorphismes de la catéqorie des pavais (P, T,
X, Y, 2) définis par permutation des involutions X, Y, et
2, _et action triviale sur les fléches.

On_appelle dualité ¢ resp. Ffacialité, sommitalité),
et cn "note D ( _resp. F, S), la métamorphose définie par
ransposition des involutions X et Y ( pesp. Y et 2, Z

et X>.
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Les attributs de paveis congrus par le groupe des métamorphoses, et dont
la définition fait intervenir de fagon symétrique les involutions X, Y et 2,
sont inchangés. On a ainsi :

PROPOSITION 8. === rou es_métamor 3238 conserve les
pavillons, les coins, les aretes, conserve le qgroupe
d’automorphisme, le qroupe de dislocation, et conserve la
péqularité des pavois,

On a encore (comparer avec la définition de la page {41

DEFINITION-PROPOSITION 9. =—-= Soit un pavois,

On__appelle graphe des arsgtes du paveis, le graphe
dont les sommets sont les aretes du pavois, =t les aretes sont
les coins du pavgis. Des sommets du araphe sont liés par une
arete du graphe si et seulement si 1a réunion des aretes

rrespondant ontient n_correspondant.
e r es métamorphose onsarve le qgraphe des

arétes.

Par contre, le bouleversement des pavillons provoqué par chaque
permutation des involutions X, Y et Z, qui réglent leur recollement mutuel,
entraine une nouvelle consistance des faces, sommets, ou polygones de Petrie,
Ona:

DEFINITION-PROPOSITION 10, -—- oit un vois

On_appelle graphe des sommets (resp. des faces, des
polygones de Petrie) du pavois, le qraphe dont les sommets
sont les sommets (resp. les faces, les polygones de Petrie) du
pavois, dont les aretes sont les aretes du pavois, les sommets
du___graphe étant 1iés par une arete du graphe si et seulement
si leuyr réunion contient 1’arete,

La dualité conserve le raphe des lyqones de
Petrie, et échanqge le raphe des face t ce des sommets
Lta facialité conserve 1le graphe des faces, et
échange les qraphe des sommets et celui des polygones de
Petrie.
La sommitatité conserve 1le aqaraphe des sommets, et

change 1le he des polrygones de Petrie et celul des faces.

Les métamorphoses sont des automorphismes substantiels de la catégorie
des pavois (voir sections 3, 5, et annexe).

Les automorphismes équivalents naturellement au foncteur identique sont,
eux, topologiquement insignifiants : ils reviennent i modifier les noms des
cbjets considérés,
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Il n'y a pas d‘autres automorphismes dans le sens suivant (il o5t £1it
ici un abus de langage (gr.upns mcn ensemblistes) qui peut gire dvits grar's
A Vénonce plus général d2s autaurs (1928), démontrables 22 fagan amalogue’

THEOREME 11. === L2 quotient dy qroups d automorphisme d2 1a
catdégocie des oavois par le sous—aroupe des zuvtomorohtsmas
dquivalents naturellement au foncteur identigua, e3%t un qroupe
svmétrigue 33 igomorphe canoniguemsnt 2u groupe des
m# tamorphoges.

Nous ddduisens ci-dessous (p. 28) le théoréeme du lemme suivant
concernant le groupe de Grothendieck G, produit libre du groupe 2 deux dlaments
par le groupe de Xlein & quatre dléments,

LEMME 12. --—— Sgit le aroupe G , d’élément neutre noté e,

f£ini_par générateurs relation
G = (t, X, ¥y 2/ t2 = x2 = y2 = 22 = xyz = >
Lgs éléments d’ordre 2 du qroupe G son ie

nju érateurs d rou G .
Lg groupe Out G ient rou d‘au orphi
gu qroupe G par le sous—groupe ges automorghxsmgg untgrueurg
du qgroupe G es un rou e tri y _isomorphe
noniquement au sous—qroupe d’a r hmme G géfml par

rmutations des qéné eur Xy, ¥y 2

Démonstration (due & Michel EMSALEM),

1) Les éléments du groupe G ont une forme canonique : ils sont (représentés
biunivoquement par) les mots en t, x, y, 2 qui sont successicn de,
alternativement, la lettre t et une lettre prise parmi les lettres x, ¥, 2.

(2) Les éléments d'‘crdre 2 du groupe G sant les mots symétriques de longueur
(nécessairement) impaire, d’ol la premidre partie du lemmme.

) Soit un automeorphisme v de G. Montrans que, & automorphisme intérieur
pres, v fixe t et permute x,y, 2. On peut supposer, d‘apras (2), que vix) est
un mot d‘une lettre.

4 Les mots vix), viy), viz) sont des mots d’une lettre. En effet, si par
exemple v(y) était un mot (de longueur impaire, d’aprés (2)) d‘au moins trois
lettres, alors selon que la lettre composant le mot vix) et la lettre terminant
le mot viy) appartiennent simultanément ou non a 1'un des ansambles {t} et

{x, Y z} , alors le mot viz) = viy) vix) ne serait pas symétrique ou ne sarait
pas de longueur impaire, ce qui est absurde d’apres (2).

) L‘auvtomorphisme v permute x,Yy, z. En effet, si par exemple vix) = ¢,
alors le mot v(2) = vixy) = t viy) ne serait pas symétrique.

(8 On peut supposer que la lettre g qui commence le mot v(t) est la lettre

g = t .Eneffet, si cette condition n‘est pas vérifide par V'autamarphisme v,
elle l'est par l'automorphisme v’=g v g, automorphisme qui permute encore,
d‘apras (5), x, ¥, 2 puisque g est alors égald x, ¥ ou 2.



2} Ainsi, supposons que v permute x,y , 2 et que le mot vit) commence par
la lettre t. Si v ne fixait pas t, alors 12 mot v(t) serait, d’apras (2), de

longueur au moins trois, commencerait et donc, d’aprés (2), finirait par la
lettre t. L'automorphisme v augmenterait strictement la longueur de tout mot
comportant la lettre t. Notamment, l'image inversa par v du mot composé de la
seule lettre t devrait étre de langueur strictement infériaure A 1, ce qui est
absurde.

cC. a . F. D.

A tout paveis (P, T, X, ¥, 2} on associe l‘actien A gauche * du grouge G
sur l'ensembl2 F définie par:
pour tout a4 dans P, t *a=T), n*a=Xa), y+a=Y@, z#a= 2.

Dans tout c2 qui suit. nous adoptons le point de vue développé par P,
DAMPHQUSSE (1931) et redéfinissons ainsi la catégorie des paveis (voir pe 18):

DEFINITION 13 . --- 0On appzlle pavois _les
G- _2nsembles A qauche transitifs non vides, tels agu

générateurs t, x, ¥, z agisssnt librament.
La catégorie des pavois .a pour fl&cheg les

G- applications (nécessairement) surcjectives,

las

0

P. DAMPHOQUSSE affirme gque le stabilisataur d‘un quelconque pavillon est
isomecrphe au groupe fondamental d‘unme cartaine surface non fermée attachée au
pavais et le vérifie dans deux exemples. On a l'dénoncé équivalent suivant ai
'on munit le graphe des arétes de sa topologie canonique (voir MASSEY (1934,

g. 1900 :

PROPOSITION 14, ——- Soit un pavois, Le stabilisateur d’un
quelcongue pavillon ecst isomorphs au groupe fondamantal du
graphe des aretes associs,

Soit un pavois (P, T) X, ¥, 2) et soit le stabilisateur H d‘un pavillon p.
Soit la famille éventuellement infinie inde:xée par P de pavillons standard Ai
(chacun muni d‘un homéomorphisme sur un triangle euclidien de référence de
cotés nommés hypaténuse, apathéme, corde). Soit le "pavage” construit par
recollement des Ai selon les régles T, X, Y. Alors, le groupe H est
canoniquement isomarphe au groupe fondamental (qui est libre), en un paint
intérieur 2 Ap, de la surface non fermée 2 obtenue par trouage du “pavage” 2n
chague sommet et au milieu de chaque face.

Cette surface 2 est en effetle gquotient du "modale universel® (plan
hyperbolique muni d’un certain pavage) du & P. DAMPHOUSSE par un groupe agissant
librement isomorphe au groupe H. Il existe un iscmorphisme, noté g~>g’, du
groupe de Grothendieck G sur un groupe noté G’ d‘automorphismes du plan
hyperbolique (représenté par le disque de Poincaré, intérieur du disque unité):
aux génédrateurs t)x, y de G on fait correspandre les réflexions t/, x’, ¥’ par
rapport aux cotés 11,il, 11,01, (0,10 d’un triangle hyperbolique A (privé de
sommets aux angles aigus qui sont nuls). Ce triangle A est un domaine
fondamental pour l‘action de G’ sur le disque de Poincaré, pavé par les images
ded. Au saus-groupe H de G correspond un sous-groupe isomarphe H’ de G'. Le
groupe H’ agit librement, les triangles images de A par les seuls éléments t/,
%’y ¥’y 2’ et identité de G’ rencantrant A, ot les générateurs t, x,y,2de G
et donc leurs conjugués agissant librement sur P. Soit une famille standard



{compatible avec l'identification ci-dessus de chague Aiau pavillon euclidien
de référence) indexée par P d’homéomorphismes ¢ida A sur At privé de ses
deux sommets aigus. On a pour finir le revétemant de la surface 2z par le
disque de Poincaré qui, au point de la forma g’(a), pour g’ dans G’ et a dans A,
associe le point @ifa) de Ai avec i= g--l p . La surfaca 2 estle
quotient du disque par H’'. On conclut en remarquant que la surface se
rétracte sur le graphe des ardtes du pavais.

On en déduit la classification suivante des pavois :

PROPOSITION 1S. =-- n_a 1 bijection de 1’ensemble des

njuqaison d sous—-groupes libres de G sur
l1’ensembl de lagses ‘isomorphisme de pavois induite par
1/application qui A& H associe le pavgis G/H {(muni de

l‘action A qgauche canonigue de G).

En effet, les groupes faondamentaux de graphe sant libres, et
réciproquement les sous-groupes libres H de G déterminent des pavois G/H. Enfin,
les sous—-graupes H et H’ de G sontconjuguéds si et seulement si les espaces
homogénes G/H et G/H’ sont isomorphes. En effet, pour tout automorphisme
intérieur v : x»=a~ixa de G, on a l'isomarphisme gH ~» gHa de G/H sur
G/v(H). Réciproquement, soit f un isomorphisme de G/H sur G/H’. Alors,
choisissant a dans G tel que (H) = aH’, on a f(gH) = gaH’ pour tout g dans G.

Dol a-i{Ha est contenu dans H’ parceque gaH’ = aH’ pour tout g dans H et a-1Ha
contient H’ parceque f est injective.

Les pavois réguliers recoivent dans ce contexte une définition élégante:

PROPOSITION 148. -—— Un pavois est réqulier si et seulement si

il est isomorphe & un pavois de 1a forme G/H ot H est un
sous—-qroupe libre distinqué de G.

Soit H un sous-groupe libre de G. Le groupe de dislocation (resp.
automorphisme) du pavois G/H est le groupe des bijections de la forme
aH —-gaH (resp. aH+>agH) pour g dans G (resp. pour g dans le sous-groupe
N(H) narmalisatsur de H dans &), graoupe cananiquement isamarphe au graoupe
G/ \gHg-1 (resp. N(H)/H).

geG

Il existe une famille de pavois réguliers a valences finies indexée par
trois parametres entiers. Tout pavais régulier A valences finies est quatient de
'un d’eux. En effet, les faces (resp. sommets, polygones de Petrie) de tout
pavois régulier ont une méme valence m (resp. n, p). La permutation de
l'ensemble des pavillons définie par (tx)™ (resp. (ty)7, (t2)P) est la
permutation identique. Ce pavois est ainsi quotient du pavois défini par
l‘action du groupe G sur (I‘ensemble sous-jacent 1) le groupe G ™'*P défini par
génédrateurs et relations : .
GMMPadt,x,y,2/t23x22y23:2ayyz= )™=ty = (2P =0,

Nous reconnaissans la famille des groupes ainsi notés définis par
H.S. M. COXETER (1939, p. 74 :
GMMB a<a,b,c/aMabl=cP =(ab)2 = (be)2 = (ca) = (abc)2 = &> .

En effet, des isomorphismes réciproques entre les groupes admettant
respectivement ces présentations sont définis par, d‘une part a = xt, b = ty,
€ = ytx, d’autre part x 2 beyy=ca,z=ab,t=bca.

On a ainsi, pour le plaisir du rappraochement :

PRCPOSITION 17. --- Le qroupe de= Grothendieck G admet 1la
présentation  finie = <a, b, c / €ab)2 = (bc)2 = (ca)l =
(abg)< = e ot s’interprite comme qroups de Coxeter G MNP
dans le cas extrapold ob les trois paramitres sont infinis,

Démontrans finalement le théoréme 11 (p. 23).

G
nt
[n]




Démonstration du théordme.
(les stapes (24) A (29) sont dues A Christian LAIR)

Nous établissons un isomorphisme canonique entre le groupe Out G etle
groupe quotient du groupe des automorphismes de la catégorie des pavois par le
sous—-groupe des automorphismes équivalents naturellement au foncteur identique
at concluons, étapa (22), en utilisant la deuxiéme partie du lemme. Entre-
temps, nous utilisons la premiére partie du lemme lors des étapes (4) et ().

1 Nous notons (P, #) le pavois défini par une action A gauche # du groupe
G sur un ensemble P.

Une fléche f d’un pavois (Pi, #1) vers un pavois (PZ, #2) est une
G—application surjective de l'ensembla Pt sur l’ensemble P2.0n a:
pour tout g dans G et tout a dans P{, f(g *#i a) = g #*2 f(a)

(2) Notons K la catdgarie das pavois.

Notons Aut G (resp. Aut K) le groupe des automorphismes du groupe G
(resp. de la catdgorie K.

Notons Int G (resp. Int K ) le sous-groupe des automorphismes
intérieurs du graupe G (resp. des automarphismes équivalents au fancteur
identique de la catégorie K.

Le groupe Int G (resp. Int K) est un sous groupe distingué du groupe
Aut G (resp. Aut K ).

Notons Out G (resp. Out K) le groupe quotient Aut G/ Int G (resp.
AutK/ IntK).

(3) Nous présentons les étapes de la démonstration.
QOn a le diagramme commutatif suivant (diag 1) :

Int G » Int K 4¢———> NOY
l o> Fu \ /
Aut G » Aut K
l A /\1
Out 6 e Aut K / NOY «—p0ut K
B
diagramme |

De ($) A (8) : définition d‘un homamarphisme de Aut G dans AutK.

De (9) & {13) : définition d‘un pavois privilégié. Les automorphismes de
la catégarie transfarment ce pavaois en un pavois isomarphe.

De (14) & (16) : définition d‘un homomorphisme de Aut K dans Out G.

En (17) : description du noyau NQY de l'hamemarphisme ci-dessus, et
définition de 1'homomorphisme induit A de Aut K/ NOY dans OQut G.

En (18) : Int K est contenu dans NOY .

De (18) 4 (19) : définition de 1'homomorphisme B de Qut G dans
Aut K / NOY .

De (20) & 21) : A et B sont des isomorphismes réciproques.

De (23) A (29) : NOY est contenu dans Int K.

ZY) L’ensemble des éléments d‘ordre 2 du groupe G contient les générateurs
du groupe G, est stable par les automorphismes du groupe G et d‘apreés le lemme {2
ci-dessus, pour tout pavois, ses ¢léments agissent sans point fixe.

(&) A tout automorphisme v du groupa G on associe un automorphisme Fv de la
catégorie K des pavois. Au pavois (P, #{) l'automorphisme Fv assccie le pavois
(P, #2) , ayant méme ensemble sous-jacent, ot tel que, pour tout g dans G et
tout a dans P, g #2 a=vig) #{ a . L'automorphisme Fv agit trivialement sur
las flaches.



L'énoncé (4) assure que (P, #2) est un pavois : les générateurs de G
agissent encore sans point fixe.

Pour tout v’/ et tout v* automorphismes de Gy,on a :
Fv’ o Fv* = Fv'av’

)] Les métamorphoses en particulier sont les automorphismes Fv olt v est un
automorpisme du groupe G défini par permutation des générateurs x, y, z.

v Lorsque v est un automorphisme intérieur du groupe G, alors Fv est un
automorphisme dquivalent naturellement au fancteur identique.

@ D’apras (3), on a I'homomorphisme du groupe Aut G dans le groupe (dual
du groupe) AutK: vi—Fv,

D’aprés (7)) cet homomorphisme induit un homomorphisme du groupe
Out G dans le groupe Qut K.

{9 La catégorie K comporte un objet privilégié, appelé pavois

universel, noté (G, #). L’ensemble sous—-jacent est 1’ensemble saus—-jacent
au groupe G et l'action # est la translation & gauche. Pour tout g dans G et
toutadans Gyona: g*a=ga.

(10) Pour tout pavois (P, #),il existe des fléches (G, #) — (P, *),

Sait a un élément de P. Alors, une flache est 'application, natée Sa, de G sur
P qui i tout g associe Sa(g) = g # a . Pour tout g dans G et tout a dans P, on
4 le diagramme commutatif suivant (diag. 2) :

(G, =

Sti/ \SQ*a

(Gy *)e——p (P, *)
Sa

diagramme 2

{11) Les fleéches de (G, %) dans (G, #) sont, pour a dans G, les translations
a droite Sa .
On &, pour tous g’ et g" dans G, Sg’ o Sg* = Sg"g’.

{(12) Toute flache f d’un pavois (P, # vers le pavois universel (G, ) est un
isomorphisme. En effet :

Soit £’ une fléche (il en existe d’apres (10)) de (G, #) vers (P, #),

Il existe a dans P tel que f(a) = e.Il existe g dans G tel que +'(g)=a.
Scit 1a fléche de (G, #) vers (P, ), f* = {0 Sg . Alors :

f o #(e) = f o ¥(Sgle)) = f o f(g) = fla) = e. Ainsi f o ", flache du
pavois universel vers lui-méme fixant e , est l’'identité d’apres (1),

(13) Soit F un automorphisme de K. Alors il existe un isomorphisme c de (G, #
vers F(G, #). Eneffet, F étant inversible, il existe un pavois (P, #) tel

que F(P, #) = (G, #) . Or il existe une flache de (G, #) vers (P, #) d’apras

(10), donc aussi une fléche de F(G, #) vers (G, #). Celle-ci est un isomorphisme
d‘apras (12).

(14) Soit F un automorphisme de la catégorie K. 11 existe d’apreés (13) un
isomorphisme ¢ de (G, # vers F(G, #). Pour tout a dans G, il existe d’aprés
(11) un unique b dans G rendant le diagramme suivant commutatif (diag. 3) :



c
(G, #* » F(G, #
Sa F(sSb) wi(F, c)ta) = b
(G, *) » F(G, =
c
diagramme 3

L’application, notée w(F, o)) qui i tout a dans G assacie cet élément b
dans G, est un automorphisme de G.

(15) Soit F un automorphisme de la catégorie K. Soit ¢’ et c* deux
isomorphismes de (G, *) vers (F, #) . Alars w(F, ¢ et w(F, c") sont cangrus
dans Aut G modulo IntG.

En effet, d’apres (1{) il existegdans G, telque: ¢’=c" 0 Sq.
Alors, d‘aprés le diagramme commutatif ci-dessocus (diag. 4), ou toutes les
flaches sont des isomorphismes, et d’aprds la définition des automorphismes
B’ = wi(F, c)gag-{) et b" = wi(F,c")a) , ona, pour taut a dans G,
w(F, c")a) = w(F, c'N gag-1) .

cl
(G, *) > F(G, *)

Sg-1 Id

:I
(G, #)——————p F(G, %

Sgag-1 Sa F(sb")> F(Sb’)
(G, #)———————p F(G, *)
CI
/ Id
v v
(G, #* » F(G, =)
cl
diagramme 4

(18) On déduit de (14) et (15) un homomorphisme qui A tout F dans Aut X
associe 1l'édlément de OQut G, classe des w(F, c) paur ¢ isomorphisme de (G, ®
vers F(G, #) ,

(17)  Notons NOY le noyau de 1’homomorphisme ci~dessus de Aut X dans Out G. Un
automarphisme F est dans NOY si et seulement si peur tout ¢ (resp. pour un c)
isomorphisme de (G, #) vers F(G, %) , w(F, c) estdans Int G (resp. est
1’élément neutre de Aut G). Deux automorphismes F’ et F" sant congrus dans Aut K
modulo NQY si et seulement si pour un isomorphisme ¢’ de (G, #) vers F'(G, #
et un isomorphisme c* de (G, *) vers F"(G, #) , w(F’, ¢ at
w(F", ¢") sont congrus dans Aut G modulo IntG.

Seit alors l’‘homomarphisme A : Aut X / NOY — Qut G , défini par

AlE)= w(F, ¢) .

On indique par des soulignements les classes dans les quotients.



{(12) Int K est contenu dans NOY. En effet, soit un foncteur F équivalent
naturellement au foncteur identique, et soit l'isomorphisme (de 1’‘équivalence
naturelle) ¢ de (G, # vers F(G, #).On a, pour tout g dans G, le diagramme
commutatif suivant (diag. 3) :

c
(G, © » F(G, *)
Sg FisSg>
(G, » » F(G, #*
c

diagramme S

Alors, d’aprés (14), w(F, ) est l’élément neutre de Aut G, et done,
d’aprés (17), F est dans NOY .

{19 Ainsi, on a un homomorphisme du groupe Out K dans le groupe
Aut K / NOY , et donc, d’apres (8) an a un hamamarphisme
B : OutG —= AutK/ NOY,définipar Bly )3 Ev .

{200 Tout automorphisme v du groupe G définit cananiquement une flache,
encore notde v, qui est un isomorphisme de (G, #) vers Fv(G, #) .

Pour tout v dans AutG,ona: wiFv, v) = v ,En effet, on a, pour
tout g dans G, le diagramme commutatif suivant (diag. 8) :

v
(G, =) » Fu(G, #
Sg Sv(g)
(G, * » Fu(G, =)
v

diagramme é

D’ol, Fv agissant trivialement sur les flaches et d‘apras (14),ona:
paur tout g dans G, Sw(Fv, v){g) = Sv(g) .

21) Ainsi, d’aprés (17), (19) et (20), A o B est l'application identique
de Qut G dans lui-méma.

B o A estl’application identique de Aut K/ NOY dans lui-méme, et
donc les groupes QOut G et Aut K/ NOY sont isomarphes. En effet, soit un
foncteur F dans Aut K, il existe, d’apré#s (10), un isomorphisme ¢ de (G, #) vers
F(G) #). D’apres (20), paur v= w(F,ch,ana w(Fv, v) = w(F,c), et danc Fv
et F sont, d’apres (17), congrus dans Aut K modulo NOY.

(222 11 suffit enfin de mantrer que NOY est contenudans IntK: ceci
achévera, grace au lemme, la démonstration du théor2me, puisqu’alors, d’aprés
(18), on a NOY = Int K, d’ou, d‘aprés (21), 1'homomarphisme

B : y = Fv estunisomorphisme de OutG sur OutK.

{23) Ainsi, soit F dans NOY et montrons que F est dans IntK.
D’aprés (14) et (17), il existe un isomorphisme ¢ tel que, pour tout g
dans G, an ait le diagramme commutatif suivant (diag. 7 :
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c
(G, *) - F(G, »
Sg F(Sg)
(G, *) —p F(G, #*
c

iagramme 7

A partir de maintenant, par abus de notation, P. désigne tout paveis
dont l’ensemble des pavillons est noté P,

11 s’agit de montrer qu’il existe une équivalence naturelle
e : ID=>F dufencteur identique vers le foncteur F.

Pour toute flache f d‘unpavcis P! vers ur pavois P2 , on doit avoir
le diagramme commutatif suivant (diag. 8) :

e PL
BL - F¢ PL )
f Fed)
p2 - F¢ P2 )
e P2
diagramme 8

Nous montrons, de (24) & (29), qu‘il existe une (unique) transformation
naturelle e :ID=-F telleque e G =c, puis que cette transformation
naturelle est une équivalence.

(24)  Associons, A tout pavois P, la catégorie H P dont les objets sont les
éléments de P, et dont les flaches sant les couples (a, g), de saurce a, at de
but g *a.
Associons au pavois P ,le foncteur JP :HP —= K défini par,
pour tout adans P, J P_(a) = G , et, pour toute flache (a, Q)
JRP(aygl=Sg: G — G .
Assgcions enfin, au pavois P, la famille, indexée par a dans P, de
flaches (voir 1'é¢tape (10)) Sa: G —= P .

23) Appelons famille J P -compatible, toute famille
(Ta : G — Q ,adans P), ol @ estun pavois et al, pour toute flache
(, g) de la catégorie HP , on a le diagramme commutatif suivant (diag. 9) :

S
Sg/ \g*a
e} > 32
Ta
diagramme 9

26) On a la proposition suivante : tout pavais P estla limite inductive
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du foncteur J _P , naturalisée par les Sa, pour a dans P. Autrement dit, la
famille (Sa : G —= P , adansP)estJ P -compatible, et, pour taute
famille J _P -compatible (Ta : G —= Q,a dans P), il existe une unique
flache h : P — @, telle que l’on ait, pour tout a dans P, l# diagramme
commutatif suivant (diag. 10) :

g
=N\
4 » 2
h
diagramme 10

En effet, la famille(Sa: G — P , a dans P) est J P -compatible
d’apréas (10), ensuite, 'unicité de h résulte de la surjectivité des flaches Sa,
et enfin, posant, pour tout a dans P, h(a) = Tale), alors on a, pour tout g
dans G et tout a dans P, d’une part
h o Sa(g)=h(g*a)=Tg#*a(e)=TaoSg (e = Ta g, dol dautre part,

h est un morphisme :hig*a)sTa(@ =3g#*#Taled=g+*hla).

27 Posons, pour tout 2 dans P, Ta =F(Sa)oc: G —= F(P ) La
famille (Ta: G — F(P ), a dans P) est, d‘apras (23), J P_ -compatible.

Ainsi, d‘aprts (26), il existe une unique flécheh: P —» F(P )
telle que, pour tout a dansP,onait hoSa=Ta=F(Sa)oc.Notons e P_
cette flache h (diag. {11).

c
8 »F{ G D
Sal Ta F{Sa) 2 P =h
i » F¢C P
h
diagramme {4

(23) D‘apres (18), par unicité,ona e G =c.
Pour tous pavois P1 et P2 et toute flache f: P{ —» P2 ,0na,
pour tout a dans P{ le diagramme commutatif suivant (diag. 12):

—p F¢

] ]
J F(Sa) 1
4%

»F( PL ) F(f o Sa)

)

Sfdad

|3

F($)

v

'm

diagramme {2



Nous disposons ainsi d‘une transformation naturelle e : ID=>»F du
foncteur identique vers le foncteur F, qui prolonge l'isomorphisme
c: G — F(G).
29) F étant un automorphisme, le pavois F( P ) est, d’apras (24), la limite
inductive du foncteur F o J P, , naturalisée par les F(Sa), pour a dans P.

Or la famille (Saoc=-{ : F(G) —» P , a dans P) est, d’aprés (10)

et (13, F oJ P -compatible : le diagramme ci-dessous ast, pour tout gdans G
et tout 2 dans P, commutatif (diag. 13).

Sg*a o c-\ ‘A o c-1
14

diagramme 13

11 existe donc une (unique) fléche K telle que l'on ait, pour tout a
dans P, le diagramme commutatif suivant (diag. 14) :

FC 8 )

11 s’ensuit, d’aprés (27), que l'on a, pour tout a dans P, les
diagrammes commutatifs suivants (diag. 15) :

il
3:/ \:‘-’(Sa) o< F(sSa) o:/\
P L F(P) F(P)._____.,_
h
e P =h
diagrammes {35

On en déduit les diagrammes commutatifs suivants (diag. 18 :

] >
s:/ \a F(ba)/ \F(ua)
4 > B
K oh

F(P)—-——.—pF(P)
Q

diagrammes 14
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On déduit des propriétés (vair (28) et (29)) des limites inductives P
et F(_P )y que les flaches h et K sont inverses l'une de l'autre. £nfin, la
flache e _P  (qui est la flache h) est inversible pour tout paveis P .La
transfarmation naturelle e est une dguivalenca.

c . Q . F L] D .
CONJECTURES.

Le théorédme concerne la catégarie des pavois finis ou infinis.
11 est vraisemblable que le thécreme analogue existe pour la sous-catégorie
pleine des pavaois finis (qui correspondent A l'idde classique de
polrddres). La preuve devrait sans doute prendre en compte des
propridtés plus fines du groupe G. Les pavois (resp. pavois finis) sant classés
par les sous-groupes libres (resp. libres d'indice fini) de G (voir proposition
15). Dans cet esprit notons que l'intersaction des sous-groupes libres
‘d‘indice fini de G est triviale; en effet, G contient un, sous-groupe libre
(isomarphe au groupe fondamental du graphe en "huit” ou A celui da
l1a sphére trois fois trouée , correspondant au pavage de la sphire en deux faces,
une aréte, un sommet; voir proposition {4) d’indice fini (quatre) et, c’est
notoire, tout groupe libre est résiduellzment fini, c’est-i-dire
Vintersection de ses sous-groupes d‘indice fini est trivialz (e groupe libre étant muni
d‘une base, tout éldment non neutre est représantd par un mat Mn non
vide ol Mi (o£iKm) est une séquence de mots irréductiblas tella que Mo est le
mot vide et, pour o<i{n,Mi est le résultat de la concaténation d’un géndrateur
ou de son inverse Ei et de Mi-1; on choisit alors un homomarphisme f du groupe
libre dans le groupe des permutations de l'ansemble des Mi tal que, pour taut i
positif, f(Ei) transforme Mi-i{ en Mi, et par suite $f({Mi) transforme Mo en Mi;
enfin le noyau de f est un sous-graupe (distingué) d‘indice fini du groupe libre
ne contenant pas Mn; un résultat plus fort a été établi par Marshall HALL (1949,
pp. 429-~430)).

Une méme conjecture se pose pour la sous-catégorie pleine des pavois
finis réguliers, et pour celle des pavois dont les faces, sammets et polygonas
de Petrie ont des valences finies.
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TOUT VENANT

Cette saction précise des rapports entre les différants cbjets (ou
paints de vue) dant nous avons fait usage, énonce cartainas de leurs propridtis,
2t les met en relation avec des procédés classiques de construction de surfaces
bordées par des entralacs (ROLFSEN, 17748).

A une orbite nous avons associé différents objets : six pavages, six
graphes de bandes (trois graphes de bandes et leurs tordus resgectifs), trcis
graphes (les imes des trois paires de graphes de bandes), trois pavages
quadrivalents bi-colorables (les trois pavages de Petrie), un graphe
quadrivalent (le graphe des ardtes).

Chaque élément d’une orbite peut étre désigné par un pavage, un graphe
de bandes (choisi arbitrairement comme graphe de bandes des sommets d'un
pavage), une couleur d‘un pavage de Petrie. Chaque élément d‘une orbite a pour
attribut une suite ordannde de trois graphes (an choisit l'ordre arbitraire :
graphe des sommets, graphe des faces, graphe des polygones de Petrie qui est le
graphe des sommets du facial et aussi le graphe des faces du sommital).

I1 existe des contractions d‘orbite du groupe des métamorphoses (voir
annexe) : nous appelons orbite & & une orbite qui comparte six pavages
non-isomorphes; nous appelons orbites 4 3 une orbite qui comporte trois
paires de pavages isomorphes; nous appelons orbite & 2 une orbite qui
comporte deux triocs de pavages isomorphes; nous appelons orbits A | une
orbite qui coamporte six pavages isomorphes. Nous appelons auto-tordu un
graphe de bandes invariant (2 isomorphisme prds) par torsion (voir saction 2).
Nous appelons ambi-colorable un pavage da2 Petrie invariant (a
isomorphisme prés) par permutation des couleurs (voir section 3).

Dans une orbite 3 3, un graphe de bandes est auto~-tordu et les quatre
autres sont deux & deux isomorphes sans étre auto-tordus, deux des trois
graphes sant isomorphes, un pavage de Petrie est ambi-calorable et les deux
autres sont isomorphes.

Dans une orbite & 2, trois graphes de bandes (non auto~tordus) sont
isomorphes (et leurs trois tordus sant isomorphes), les trois graphes sont
isomorphes, les trois pavages de Petrie sont isomorphes et non ambi-colorables.

Dans une orbite a {, les six graphes de bandes sont isomorphes, les
trois graphes sont isomorphes, les trois pavages de Petrie sont isomorphes et
ambi-colorables.

La connaissance des nombres d’ardtes, sommets, faces et polygones de
Petrie permet de calculer la caractéristique des pavages d’une orbite. Pour
déterminer leur orientabilité dans le cas de caractéristiques paires inférieures
a 2 il est nécessaire de connaitre les graphes pondérés (voir section 2).
Cependant des indications sur l‘orientabilité des pavages d’une orbite peuvent
&tre déduites d’objets plus pauvres.

Enongons deux propositions préalables :

PROPOSITION 18, =—- Si__un graphe ne contient gque des

circuits de longueur paire, alors tout qraphe ds bandss dont
il est 1‘ame a 1a meme orientabilité que son tordu.

PROPOSITION 1?9, --- Si_un qraphe contient au moins un circuit
de lonqueur impaire, alors toute paire constitude d’un graphs

bandes dont il est 1‘ame et de son tordu contient au moins
une surface non orientable,

Un graphe de bandes est graphe de bandes des sommets d’un pavage et
graphe de bandes des faces du pavage dual. La propasition 1? implique :
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PROPOSITION 20. === Toute orbits dont un graghe contient ay
moins un circuit de longueur impaire ccomporte au moins deux
gurfacez non orientables.

Soit une orbite comportant deux paires formées chacunes d‘un graphe de
bandes et de son tordu ot telles que l'dme de ces graphes de bandes ne
contienne que des circuits de longueur paire. Alors il existe une paire, formée
d'un élément de chacune de ces deux paires, constituant les graphes de bandes
des faces =t des sommets d‘un pavage de l’'orbite, Ces deux graghes de bandes
sant de mdme orientahilité. Les tordus de ces deux graphes de bandes sont
respectivement le graphe de bandes des faces du facial et le graphe de bardes
des sommets du sommital du pavage. La prapasition 18 implique :

PROPOSITION 21, =-- oute rbite ont dsuyx raphes n2
nnent e d ircuit aQueyur paire ne comporte que

des surfaces de meme orientabilité,

Nous avons joud d’une double interprétation du dessin das polygonas de
Petrie d’une paire de pavages duaux :

-l’'une en termes de courbas immergédes dans la surfice ou de graphe des
ardédtes plongéd dans la surface ou de graphe des sommets du pavage de Petrie;

~l'autre en termes de graphe de bandes (section 2) qui reconnait dans
les croisaments de polygones de Petrie des projections de torsions de bandes.

Les algorithmes de Seifert et de Reidemeister utilisent cette méme
ambivalence pour construire a partir de projections sphériques (ou planes)
d’ entrelacss des surfaces bordées par ces entrelacss. Ces surfaces s’interprétent
naturellement comme des plongements de graphes de bandes.

La construction de Reidemeister s’appuie sur le fait que toute
projection sphédrique (ou plane) d‘un entrelacs constitue le graphe quadri-valent
des sommets d‘un pavage bi-colorable. Cette projection détermine le pavage de
Petrie commun & une paire de pavages sphériques duaux. Chacune des cguleurs du
pavage de Petrie représente un plongement du tordu de 1l’'un des graphes de bandes
de la paire de pavages duaux assaciés i ce pavage de Petrie (fig. 23).

figure 238
Les deux surfaces de Reidemeister associées i la projection standard du noeud de

trafle. La surfaca rayde estun plongements du graphe de bandes des sommets du
sommital du pavage standard de la sphire en deux triangles. La surface
pointillée est un plongement du graphe de bandes des faces du facial de ce
pavage.
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PROPOSITIOM 22. === Soit lss deux surfaces de Reidemejister

construitas a4 _partir d’uns projection sohérique d’un
ntrelacs.
hacune e cos surfaces ¢3t un plongement du graphe ds

bandes des sommets du sommital (oy des faces du facial

dy

dual) du pavage sphérigue dont le graphe des sommets e3t 17ams

de ¢ raphe dg andas.

Soit un pavage ayant F faces, S sommets et A ardtes. La surface fermée
chtenue en recollant le tordu de son graphe de bandes des sommets et le tordu de
son graphe de bandes des faces a pour caractéristique X= F + S - 2A.

En effet, les tordus des graphes de bandes des sommets et des faces, se
recollent en créant un cross cap au milieu de chaque ardte du pavage (fig.

29). La surface abtenue par recollement des tardus des graphes de band=2s a pour
caractéristique la caractéristique du pavage diminuée du nombre d‘ardtes.

figure 2%
Recollement des tordus des graphes de bandes des sommets et des faces.

En particulier :

La surface fermée obtenue par recollement des deux surfaces de
Reidemeister canstruites 3 partir d‘une projection sphérique, ayant A
intersections, d’un entrelacs est de caractéristique X =2 - A,

Et, ce qui revient au mame :

Soit la projection sphérique ayant A intersections d’un entrelacs a C
compasantes et, soit las deux surfaces de Reidemeister qu’elle définit. La somme
S des caractéristiques des deux surfaces fermées pavées dont ces deux surfaces
de Reidemeister constituent les graphes de bandes des sammets {ou bien, las
graphes de bandes des faces), estS=2(C+ 1)~ A,

TRADUCTION 23. -—— Nous traduisons le procéds de
Seifertconstruisant une surface grientable
bordéde par un entrelacsorientéd donns,

Soit*t un 2ntrelacs orientd et une orojections
plane. Ongbtiant un graphe de bandes orientable bardsd

par cet entrelacs.A chagu2 rond de Sesifert on
associg une rondalle, &4 chaque croisement, un Ban .
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DEFINITION-PROPQZITICN 24 -== Soit un2 projection sohirigue
d’un entrelacs orienté. Soit la surface de Ssifert gqu’ells
définit.

On_appelle anti-rond de Seifert de cette projectian,
un __circuit éffectué en parcourant alternativement des secments
de 1a projsction dang le sens st & rebours ds 1opigntation,

L’ensemble des anti-ronds de Saifert est 17ensambls

des polyqones de Petrie de la paire de pavages duzux dont 13
surface de Seifert es un plongamant do 17un d qraphes da
bandss.

La wvalence, toujours paire, du opolvgone ds Petris
représenté par un anti-rond de Ssifert act le ncmbre d=

segments qui le constituent,

figure 30
La surface de Seifert associée i une projection plane d’un noeud de tréfle.

a/ les deux ronds de Seifert.
b/ les trois anti-ronds de Seifert.
¢/ la surface de Seifert comme plongement d‘un graphe de bandes.

Soit un graphe de bandes plongeable comme surface de Seifert. Tout
circuit sur 1’dme de ce graphe de bandes est de longueur paire. Ce graphe de
bandes dtant arientable son tordu est orientable.

PROPOSITION 25. === Une orbite, dont 1’un des six qraphes de
bande e lon ble comme surfa 2 ifart, comporte 3u

moins quatre pavages orientables,




REMARQUES HISTORIGQUES

Pierre SOURY est un mathématicien peu connu, qui s’est suicidé le 2
Juillet 1981. I1 s’intdressait notamment aux difficultds de représentation par
des dessins des objets topologiquee en basses dimensicns. Il a écrit trois
recueils, diffusés de fagon privée, deux que l'on peut consulter dans un petit
nombre de biliothéques frangaises (i Paris, & Orsay, & Strasbourg) etun
troisidme aujourd’hui éditéd. Dans le méme esprit des considérations graphiques
ont souvent été la source de 1’avancée proprement mathématique de notre texte.

Au cours d’un travail sur des procddds de construction de familles de
pavages, l'un d’entre nous (C.LEGER) mentionna la fréquence intrigante de la
nation de polygone de Petrie dans les textes de H. S. M.COXETER. Notre
élaboration provient directement de 1’sxplicitation de catte notion.

Qutre un article collectif de 1938 dont il est 1l'un des auteurs, de
John Flinders PETRIE nous ne connaissons que l'homr—age coanstant que lui
rend COKETER, le récit que ce dernier fait (1937,p.33) d'un entretien qu'ils
ont eu en 1924, et la bréve "remarque historique" qu‘il lui cansacre (1973, p. 32).

COXETER (1939, p. 12&) appelle polygone de Petrie d’un pavage tout
polygone en zig-zag dont les cOtés sont des ardtes du pavage tels que deux
cotés consécutifs, mais Jamais trois, bordent une méme face. COXETER (1950,

p. 422) rapporte que J. F. PETRIE avait fait remarquer dés {931 que les
polygones de Petrie étzient singuliers dans certains cas (sommets parcourus
plusieurs fois par un mdme polygone de Petrie).

.COXETER (1939) étudie une famille dépendant de trois paramétres entiers
de groupes & M*MP définis par générateurs et relations (voir propositions 14,17).
Tout groupe G M P est invariant (2 isomorphisme prés) par
permutation des entiers m, n, et p. Il recensa des cas ol le groupe G MP gt
fini et l'interprete alors comme groupe des automorphismes (métriques) d'un
pavage trés régulier, qu’il note m.n§p. Les faces (resp. sommets, polygones de
Petrie) d’un tel pavage sont de valence m (resp.n, p). Les six pavages avant
les mémes parametres m, n, p dans un ordre variable ant méme groupe
d‘automorphismes. COXETER (1939, p. 120) les désigne alors comme las “six
corresponding regular maps”.

Il décrit (1950, p. 420) une transformation involutive entre pavages
réguliers : elle consiste A conserver le graphe des sommets d’un pavage, a en
évider les faces et leur substituer celles qui comblent les polygones de Petrie
du pavage d‘origine.

COXETER et MOSER (1937, p. 1i1) remarquent que la dualité et catte
nouvelle transfarmation involutive engendrent les paquets de six pavages {m .n}p
ayant les mé@mes paramétres dans un ordre variable.

COXETER (1939, p. 128) définit les pavages semi-réguliers:le
pavage sami-régulier noté {m/n}p est ce que nous appelons 1g pavage de Petrie
des pavages (duaux l'un de l’autre) notés m.n}p et {n,m} . Il souligne (1939,

P. 132) l’exemple du groupe G 3418 : les trois pavages semi-réguliers associés
sant partés par trois surfaces dont l‘'une est sphérique, 1’autre euclidienne (le
tore)y, la troisidme hyperbolique (a surface non—orientable de caractéristique
=2). L'un d‘eux, notd {3/ 4}6. ou encore {4/3}6. est le cubactaddre d’Archimade.
COXETER (1932, p. 127) dé+init le symbole{':}. qui anticipe les symboles
m/n
a définition par COXETER des polygones de Petrie fait obstacle 2 la
généralisation. Par exemple, le pavage standard de la sphere en deux faces
triangulaires, trois ar#tes et trois sommets, pavage noté {3,2}5, n‘admet
aucun polygone de Petrie au sens de COXETER. COXETER et MOSER (1957, p. 140)
citent pourtant le pavage dual {2.3}-6 dans leur recensement des pavages finis
connus {mn}g.

COXETER (1974, p. 20) écrit que les polygones de Petrie ont commencé

leur “usefull career” an 1925.

En fait, les polygones de Petrie, le pavois fondamental et le pavage de
Petrie d’un pavage ont été reconnus, sous diverses appellations et A diverses
fins, par plusieurs auteurs.
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C'ast 2 GROTHENDIECK ot & ses dlaves Y. LADEGAILLERIE (1974, C. VOISIN
at J. MALGLOIRE (1977 2t P. DAMPHCUSIE (1931) qua reviant le crédit d’avair
construit une catégoriz assez riche pour abritar les pavagses.

P. DAMPHOUSSE a introduit l‘cbjet universel (G, #) sous l2 nom de
"Universal madel”.

Le groupe de Grothendieck G est une extension commune de tous les
groupes de Caxeter G ™™P (voir propasition £ 7). Da ce point de vue, le groupe
de Grothendieck G est interpreté comme groupe de Coxeter G MNP dans le cas
extrapolé ou les trois paramétres sont infinis.

P. DAMPHOUSSE donmne du groupe G une présentation qui favorise deux des
trois involutions du groupe de Klein facteur, et raconnait, dans l’échange da
ces deux involutions, 12 dualité comme automorphisme de sa catégorie.

Max DEHN (1934, pp. 132-157) associe A un pavage des "t-graph" qui sont
ses polygones de Petrie.

Hugo STEINITZ (1934, p 198 et suivantes) définit le “0-Prozess" qui, &
un pavage, assacie san pavage de Petrie.

Felix KLEIM (1379, pp. 453-4489; 1923, pp. 123-132) utilisa la
décomposition barycentrique das pavages. Il trace trois polygones de Petrie du
pavage du tore de genra 3 représentéd par la Hauptfigur, figure discutée par J, GRAY
(19232). Il interpréte les 21 (axes de translation laissant stable chacun des 21)
palyganes de Petrie comme dtant les 21 gdodésiques les plus courtes de ce tare
de genre 3 muni d‘une métrique de Riamann (1290, pp. 387-3%2),

August Fardinand MOBIUS (1343, {542) définit les "zones” d’un pavage a
faces triangulaires. Chaque zone est une bande, portion de la surface. A chaque
zone on peut associer canoniquement un polygone de Petrie. Il compare
l'orientabilité et le nombre de cAtés d’une zone. Jean-Claude PONT (1974, pp.
33-111) analyse les mémaires ol MOBIUS axpose ces notions.

Pour autant c'est PLATON qui remporte le prix, Dans le Timée
(53 ¢ = 57 d), ayant attribué A chacun des corms simples - terre, ezu,
eir, feu - la configuration d'un polyddre - cuve, icosaddre, octaddre,
tétraddre - PIATON établit les régles d'une sorte de chimie des corps
simples & l'aide de deux opérations sur les polyddres, i savoir celles-
1 n;é_ge qui ont fondé les métamorphoses: dislocation selon des itriangles
élémentaires (ceux de la subdivision barycentrique 2 notre sens de l=
surface polyédriquue, avec la différence qu'ils sont assortis d'une métrigue
et & l'exception du ‘cube dont la dislocation est plus= grossidre) puis
recombinaison de ceux-ci. Aprds avoir indiqué que la terre Jjamais par
¢es opérations ne peut donner un autre corps qu'elle-méme (étant ssule
associée 3 un polyddre a triangles élémentaires Tedtangles isocdles),
PLATON (Timée 56 d-e) donne les régles selon les schémaé inverses:
eau —> air + feu —>feu puls feu —> air —> eau .

"Mais 1l'eau, fragmentée (uepwodiv) par Gu feu et de 1'air, permet,
par recomposition (ougvéva ), la formation d'un corpuscule de feu plus
deux corpuscules d'air, les corpusculss d'air & leur tour, donnent, pour
chaque unité qui subit la disselution (4§ #véq pipoug dradvBivies ), deux
corpuscules de feu, Dans la direction inverse: lorsqu'uns petite quantité
[de corpuscules] de feu est entourde de beaucoup de corpuscules d.;a.ir,
d'eau ou de terrs, emportée par leur mouvements, vaincue (vundiv)
ot brisée en morceaux ( xavadpeucdfi ) dans le combat, cela sboutit ce que
deux corpuscules de feu donnent, par recomposition ( ouvicrasdov), un :
corpuscule d'air, Et 1'air 2 son tour, lorsqu'il est maftrisé Erpméivtu)
et brisé en menus morceaux (upga-:{aehwc ), de deux entiers plus un demi de

ses gorpuscules, il résultera par agglomération (#st= .
entier dlean,® ( L wemerts) wn gorpuscule



Nous donnons l’exemgle d'une famille assez dtonnantz de pavages:
les cactus constituent ume famille infinie de pavages sphiérigues, stable
par métamerghose. Nous les représentons par des pavages planaires.

DEFINITIOM 24, =-=- 0On_appells cactus Jlegs pawages da la
zphare dopt Ve  graphe dez scmmets ~dxlize un glongement dans

la <cphére du graphe dédoublé d’un arbre, graghe arant
memes <ommet3s  aque 17arbee ot tel gu’d toubs oaxire de somm
liéds par ung zrete de 1Zarbrae corresgonde une o3ire de scmm
1iés par exactement deux aretss du graphe .

i fe f—
Sakail
(VI 1T (11}

On peut mantrer par récurrence sur la taille du cactus.

PROPOSITION 27. --- Sgit un cactus:

(1) 11 _admet ay moins une face de valence 2 avant un
sommet de valence 2.

2) Le nombres F, 3, P 2t A de faces, zcmmets,

polygones de Petrie et aretes vérifisnt F =

En effet, ces propridtés sont vérifides par le cactus correspondant
a l’arbre minimum (fig. 32), et & chagque pas de la démanstration, augmenter le
cactus d‘une face vérifiant (1) accroit les nombres F, S, Pde {, 2t Ade 2
(fig. 31).

figqure 31
Deux cactus (détail). Une face, un sommet, un polygone de Petrie en plus,

deus: arétes en plus.
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On peut montrer de méams par récurrence que le duzal et le facial
de tout cactus est un cactus, d'oll l'on déduit:

PROPOSITICN 28, —— fapille des cactus est stable vax
métanorohoses.

Donncns des exemplas de toutes les sortes d’orbitas a priori
imaginablas du groupe des métamarpghases, orbites de cardinal 1, 2, 3 qu &,
Hormis l2 cas spdcial de l'orbite de cardinal 2 (fig. 38), cn donne das orbitas
constitudes de cactus.

Dans le cas des orbitas de cardinal 3 ou §, on distingue les pavages
par les nombres de facas, sommets et palygaones de Petria dans chague sorie de
valence,

fiquere 32
Cactus minimum. F=8=P=2
Orbite de cardinal {.

A\

facialité

fiqure 33
Orbite de cardinal 3. Pour le pavage en haut de la figure :

F=3@)+118
§2P=2@)+2 &
Les valencas sont indiquées entre parenthéses.
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figure 34

Orbite de cardinal 8. Pour le pavage 2n haut & gauche de la figure :
F=52)+1(4+119)

§24@+2)+1(2)

P=4(2)+1(4+2()

On donne encore 1’exemple (fig. 39) de deux familles infinies
d’orbites de cardinal 1.

W N

fiqure 3%
Orbites de cardinal 1.



2, = lne orbite de cardinal! 3.

Les pavages de l'crbite d2 cardinal 2 sent distingués en comparant  1as
cycles de leurs coins autour de leurs faces et de laurs sommets. Il y a pour
ltun trois (resp. pour l'autre une) paires exactement de coins voisies
sur ls pourtour de la face en méme temps qu'opposés autour du sommet,

A —
c - %BA F§

_ 4&1__0%

AN O

>

O
@

facialité
dualité

sammitalitéd

figure 24
Orbite de cardinal 2. Pavages de la surface de caractéristique -{.

Cycle des coins entourant la face et celui des coins entourant le sammat
pour chacun d’aux.

figure 37
Les deux graphes de bandes associés,
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