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DIAGRAMMES VOLUMES 43 + 44 , 2000 

SYSTEMES TENSORIELS 

ET 

SYSTEMES ENRICHIS 

C. Lair 

1. Introduction. 

Un J-système tensoriel est constitué d'une famille ( ^ ) y € F i ( j ) de 
catégories, indexées par les flèches d'une catégorie guide J, et d'une famille de 
produits tensoriels, i.e. de foncteurs : 

indexés par les couples (j :J-> J\j% :•/ ' -» J" ) de flèches consécutives de J. 

Evidemment, si J= 1, ces systèmes tensoriels [de catégorie guide "triviale"] 
s'identifient aux catégories avec mutiplication de (C.A.M.U.) ou, plus classiquement 
encore, aux catégories monoïdales, dès lors qu'on dispose de propriétés d'associativité et 
unitarité à isomorphismes cohérents près. 

Mais, même pour de nombreuses catégories guides J non triviales, il y a de 
multiples exemples "naturels" de tels systèmes tensoriels. 

Ainsi, pour n'en citer qu'un [en laissant au lecteur le soin d'en expliciter d'autres, issus 
de produits tensoriels tout aussi "classiques"], faisant référence à des produits tensoriels 
"usuels" mais entre objets de catégories disctinctes, si J est la catégorie dont les objets 
sont les anneaux unitaires et dont les flèches sont les couples (J9J

%) de tels anneaux, 



la famille ((J, J' ) - ( to) ( l / f ; ' ) € Fi(j> des catégories de bimodules est canoniquement 
munie d'une structure de ^système tensoriel [puisque - classiquement - le produit 
tensoriel usuel d'un (J, J' )-bimodule avec un (J\ J" )-bimodule est évidemment un 
(J,J")-bimodule]. 

Si V= (V) )j-,e FI ( j) est un ̂ -système tensoriel associatif et unitaire à 
isomorphismes cohérents près, un y-système enrichi par V est constitué [notamment] 
par une famille (AJ)Je0h(j) d'ensembles [des objets du système], de Hom internes 

aux diverses Vj , i.e. d'une famille d'applications : 

( A ^ . ) : Adom (j) x ACodom(y)—> ^ ; ) ; e F l ( J ) 

ainsi que de flèches de composition et d'unitarié. 

Evidemment, si J=l, ces systèmes enrichis s'identifient aux catégories 
enrichies classsiques [de (C.L.C.A.) par exemple]. 

Mais, de nouveau, même pour de nombreuses catégories guides J non 
triviales, il y a de multiples exemples "naturels" de tels systèmes enrichis. 

Comme plus haut, pour n'en citer qu'un [en laissant au lecteur le soin d'en expliciter 
d'autres] faisant référence à des Hom internes "usuels" mais entre objets de catégories 
disetinctes, désignons par J la catégorie des anneaux commutatifs unitaires puis, pour 
tout homomorphsime j: : J-> J' entre de tels anneaux, par Vj la catégorie des ,/'-
modules et enfin, pour tout tel anneau J, par Aj l'ensemble des J-modules. 

Les homomorphismes j: : J-> J' et j%\J}-*J" étant donnés, un J'-module V} 

s'identifie évidemment à un (^J^-bimodule et, de même, un J "-module V" 
s'identifie évidemment à un (J',J")-bimodule, dès lors le (J,J" )-bimodule V'®V" 
est évidemment entièrement déterminé par son J "-module sous-jacent. La famille 
V= {Vj)j e j s'organise donc naturellement en un >sytème tensoriel. 

Maintenant, si j: : J -> J ' est un homomorphisme d'anneaux commutatifs unitaires, si 
A est un J-module et si A ' est un y-module, désignons par Aj(AJ. ' ) l'ensemble des 
applications ./-linéaires de A vers A ' : il est clairement muni d'une structure de «/'-
module AyOM ! ) - La famille (Aj) j € 0 b(j) s'organise donc naturellement en un > 
système enrichi par V. 

En rappelant, au §2 du présent texte, quelques éléments de la théorie 
des systèmes tensoriels, déjà bien développée en (P.T.E.A.) [où on trouvera de 
nombreux exemples, une étude systématique des conditions d'existence et des 
procédures de classification des systèmes tensoriels en lesquels peuvent, 
éventuellement, s'organiser des familles de catégories "essentiellement algébriques", 
ainsi qu'une comparaison entre les notions de systèmes tensoriels et de bicatégories -



présentée en (I.N.B.I.)] et en introduisant, au §3 de ce travail, quelques éléments de la 
théorie des systèmes enrichis, nous n'avons pas cherché à développer un exposé 
particulièrment exhaustif. 

Notre but est de fournir un cadre précis [et actualisé] qui justifie les 
considérations que nous avons en vue [voir (S.T.G.C.) et (S.E.E.S.)] concernant le 
système tensoriel des graphes à composition et catégories puis les systèmes enrichis 
[par le système tensoriel précédent] des graphes à composition et catégories d'une part, 
des esquisses et prototypes d'autre part. 

C'est que plusieurs types de produits tensoriels de graphes à composition et catégories 
"entre eux" méritent non seulement d'être étudiés isolément [ce qui est assez bien connu 
déjà, au moins dans le cas des catégories], mais doivent l'être simultanément : en les 
organisant tous dans un même système tensoriel. 

De même, plusieurs types de "2-flèches" entre foncteurs [resp. homomorphismes] 
reliant des graphes à composition [resp des esquisses] et/ou des catégories [resp. des 
prototypes] et plusieurs types de composition [en "parallèle", en "série" ... ] des 1-
flèches et 2-flèches "entre elles" méritent non seulement d'être étudiés séparément [ce 
qui assez bien connu aussi, au moins dans le cas des catégories], mais doivent l'être 
simultanément : en les organisant tous dans un même système enrichi. 

Ce travail résulte d'une collaboration avec D. Duval : on pourra en 
trouver une version initiale intégrée à (C.O.G.R.). 



2. Systèmes tensoriels, morphismes de systèmes tensoriels 
et sytèmes tensoriels déduits. 

2.1. Systèmes tensoriels. 

2.1.a. Si J est une catégorie, un J-système tensoriel V est constitué par 

la donnée, pour toute flèche y de J, d'une catégorie composante de V en j \ 

Cpste(Ky) 

[alors, on note plus simplement : 

^• = C p s t e ( K / ) ], 

• la donnée, pour tout couple (y : J —> J\j: ' : 7 ' -» J" ) de flèches consécutives de J, 
d'unfoncteurdetensorisationen (jJ'): 

T e n s ( K t / j " ) ) : ^ x K ^> Yj .j 

[alors, s'il n'y a pas risque d'ambiguïté, on note plus simplement : 

-®,,y .- = T e n s ( K C / j ' ) ) : ^ * ^ - > ^ . ; , 

ou même, bien souvent, à charge au lecteur de compléter en fonction du contexte 

- 0 . . . = . 0 , , , . : ^ ^ ^ ^ , , 



autrement dit, on écrit aussi : 

• pour tout point V (l} de V} et pour tout point V de Vy 

V® V 

(-®.)(V,V) 

Tens(y,U,J'))(V,V<), 

• pour toute flèche vde Vj et pour toute flèche v' de Vy\ 

v ® v' 

V®y>y.V' 

( -® . . - ) (v ,V) 

(-®j,y-)(y,V) 

Tens(KO'j"'))(v,V) ]. 

1 Pour toute catégorie J, on note indifféremment Pt ( J) = Ob(J) l'ensemble de ses objets, qu'on 
préfère appeler ses points. 



2.1.b. Si 3 est une catégorie, si V est un ^-système tensoriel et si 
{j\J-*J\j'\J%->J"j" : y " -> J'") est un triplet de flèches consécutives de J, on 
désigne par : 

TensI terG( K((j j ' ) j " ) ) • W * ty)* Vr-+ Vf-.j'.j 

le fondeur de tensorisation itérée à gauche [à trois variables] déduit des foncteurs de 
tensorisation précédents, i.e. le foncteur évidemment obtenu lorsqu'on impose que : 

• pour tout point V de J^, pour tout point F' de Vy et pour tout point F" de 

^ » , o n a : 

TensIterG(V(UJ')J"))((KV'lV") 

(V®jj'V')G>ymJj.V\ 

• pour toute flèche v : V± -> V2 de V}, pour toute flèche v* : V\ -> V\ de Vy et 
pour toute flèche vn:V\-> V"2 de Vr, on a : 

T e n s I t e r G ( K ( a j f ) J " ) ) ( ( v , v f X v - ) 

(v®jj.v')®y.Jj»v\ 

[alors, s'il n'y a pas risque d'ambiguïté, on note plus simplement : 

((-®,,y-)®,-. , , ,«-) 

TensI terG( ^ , ( 0 , / ) ^ ) ) : ( ^ * / • ) * *r"> ^ - . y .y . 

ou même, bien souvent, à charge au lecteur de compléter en fonction du contexte : 

( ( - ® . . . - ) ® . . - ) - ( ( - ® y j - ) ® y . y j - ) ]• 



De même, on désigne par : 

TensIterD(KO'X/V"))):(*5* K)* VJ"^ K'-J'.J 

le fondeur de tensorisation itérée à droite [à trois variables] déduit des foncteurs de 
tensorisation précédents, i.e. le foncteur évidemment obtenu lorsqu'on impose que : 

• pour tout point V de Vj, pour tout point V de V} et pour tout point F" de 
Vy ,ona: 

TensI te rD( K 0 , 0 " J")))((V,V'),¥") 

V®JJ».y(V'®y,yV"), 

• pour toute flèche v : Vx -» V2 de V}, pour toute flèche v':V\-*V'2 de Vy et 
pour toute flèche v":V\-^V"z de V} », on a : 

TensIterD( K0'.0'J"")))((v,v*),v") 

v®y ,y./(v'®y,,»v"), 

[alors, s'il n'y a pas risque d'ambiguïté, on note plus simplement : 

(-®,-,,».,• (-®r,r-)) 

T e n s I t e r D ( K O , 0 ' j " ) ) ) : ( ^ x Vr)x Vr-> Vy.y.j, 

ou même, bien souvent, à charge au lecteur de compléter en fonction du contexte : 

( - 0 . . ( - 0 -)) = (-®,,,-.,• (-®y,y-)) ]• 



2.1.c. Si J est une catégorie, si V est un J-système tensoriel, si 
(j' : J -» J ',y ' : J ' —> J " ) est un couple de flèches consécutives de J et si F est un 
point de Vj, on désigne par : 

TensRedG(| / (F,yj ')): Vy-> Vy.j 

le Joncteur de tensorisation réduite à gauche [au point VJ déduit du foncteur de 
tensorisation précédent, i.e. le foncteur évidemment obtenu lorsqu'on impose que : 

• pour tout point F' de J / , o n a : 

TensRedG(V(VjJ'j)(V')=V®Jj,V, 

• pour toute flèche v' : V\ -> V\ de V}<, on a : 

TensRedG(K(^Jj ' ) ) (v ' )=Ic l (F )® y J . v ' , 

[alors, s'il n'y a pas risque d'ambiguïté, on note plus simplement : 

V®JJ.- = TensRedG(V(VjJ')): Vj-> Vy.J9 

ou même, bien souvent, à charge au lecteur de compléter en fonction du contexte : 

V®^-=V®jj>- l 

De même, si (J :J->J\j* : J ' ->•/") est un couple de flèches consécutives 
de J et si Vy est un point de V}., on désigne par : 

T e n s R e d D ^ O ' j ' ^ ' ) ) : Vj^> Vy.j 
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le foncteur de tensorisation réduite à droite [au point VJ déduit du foncteur de 
tensorisation précédent, i.e. le foncteur évidemment obtenu lorsqu'on impose que : 

• pour tout point V de Vj, on a : 

TensRedD(VUJ\V'))(V)=V®jJ<V\ 

• pour toute flèche v : V1 -» V2 de Vj;, on a : 

TensRedD(K(y,y',F'))(v) = v ® y 5 y . I d ( F ' ) , 

[alors, s'il n'y a pas risque d'ambiguïté, on note plus simplement : 

- ® y J . F ' = TensRedD(|/C/•,y ,^ ,))•• * / - > t y . y , 

ou même, bien souvent, à charge au lecteur de compléter en fonction du contexte : 

-®„ V' = -®j9yV l 

2.1.d. Si J est une catégorie, si V est un ^système tensoriel et si 

0r : J-» J'J ' : J' ->-/"J":/"-> J'") est un triplet de flèches consécutives de .7, on 
dit que : 

• V est quasi-associatif [avec déplacement des parenthèses] de gauche à droite® * en 
Uj'J") si on dispose d'une réécriture de quasi-associativité de gauche à droite, 
i.e. d'une transformation naturelle : 

2 On laisse au lecteur le soin de définir la "quasi-associativité de droite à gauche"... que nous n'utiliserons 
pas dans la suite. 

11 



ReecQAss ( K 0,. / ' j '")) 

( •®; , / - )®y. ; , r -

u 
- ® y j - . y ( - ® 7 - j - ) 

( ^ x ^ ) x ^ » 

i 

[alors, s'il n'y a pas risque d'ambiguïté, on note plus simplement : 

ReecQAss, tJ • r = ReecQAss ( J/ (y j ' j " ) ) , 

ou même, à charge au lecteur de compléter en fonction du contexte : 

• sommairement : 

ReecQAss ... = ReecQAssy j^ - , 

• plus elliptiquement encore, pour tout point V de Vj;, pour tout point F ' 

de Vy et pour tout point F" de Vy : 

ReecQAss...(...) = ReecQAss.. .((F, F ' ) , F") ], 

^est associatif en (JJ\jn ) si on dispose d'une réécriture d'associativité, i.e. d'une 
équivalence naturelle : 

ReecAss (KO' j " j " , f ) ) 

12 



(-®j,r-)®r.j,r-

-®j,r.r(-®rj"-) 

{V]*Vy)*Vy 

[alors, s'il n'y a pas risque d'ambiguïté, on note plus simplement : 

ReecAssy j>j» = ReecAss( V,(j J \j")), 

ou même, à charge au lecteur de compléter en fonction du contexte 

• sommairement : 

ReecAss. . = ReecAsSy^-j-, 

plus elliptiquement encore, pour tout point V de V}, pour tout point V} 

de Vj< et pour tout point V" de Vy : 

ReecAss .(...) = ReecAss...(( F, F'), F") ]. 

2.1.e. Si J est une catégorie, si V est un ^système tensoriel et si 
j' : J —>./ ' est une flèche de J , on dit que : 

• V admet le point F de Ma (y) pour quasi-unité à gauche [de j ] si on dispose 
d'une réécriture de quasi-unitarité à gauche, i.e. d'une transformation naturelle : 

ReecQUnitG(J<(Fj)) 

13 



I d ( ^ ) 

u 
(V®ïd{J)j-) 

VJ 

[alors, s'il n'y a pas risque d'ambiguïté, on note plus simplement : 

ReecQUni tG KJ = ReecQUni tG ( K (̂,./) ), 

ou même, à charge au lecteur de compléter en fonction du contexte : 

• sommairement : 

ReecQUnitG... = ReecQUnitG Vj , 

• plus elliptiquement encore, pour tout point W de Vj. 

ReecQUnitG... (...) = ReecQUnitG VJ{ W) ], 

• V admet le point V de Md(./) pour unité à gauche [de j] si on dispose d'une 
réécriture d'unitarité à gauche, i.e. d'une équivalence naturelle : 

ReecUnitG(K(PJ)) 

I d ( ^ ) 

(y®mJ)J-) 

14 



Vj 

l 

Vj 

[alors, s'il n'y a pas risque d'ambiguïté, on note plus simplement : 

ReecUnitG VJ = ReecUnitG( V,( VJ)), 

ou même, à charge au lecteur de compléter en fonction du contexte : 

• sommairement : 

ReecUnitG.. = ReecUnitG V>J , 

• plus elliptiquement encore, pour tout point W de Vj : 

ReecUnitG...(...) = ReecUnitG F,7( W) ]. 

De même, on dit que : 

• V admet le point V de VM(J<> pour quasi-unité à droite [de j] si on dispose 
d'une réécriture de quasi-unitarité à droite, i.e. d'une transformation naturelle : 

ReecQUnitD (V,(J,V)) 

Id(Vj) 

U 

Vj 

15 



[alors, s'il n'y a pas risque d'ambiguïté, on note plus simplement : 

ReecQUnitDy>K' = ReecQUnitD(l<0' ,^') ) 5 

ou même, à charge au lecteur de compléter en fonction du contexte : 

• sommairement : 

ReecQUnitD... = ReecQUnitD,, v>, 

• plus elliptiquement encore, pour tout point W de V,: 

ReecQUnitD... (...) = ReecQUnitD,, v< ( W) ], 

• V admet le point V de Md(y> pour unité à droite [de j ] si on dispose d'une 
réécriture d'unitarité à droite, i.e. d'une équivalence naturelle : 

ReecUnitD( V, (j,V')) 

I d ( ^ ) 

u 
(-®,,id(.n^) 

Vj 

i 

[alors, s'il n'y a pas risque d'ambiguïté, on note plus simplement : 

ReecUnitD y > r = ReecUnitD(K(y' , ' / ' ) ) , 

16 



ou même, à charge au lecteur de compléter en fonction du contexte 

• sommairement : 

ReecUnitD . = ReecUnitD, ̂--, 

• plus elliptiquement encore, pour tout point W de V}. 

ReecUnitD (...) = ReecUnitD, , K.( W) ]. 

2.1.f. Si 3 est une catégorie et si Kest un J-système tensoriel, on dit que : 

• l^est quasi-associatif de gauche à droite si : 

• V est quasi-associatif de gauche à droite en tout triplet {jj\j") de 

flèches consécutives de J, 

• "tous" les diagrammes de réécritures de quasi-associativité de gauche à 
droite commutent [autrement dit, il y a "cohérence" de ces diverses 
réécritures, dans un sens généralisant celui utilisé - par exemple - pour 
l'axiomatisation des catégories monoïdales, et que nous laissons au lecteur 
le soin d'expliciter complètement], 

• l^est associatif si : 

• K est associatif en tout triplet (JJ'J") de flèches consécutives de J , 

• "tous" les diagrammes de réécritures d'associativité commutent [autrement 
dit, il y a "cohérence" de ces diverses réécritures, dans un sens généralisant 
celui utilisé - par exemple - pour l'axiomatisation des catégories 
monoïdales, et que nous laissons au lecteur le soin d'expliciter 
complètement]. 

2.1.g. Si 3 est une catégorie et si ^ e s t un J-système tensoriel, on dit que 

^est quasi-unitaire et de famille de quasi-unités : 

(PtQUni t ( / /y ) ) i / e P t (j) 

17 



si : 

• PtQUnit (V9J) est, pour tout point J de J , un point de Vid{J), 

• V admet PtQUnit (V,J) pour quasi-unité à gauche de toute flèche de 3 
ayant pour domaine J, 

• V admet PtQUnit (V9J) pour quasi-unité à droite de toute flèche de 3 
ayant pour codomaine J , 

• "tous" les diagrammes de réécritures de quasi-unitarité commutent 
[autrement dit, il y a "cohérence" de ces diverses réécritures, dans un sens 
généralisant celui utilisé - par exemple - pour l'axiomatisation des 
catégories monoïdales, et que nous laissons au lecteur le soin d'expliciter 
complètement], 

l^est unitaire et de famille drumtés : 

( P t U n i t ( K « / ) ) j e P t ( j ) 

si 

• P t U n i t ( V9J) est, pour tout point J de J , un point de V\d(J), 

• Vadmet P t U n i t (V,J) pour unité à gauche de toute flèche de 3 ayant 
pour domaine J , 

• V admet P t U n i t {V,J) pour unité à droite de toute flèche de 3 ayant 
pour codomaine J , 

• tous les diagrammes de réécritures d'unitarité commutent [autrement dit, il y 
a "cohérence" de ces diverses réécritures, dans un sens généralisant celui 
utilisé - par exemple - pour l'axiomatisation des catégories monoïdales, et 
que nous laissons au lecteur le soin d'expliciter complètement]. 

2.1.h. Si 3 est une catégorie et si ^ e s t un ^-système tensoriel, on dit que : 

V est quasi-catégorique [de gauche à droite] si : 

• V est quasi-associatif de gauche à droite, 

• V est quasi-unitaire, 

• "tous" les diagrammes de réécritures de quasi-associativité de gauche à 
droite et de réécritures de quasi-unitarité [éventuellement mélangées] 

18 



commutent [autrement dit, il y a "cohérence" de ces diverses réécritures, 
dans un sens généralisant celui utilisé - par exemple - pour l'axiomatisation 
des catégories monoïdales, et que nous laissons au lecteur le soin 
d'expliciter complètement], 

Kest catégorique si : 

• V est associatif, 

• V est unitaire, 

• "tous" les diagrammes de réécritures d'associativité et de réécritures 
d'unitarité [éventuellement mélangées] commutent [autrement dit, il y a 
"cohérence" de ces diverses réécritures, dans un sens généralisant celui 
utilisé - par exemple - pour l'axiomatisation des catégories monoïdales, et 
que nous laissons au lecteur le soin d'expliciter complètement]. 

2.2. Morphismes de systèmes tensoriels. 

2.2.a. Si 3 est une catégorie et si V et W sont deux ^-systèmes tensoriels, 

un 3-morphisme tensoriel p. V-> W de Vvers W est constitué par : 

• la donnée, pour toute flèche y de 7 , d'un foncteur composante de p en j : 

Cpste(pj): VJ^WJ 

[alors, on note plus simplement et indifféremment : 

pj(-) = pj = Cpste(pj): Vj-+ H/j l 

la donnée, pour tout couple (j :J->J\j9 \J% —>J") de flèches consécutives de 3, 
d'une réécriture tensorielle en (J J') •> i-e- d'une transformation naturelle : 

ReecTens(/>,(y,y')) 
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PJ(-)®J,J-PA-) 

U 

PJ'.A-®JJ<-) 

VjXVy 

fj.J 

[alors, s'il n'y a pas risque d'ambiguïté, on note plus simplement : 

ReecTens,-,,. = ReecTens (p9(JJ%))> 

ou même, à charge au lecteur de compléter en fonction du contexte : 

• sommairement : 

ReecTens.. = ReecTens,-,,•, 

• plus elliptiquement encore, pour tout point V de Vj et pour tout point Vx 

de Vj : 

ReecTens ...(...) = ReecTens,-,,.( F, F') ]. 

2.2.b. Si 3 est une catégorie, si V et W sont deux ̂ systèmes tensoriels et 
si p. V-+ W est un >morphisme tensoriel, on dit que : 

• p\ V—> W est quasi-associatif de gauche à droite si : 

• V sX W sont quasi-associatifs de gauche à droite, 

• "tous" les diagrammes de réécritures tensorielles et de réécritures de quasi-
associativité de gauche à droite [éventuellement mélangées] commutent 
[autrement dit, il y a "cohérence" de ces diverses réécritures, dans un sens 
généralisant celui utilisé - par exemple - pour l'axiomatisation des foncteurs 
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monoïdaux entre catégories monoïdales, et que nous laissons au lecteur le 
soin d'expliciter complètement], 

• p\ V-^ W est associatif si : 

• Vet W sont associatifs, 

• "tous" les diagrammes de réécritures tensorielles et de réécritures 
d'associativité [éventuellement mélangées] commutent [autrement dit, il y a 
"cohérence" de ces diverses réécritures, dans un sens généralisant celui 
utilisé - par exemple - pour l'axiomatisation des foncteurs monoïdaux entre 
catégories monoïdales, et que nous laissons au lecteur le soin d'expliciter 
complètement]. 

2.2.c. Si 3 est une catégorie, si VQX W sont deux J-systèmes tensoriels et 
si p. V-> W est un 7-morphisme tensoriel, on dit que : 

• p\ V-^y W est quasi-unitaire et de famille de réécritures ponctuelles de quasi-
unitarité : 

( ReecPtQUnit(y&,J) 

PtQUnit ( W9 J) 

i 
pj(PtQ\Jnit(VJ)) ) j €pt ( j) 

si : 

• J'et W sont quasi-unitaires, 

• ReecPtQUnit (/>,•/) : PtQUnit (W9J) -» ^ ( P t Q U n i t (V9J)) est, 
pour tout point J de 3, une flèche de /^Id ( y ) , 

• "tous" les diagrammes de réécritures tensorielles, de réécritures ponctuelles 
de quasi-unitarité et de réécritures de quasi-unitarité [éventuellement 
mélangées] commutent [autrement dit, il y a "cohérence" de ces diverses 
réécritures, dans un sens généralisant celui utilisé - par exemple - pour 
l'axiomatisation des foncteurs monoïdaux entre catégories monoïdales, et 
que nous laissons au lecteur le soin d'expliciter complètement], 

• p: V-> W est unitaire et de famille de réécritures ponctuelles d'unitarité : 
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si : 

( ReecPtUnit (/>,./) 

PtUnit (Wj) 

i 
pj(?t\Jnit(V9J)) ) j € p t ( j ) 

• Vs\ W sont unitaires, 

• ReecPtUnit (/>,J) : PtUnit (W9J)->/>/(ptUnit (!<,/)) est, pour 

tout point J de J , une flèche de /^id(j), 

• "tous" les diagrammes de réécritures tensorielles, de réécritures ponctuelles 
d'unitarité et de réécritures d'unitarité [éventuellement mélangées] 
commutent [autrement dit, il y a "cohérence" de ces diverses réécritures, 
dans un sens généralisant celui utilisé - par exemple - pour l'axiomatisation 
des foncteurs monoïdaux entre catégories monoïdales, et que nous laissons 
au lecteur le soin d'expliciter complètement]. 

2.2.d. Si J est une catégorie, si Vet W sont deux J-systèmes tensoriels et 

si p. V-> W est un >morphisme tensoriel, on dit que : 

• p. V—> W est quasi-catégorique si : 

• i^et W sont quasi-catégoriques, 

• p. V—> W est quasi-associatif de gauche à droite, 

• p. V-> W est quasi-unitaire, 

• "tous" les diagrammes de réécritures tensorielles, de réécritures ponctuelles 
de quasi-unitarité, de réécritures de quasi-associativité de gauche à droite et 
de réécritures de quasi-unitarité [éventuellement mélangées] commutent 
[autrement dit, il y a "cohérence" de ces diverses réécritures, dans un sens 
généralisant celui utilisé - par exemple - pour l'axiomatisation des foncteurs 
monoïdaux entre catégories monoïdales, et que nous laissons au lecteur le 
soin d'expliciter complètement], 

• p. V-* W est catégorique si : 
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• Vet W sont catégoriques, 

• p. J7—» W est associatif, 

• p\ V-> W est unitaire, 

• "tous" les diagrammes de réécritures tensorielles, de réécritures ponctuelles 
d'unitarité, de réécritures d'associativité et de réécritures d'unitarité 
[éventuellement mélangées] commutent [autrement dit, il y a "cohérence" 
de ces diverses réécritures, dans un sens généralisant celui utilisé - par 
exemple - pour l'axiomatisation des foncteurs monoïdaux entre catégories 
monoïdales, et que nous laissons au lecteur le soin d'expliciter 
complètement]. 

23. Systèmes tensoriels déduits par changements 
d'indexations. 

2.3.a. Si 3 et % sont deux catégories, si À : J -> % est un foncteur et si 
W est un ÎC-système tensoriel, on désigne indifféremment par : 

SysTensDedChangIndex(/^,/l)= Wx 

le système tensoriel déduit de W par changement d'indexation le long de X, i.e. le 3-
système tensoriel évidemment obtenu lorsqu'on impose que : 

• pour toute flèche j de 3, on a : 

( / ^ ) , = / ^ 0 ) , 

• pour tout couple (j: : J -> J \j:' : J ' -> J " ) de flèches consécutives de 3, on a : 

T e n s ( ^ , ( y j ' ) ) : ( ^ ) , x ( M ) , . - > ( / ^ ) y , - y 

Tens(/^,(AO),A(y'))): WHj)x j ^ y . , - » / * V ) . , 0 ) . 
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2.3.b. Si 3 et 3C sont deux catégories, si À : J-> 3C est un foncteur et si 
/ ^ est un ^-système tensoriel quasi-associatif de gauche à droite [resp. associatif], on 
voit facilement que Wx est un ^système tensoriel quasi-associatif de gauche à droite 
[resp. associatif]. 

De même, si W est un ÎC-système tensoriel quasi-unitaire [resp. unitaire], on 
voit facilement que Wx est un J-système tensoriel quasi-unitaire [resp. unitaire]. 

Enfin, si W est un ÎC-système tensoriel quasi-catégorique [resp. catégorique], 
alors k/x est évidemment un ̂ système tensoriel quasi-catégorique [resp. catégorique]. 
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3. Systèmes enrichis, morphismes de systèmes enrichis, 
systèmes enrichis déduits et compagnons. 

3.1. Systèmes enrichis. 

3.La. Si 3 est une catégorie et si V est un >système tensoriel, un > 
système Venrichi A est constitué par : 

• la donnée, pour tout point ./ de 3 •> d'un ensemble coordonnée de A en J : 

Coord(A,y) 

[alors, on note aussi : 

A.y=Coord(A,J) ], 

• la donnée, pour toute flèche j : J -> J ' de 3, d'une application enrichissement de A 
en j : 

E n r i c h ( A , y ) : A i / x A y . - > P t ( ^ ) , 

[alors, on note aussi : 

A,(-,-) = E n r i c h ( A j ) : Aj x Aj -» Pt ( V}) 

et, par conséquent, pour tout élément ^ de Aj et pour tout élément A' de Aj 9 

on écrit également : 
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AJ(A9A') = AJ(-,-)(A 9A') = Enrich(Aj)(A9A\) ], 

• la donnée, pour tout couple de flèches consécutives (J :J->J \j ' : . / ' - > . / " ) de J9 

pour tout élément A de A J ? pour tout élément Ax de Aj et pour tout élément 
A" de A y , d'une flèche de J^.,y, dite composition locale de A en 
(AJtAW): 

CompLoc ( A ^ y ^ y V " ) ) 

Aj{A9A')®JJ<Ay{A'9A") 

i 

[s'il n'y a pas risque d'ambiguïté, on note plus simplement : 

CompLocA JiA • j ^ A « = CompLoc (A9(AJ >A \j'^4 " )) 

et même, bien souvent, à charge au lecteur de compléter en fonction du contexte 

CompLoc... = CompLocAj^A-;,<tA» ]. 

3.1.b. Si J est une catégorie, si V est un J-système tensoriel quasi-

associatif de gauche à droite et si A est un J-système Kenrichi, on dit que A est 

[strictement] associatif [parallèlement à V] si : 

• pour tout triplet (7' : J -» J ' jr ' : J ' ->. / " J " : J " -» J '" ) de flèches consécutives de 
3\ pour tout élément A de Aj, pour tout élément ^ ' de Aj , pour tout élément 
A " de Aj« et pour tout élément A "' de A y», le diagramme [de /^-".y .y] ci-
dessous commute : 
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(Aj (A^4')®, A, • (A 'J " ) \ ® A, - (A "J '" ) 

ReecQass (...) VCompLoc ® Id(Aj-(A"Jm)) 

Aj(AJ')® {Aj\A\A")® Aj»(A"Jm)) 

m(Aj(AJ')® CompLoc Ay.j{AA")®. Aj-(A"Jm) 

Aj(AJ')®.AJ:.jAA'Jm) 

CompLoc 
CompLoc ... 

*V/"v'v'v^ ) 

3.1.c. Si J est une catégorie, si Kest un ^système tensoriel quasi-unitaire 

et si A est un ^-système /^enrichi, on dit que A est [strictement] unitaire 

/parallèlement à V] et as famille de flèches d'unitarité : 

( Fl\Jn±t(A,(J,A)) 

PtQUnit (V,J) 

i 

A i d ( J ) ( ^ , ^ ) )je ?t (J)9A G AJ 

si : 

• pour tout point J de 3 et pour tout élément A de A j , la flèche : 
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FlUnit(A,(J,i4)) 

PtQUnit (V,J) 

Alà(J)(A,A) 

est une flèche de VU(J), 

pour tous points J et J' de J, pour toute flèche j : J-*J' [de domaine J] de J, 
pour tout élément A de A j et pour tout élément A' de Aj , le diagramme [de 
Vj ] ci-dessous commute : 

Aj(4À') R e e c Q u n i t - ( - ) , PtQUnit (HJ)®..Aj(A^) 

id(A,0M')) FlUnit (A,(̂ ))®... Id(A,0V)) 

Aj(AJ') <-
CompLoc. 

A1<HJ)(Asi)®..Aj(AJ') 

• pour tous points J et J' de J, pour toute flèche j:J'-+J [de codomaine J ] de 
J, pour tout élément A de Aj et pour tout élément A ' de Aj , le diagramme [de 
Vj ] ci-dessous commute : 
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ReecQunit (...) 
*M%ji) > Aj(A'A)® PtQUnit (VJ) 

lûiAM'A)) Id(Aj(A'J))®^ FlUnit (AXJÀ)) 

AjiA'J) <r 
CompLoc 

Ay(^'^)®..AId(J)(^) 

3.1.d. Si 3 est une catégorie, si V est un J-système tensoriel quasi-

catégorique [en particulier, catégorique] et si A est un J-système /^enrichi, on dit que 

A est [strictement] catégorique [parallèlement à V] si: 

• A est [strictement] associatif, 

• A est [strictement] unitaire. 

3.2. Morphismes de systèmes enrichis. 

3.2.a. Si 3 est une catégorie, si V est un ^-système tensoriel et si A et B 
sont deux ^-systèmes ^enrichis, un 3-morphisme V-enrichi s : A -> B est constitué 
par: 

• la donnée, pour tout point J de 3 > d'une application coordonnée de s en J: 

C o o r d ( s , 7 ) : Aj->B^ 

[alors, on note aussi 

s y = C o o r d ( s , J ) ], 
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• la donnée, pour toute flèche j:: J —» J ' de J, pour tout élément A de A j et pour 
tout élément A ' de Aj<, d'une comparaison enrichie, i.e. d'une flèche de V} : 

ComparEnrich(Sj',/i,y4 ') 

Aj(A,A') 

i 
Bj(sAA),sAA')) 

[alors, on note aussi 

Sj(A,A') = ComparEnrich(Sj ) (^ ,^ ' ) ] , 

et, ce, de sorte que : 

• pour tout couple (j:: J—>J'J< : J ' -> J") de flèches consécutives de J, pour tout 
élément A de A j , pour tout élément A' de A j - et pour tout élément A" de 

A j - , le diagramme [de Vymi\ ci-dessous commute : 

AJ(AJ')®„Aj'(A,
rA") 

SjiAJ')®..Sj-(A'J") 

CompLoc 

Ay.jiAA") 

Bj{sAA\Sj.(A'))®...By(Sj-(A'),Sj«(A")) 

CompLoc.. ^ Bj..jisAA),sMA")) 

y.j{AA") 
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3.2.b. Si 3 est une catégorie, si V est un ̂ -système tensoriel quasi-unitaire, 
si A et B sont deux ̂ -systèmes ^enrichis unitaires et si s : A -> B un 3-morphisme 
Venrichi, on dit que S : A -> B est unitaire si : 

• pour tout point J do 3 et pour tout élément A de A j , le diagramme [de Vid(J)] 
ci-dessous commute : 

FlUni tCA,^))^ 

PtQUnit (VJ) 

FlUnit(B9(J9S j(A)) 

Aid ( i / )(iM) 

S i d ( ; ) ( ^ ) 

BJ(SJ(A\SJ(A)) 

3.2.c. Si 3 est une catégorie, si V est un >système tensoriel quasi-
catégorique, si A et B sont deux ̂ -systèmes ^enrichis catégoriques et si s : A -» B 
un 3-rnorphisme Venrichi, on dit que S : A -> B est catégorique si : 

• S : A -> B est unitaire, 

[en constatant qu'il est légitime de considérer qu'un morphisme de systèmes enrichis qui 
sont, de plus, associatifs est "nécessairement associatif']. 

3.3. Systèmes enrichis déduits par changements 
df enrichissements. 

3.3.a. Si 3 est une catégorie, si V et W sont deux >systèmes tensoriels, 
si p. V^> W est J-morphisme tensoriel et si A est un >sytème Kenrichi, on désigne 
indifféremment par : 

SysEnrichDedChangEnrich(^>,A)= A 
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le système enrichi déduit de A par changement d'enrichissement le long de p9 i.e. le 

>système /^enrichi évidemment obtenu lorsqu'on impose que : 

• pour tout point J de J , on a : 

(pA)j = Aj9 

pour toute flèche y : < / - * / ' de J , pour tout élément A de (pA)j [i.e. de A j ] e t 
pour tout élément A ' de ( A)j- [i.e. de Aj< ], on a : 

(A)J(A9A')==PJ(AJ(A9A<))9 

• pour tout couple (j: : J -> J ' J" ' : J ' -» J " ) de flèches consécutives de 3, pour tout 
élément A de (pA)j [i.e. de A j ] , pour tout élément A' de LA),/, [i.e. de Aj] 

et pour tout élément A" de LA)j" [i.e. de Aj"] , la flèche de Wymj\ 

CompLoc (pA9(A9jA \j XA ")) 

/> 7 (A y (^ ' ) )® y j . / & r (A y . ( ^ ' y 4 ' ' ) ) 

(,A)y..y(iM") 

Py.j(Ay.j(AA")) 

est la composée des flèches consécutives suivantes de Wj » #y : 

ReecTens...(...) 
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ft(Aj<AÀ'j)®...MAj'(W)) 
i 

/>y.j(Aj(AA')®..AjiA'A")) 

et 

PJ •. j (CompLoc... ) 

Py.j(Aj{AA<)®..Ay(A<An)) 

i 
/>y.j(Ay.j(AAn)). 

3.3.b. Si J est une catégorie, si V et W sont deux ^systèmes tensoriels 

quasi-associatifs de gauche à droite, si p. V^> W est J-morphisme tensoriel quasi-

associatif de gauche à droite et si A est un J-sytème ^enrichi associatif, alors il est 

clair que A est un ^-système /^enrichi associatif. 

3.3.c. Si 3 est une catégorie, si V et W sont deux ^-systèmes tensoriels 
quasi-unitaires, si p : V-> W est >morphisme tensoriel quasi-unitaire et si A est un 
J?-sytème /^enrichi unitaire, de famille de flèches d'unitarité : 

( F lUni t (A , ( J , ^ ) ) 

PtQUnit (V,J) 

i 
A\d(J)(A,A) )jsst(J)yAeAj, 
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alors il est clair que A est un ̂ système /^enrichi unitaire, de famille d'unités 

( F l U n i t ( „A,{J,A)) 

PtQUnit ( W, J) 

i 

{p^)\à(J){A,A) )jept0),Ae(.pA)J, 

ou: 

• pour tout point J de J et pour tout élément A de (A) j [i.e. de A j ] , la flèche de 

FlUnit (pA,(J,A )) : PtQUnit (/̂,/) -» (pA)ldU)(A,A ) 

FlUnit {pA,{J,A)) : PtQUnit (W,J) -+pj(AU(J)(A,A )) 

est la composée des flèches consécutives de Wu(j) suivantes : 

ReecPtQUnit (/>,./) 

PtQUnit {W,J) 

i 
^ ( P t Q U n i t ( V,J)) 

et: 

^ ( F l U n i t (A,(J,i4)) 
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^ ( P t Q U n i t (V9J)) 

i 
Pj(Ald{J)(A,A)). 

3.3.d, Si 3 est une catégorie, si V et W sont deux ^systèmes tensoriels 
quasi-catégoriques [a fortiori, catégoriques], si p. V-> W est J-morphisme tensoriel 
quasi-catégorique et si A est un ^•sytème ^enrichi catégorique, alors A est 
évidemment un J-système /^enrichi catégorique. 

3.4. Systèmes enrichis déduits par changements 
d'indexations. 

3.4.a. Si 3 et % sont deux catégories, si A : J-> 3C est un foncteur, si W 
est un ÎC-système tensoriel et si B est un ÎC-système /^enrichi, on désigne par : 

SysEnrichDedChanglndex( B, À ) = BÀ 

le système enrichi déduit de B par changement d'indexation le long de X, i.e. le 3-
système /^-enrichi évidemment obtenu lorsqu'on impose que : 

• pour tout point J de J , on a : 

(BÀ)j = B^(j) , 

• pour toute flèche jr: J-> J1 de J , o n a : 

(BA),(-,-) : (Bx)jx (Bx)r - • Pt (( Wx)j) 

BHj){-,-) : BHJ) xBHr)^Pt(U/Hj}), 
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• pour tout couple (j: : J -» J' J: f : J ' -» J " ) de flèches consécutives de 3, pour tout 
élément 5 de (BÀ)j [i.e. de B A ( J ) ] , pour tout élément B' de (Bx)j< [i.e. de 
B^(j) ] et pour tout élément B" de (B^)./- [i.e. de B^j»)] , on a: 

CompLoc(BÀ,(Bj9B\j\B")) 

CompLoc B,JLU),B\JLU"), B" 

(BÀ)j(B9B')®...(B,)y(B\B") 

BHj)(B9B<)®...BÀ{r)(B\B") 

i 

(BÀ)ymJ(B9B
n) = BÀ{y9j)(B9B

n) 

BÀU')0ÀU)(B9B"). 

3.4.b. Si 3 et % sont deux catégories, si À : 7 -» 3C est un foncteur, si / ^ 
est un flC-système tensoriel quasi-associatif de gauche à droite et si B est un 3C-système 
/^enrichi associatif, alors il est clair que BÀ est un J-système /^-enrichi associatif. 

3.4.c. Si 3 et % sont deux catégories, si À : J -» 7Q est un foncteur, si W 
est un ÎC-système tensoriel quasi-unitaire et si B est un ÎC-système /^enrichi unitaire, 
de famille d'unités : 

( F l U n i t (B9(K,B)) 
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PtQUnit {W, K) 

alors il est clair que B^ est un ̂ système /^-enrichi unitaire, de famille d'unités 

( FlUnit(BMBJ) 

FlUnit (B,(A(J\Bj) 

PtQUnit (H/X,J) 

PtQUnit ( W, A(J)) 

i 

(BX)1<HJ)(B,B) 

&ld(i(J))(B,B) )jevt(J),Be(.Bi)J-

3.4.d. Si J et % sont deux catégories, si A. : J-^ 1(. est un foncteur, si W 
est un ÎC-système tensoriel quasi-catégorique (a fortiori, catégorique) et si B est un 7£ 
système /^enrichi catégorique, alors B,, est évidemment un ^système /^-enrichi 
catégorique. 
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3.5. Compagnons. 

3.5.a. Si 3 est une catégorie, si J est un point de J , si ^est un J-système 
tensoriel quasi-catégorique et si A est un J-système /^enrichi catégorique, on note 
indifféremment : 

Compagn (A, J) = A*j 

la catégorie compagnon de A en J, i.e. la catégorie évidemment obtenue lorsqu'on 
impose que : 

• Pt(A*y) = A y , 

• pour tous points A\ et A2 de A*j [i.e. pour tous éléments A± et A2 de Aj]9 on 
a: 

RomA*j(Al9A2) 

A*j(Al9A2) 

Md(j> (PtQUnit ( VJ\ AldiJ)(A19A2 )) 

[dans la suite, pour indiquer qu'un même élément est interprété comme une flèche 
d'une catégorie telle A*y , on utlisera le symbole -»A* , tandis que pour indiquer 
qu'il est interprété comme une flèche d'une catégorie telle Vj 9 on utlisera le 
symbole - » „ ] , 

• pour tout point A de A*j [i.e. pour tout élément A de Aj ] , on a: 

Id(A):A-+A*A 

FlUni t (A£J9A )) : PtQUnit j( V9J) - ^ A I d ( J ) (,4,,4 ) , 

• pour tous points Al9A2 et A3 de A*j [i.e. pour tous éléments Al9A2 et A3 de 
A j ] et pour toutes flèches a1:A1->A2 et a2\ A2-+A3 de A*j [i.e. pour toutes 
flèches : 
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ai : PtQUnit (V,J)^ AU{J){A1 ,A2 ) 

et 

a2: PtQUnit(V,J)^>A1 < H J )(A2 ,A3) 

de Vid{J)], la flèche: 

a2 . f l i : PtQUnit ( l < J ' ) ^ A I d ( J ) ( ^ 1 , ^ 3 ) 

est la flèche obtenue par composition des flèches consécutives de Vld(j) 
suivantes : 

• tout d'abord : 

ReecQUnitG...(...) 

PtQUnit (V,J) 

i 
PtQUnit (V,J)®... PtQUnit (V,J) , 

[où, V étant quasi-unitaire, i.e. en vertu de la cohérence des réécritures de 
quasi-unitarité, on peut aussi bien lire : 

ReecQUnitG... (...) 

ReecQUnitG M ( y ) , PtQUnit ( „,jy (P tQUni t ( V,J)) 
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ReecQUnitG ptQunit (^,j) , id(j)(PtQUnit(KJ))] , 

ensuite 

ai ®... #2 

PtQUnit ( V9J) ® PtQUnit ( V9J) 

Ald{J)(Al9A2)® „Ald{J)(A29A3) 

• enfin : 

CompLoc.. 

Ald(J)(Al9A2)® .Ald(J)(A29A3) 

i 
AldiJ)(Al9A3). 

3.5.b. Si 3 est une catégorie, si j: : J -» J ' est une flèche de J , si V est un 
J-système tensoriel quasi-catégorique et si A est un J-système ^enrichi catégorique, 
on note indifféremment : 

Exp(Aj) = A*,(") : (A*y)op x A*.,. -> V} 

le foncteur exponentiation de A en j , i.e. le foncteur évidemment obtenu lorsqu'on 
impose que : 

• pour tout point A de A*j [i.e. pour tout élément A de A j ] et pour tout point A ' 
de A V [ie pour tout élément A f de Aj< ], on a : 

A*J(-9-)(A,A') = AJ(A9A') 
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[et on note plus simplement : 

A*j(A,A') = A*j(-,-KA,A')], 

• pour toute flèche a:A1->A2 de A*j [i.e. pour toute flèche : 

a : P tQUnit ( V,J) -» AU(J)(AX ,AZ ) 

de Vu ( j) ] et pour toute flèche a ' : A \ -> A \ de A*j- [i.e. pour toute flèche : 

a' : PtQUnit (W)->Aïd(J. ){A \,A'2) 

de Vu(j-)], la flèche de V} : 

A*j(-,-)(a,a') 

A*j{Az,A\) = Aj{A2,A\) 

i 
A y (^ 1 ,^ ' 2 ) = A * ( ^ 1 , ^ ,

2 ) 

[qu'on note plus simplement : 

A*j(a,a') = A*ji-,-)(a,a')] 

est la flèche obtenue par composition des flèches consécutives de Vj suivantes [par 
exemple] : 

• tout d'abord : 

ReecQUnitG... (...) 
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Aj(A2,A\) 

i 
Aj{A2,A\)® . P tQUni t (V ,J ' ) 

ensuite : 

ReecQUnitG.. (...) ®... Id(PtQUnit ( V,J')) 

Aj(A2,A\)® .. PtQUnit(V,J') 

i 
(P tQUni t ( V,J) ®... Aj{A2 ,A \ )) ® P tQUnit (V,J') 

• puis : 

(a®...ia(Aj(A2,A'1)))®..a' 

(P tQUni t ( V,J)®.. Aj(A2,A \))®... P tQUnit (V,J') 

i 
(Ald(j)(A1,A2)®...Aj(A2,A'1))®..Ald(J1(A'1,A'2) 

et: 

CompLoc...®... Id(Ald{J-)(A\,A'2)) 

(AU{J)(A1,A2)®...AJ(A2,A'1))®...Ald(J.)(A'1,A'2) 

Aj(A1,A\)®.AldiJ.)(A\,A'2) 

• enfin : 
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CompLoc.. 

Aj(A1,A\)®.._Ald{J^A\,A'2) 

l 
Aj{AlyA'2) 

[mais, V étant quasi-catégorique, en vertu de la cohérence des réécritures de quasi-
unitarité et de quasi-associativité de gauche à droite, on obtient évidemment la même 
flèche par composition des cinq autres flèches consécutives de Vj suivantes : 

• tout d'abord : 

ReecQUnitG...(...) 

Aj(A2,A\) 

i 
PtQUnit(V,J)®„ Aj(A2,A\) 

• ensuite : 

Id(PtQUnit(K^))®... ReecQUnitG.. (...) 

PtQUnit ( V,J) ®... Aj(A2,A \ ) 

PtQUnit(V,J)®... (Aj(A2,A\)®, PtQUnit(V,J')) 

• puis : 

a® ...(id (A, ( ^ , ^ ) ) 0 . . . a ' ) 

PtQUnit(V,J)®.XAJ(A2,A\)®... PtQUnit(V,J'j) 

i 
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Aïd(j)(A1,A2)®..(AJiA2,A\)®...AM^)(A'1,A'2j) 

et 

Id (Ai d ( y) (^ i ,^ 2 ) )® .. CompLoc .. 

A W ( J ) (^ i ,^ 2 )®. . . (A 7 (^ 2 ,^* 1 ) )®. . .A W ( J . ) (^ ' 1 ,^[ ' 2 ) ) 

i 
Ald(J)(Al,A2)®..Aj(A2,A'2) 

• enfin 

CompLoc.. 

A W ( y ) ( ^ i , ^ 2 ) ® . . . A y ( ^ 2 , ^ ' 2 ) 

i 
Aj(AltA'2) ]. 

3.5.c. Si J est une catégorie, si J est un point de J, si l'est un >systèm« 
tensoriel quasi-catégorique, si A et B sont deux J-systèmes ^enrichis catégoriques ei 
si s : A ->• B est un 7-morphisme ^enrichi catégorique, on note indifféremment : 

Compagn (S, J) = S*j : A*j -> B*j 

le foncteur compagnon de S en J, i.e. le foncteur évidemment obtenu lorsqu'on 
impose que : 

• pour tout point A de A*j [i.e. pour tout élément A de Aj ] on a : 

8 ^ ) = 8 ^ ) , 
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• pour tous points Ax et A2 de A*./ [i.e. pour tous éléments A1 et A2 de Aj]et 
pour toute flèche a:Ax^>A2 de A*./ [i.e. pour toute flèche : 

a : PtQUnit ( V,J) -> Ald{J){Ax ,A2 ) 

de Vid(J)], la flèche: 

S*y(a): P t Q U n i t ( K J ) ^ t / B I d ( y ) ( s * J ( ^ 1 ) , S * y ( ^ 2 ) ) 

s*./(a): P t Q U n i t ( K ^ ) ^ ^ B I d ( y ) ( s ^ / ( ^ 0 , 8 ^ ( ^ ) ) 

est la flèche obtenue par composition des flèches consécutives de Vïd {J y suivantes : 

a: P t Q U n i t ( K , ^ ) ^ A I d ( J ) ( ^ 1 , ^ 2 ) 

et: 

Sid(j)(A1,A2):Ald{j)(A1,A2)^Bïd(j)(sj(A1),Sj(A2)) 

3.5.d. Si J est une catégorie, si j' : J —> J ' est une flèche de J, si V est un 
^système tensoriel quasi-catégorique, si A et B sont deux J-systèmes Kenrichis 
catégoriques et si s : A —» B est un ^morphisme ^enrichi catégorique, on note 
indifféremment : 

Compagn ( s j ) = s*/-,-) 
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A*,(-,-)=>B*y(-,-)o((s^)opxs*J.) 

(A*j)opxA*j^VJ 

la transformation naturelle compagnon de s en j , i.e. la transformation naturelle 
évidemment obtenue lorsqu'on impose que : 

• pour tout point A de A*j [i.e. pour tout élément A de A./ ] et pour tout point A ' 
de A*j- [i.e. pour tout élément A ' de Aj- ] , on a : 

S*J(,-,-)(A,A'):A*J(A,A')^B*J(S*J(A),S*AA')) 

sJ(A,A'):AJ(A,A<)->Bj(sAA),Sj-(A'j) 

[et on note plus simplement : 

s*y (^^') = s y (^^ ' ) = s*y(-,-)(^,^')]. 
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