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NOMBRES DE BELL ET ANALYSE p-ADIQUE

par Daniel BARSKY.

Résumée - On montre que la fonction génératrice des nombres de Bell est, pour
tout nombre premier p , un élément analytique, au sens de KRASNER, sur un quasi-
connexe de 'gp_. Ce résultat est équivalent, d'aprés le théoréme de Mittag-Loeffler
p~adique; a des congruences entre nombres de Bell. On retrouve ainsi des résultats
de CARLITZ, et on généralise des résultats de RADOUX. La méthode utilisée est une

interprétation p-adique de la méthode de KUMMER, et elle se généralise aisément.

Introduction. -~ Le n-iéme nombre de Bell,, Pn s @st le nombre de partitions d'un

ensemble 3 n éléments ou, autrement dit, P est le nombre de relations d'équiva-
lence distinctes sur un ensemble a n éléments., De la définition précédente, on

déduit facilement que les nombres de Bell vérifient la relation de récurrence [7] :

g 1} n
pn+% - Zﬁ=0 (k) Pk ¢

Les nombres de Bell ont donc pour fonction généra*rice exponentielle [7] s

n
p X o exp(\e)C - 1)

F(X}:=.Zﬁ20 n n!

on a posé PO =7 o
Nous allons montrer que la fonction génératrice des nombres de Bell,

- el
}(X)’=Z@o PLX,

est, pour tout nombre premier p , un: élément analytique. p-adique: [1] sur le qua—
si. connexe

'Gp =.Ep - UE=% B(gi » 1)

de .Ep y OU ¢y est une racine du polyndme %P +VXP~1 - 1 « Ceci nous permettra
de préciser, grdce au théoréme de Mittag-Leeffler p-adique [1] ou [14], des con—
gruences démontrées par RADOUX [13], et de retrouver celles démontrées par CARLITZ
[6] par une autre voie. On montrera que, si k(p) = (pF = N/(p — 1) , on: ay pour

p premier impair,
— h ,
nﬂ-k(\p )p
et pour p=2 ,

_ _ h
) = Pn mod(\2)’ § P = Pn mod(2 ) 9 h > 1 L]

P
n+k (2 ek (2)2B
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Autrement dit, sur une classe modulo k(p) , la suite n = Pn est la restric=—
tion a N d'une fonction lipschitzienne. de 4%, dans C . On verra s'introduire
de fagon tres naturelle le polyndme xP + Xp—1 - doﬂzple réle avait été remarqué
par RADOUX [18]e On obtient ainsi une interpétationm en termes de singulamités

d'éléments analytiques p-adiques de la méthode de KUMMER [10]e

La méthode décrite ici se généralise aisément ; en particulier, elle s'applique
aux nombres de Bernoulli [4] pour lesquels elle permet de retrouver la théorie de
KUBOTA et LEOPOLDT [8] et les congruences classiques entre nombres de Bernoulli. ;
elle permet awssi de retrouver des résultats de KATZ [9] sur les nombres de Hur-
witz [5]e

Notationse — Soit p un nombre premier, N , Z 4, Z , Qp ’ Cp ont leur signifi-

~p
cation habituelle [1]. La valeur absolue sur Zp ’ Qb ’ C.p s notée | I s ©st nor—
malisée par |p| 1 ’ Qp est l'anneau des entiers de Cp e Les lettres ¢ et

p désignent des nomb:x:.es réels positifse Si a € Cp s on note

B(a , p*), = {X egp s |x —al < p)

(respectivement B(a , p ) = {X egp s Ix=al < p} ) la boule fermée (respe ou=
verte)de oentre a et de rayon p «Si q = pf (£ eN -~ {C}) , on note 'Ijq le:
corps a ¢ élémen_t:s, et ,Ep, la cl8ture algébrique de Ep s donc de ,Eq, e Si
ae Op , On note a l'image de a dans le corps résiduel de Ep ({1}« On note

(x)_x(gc-r‘l) ces (x—n+1)
'n

ni

Rappelons que, si B ¢ Cp , un élément analytique sur B est la limite uniforme
sur B d'une suite de fractions rationnelles de Cp(\x)/ sans pbles dans B [1]e.

Si F est une fonction définie sur B , & valeurs dans Cp s on note

“E”B = SUPXEB |P(X)l L4
Enfin H(B), (resp. HO(\B;) ) désigne l'espace de Banach des éléments analytiques
sur B (resp. nuls & 1'infini si B est non borné) muni de la norme || “B (1]

1e Transformation de Laplace formelle.
MNWWMMWWW

Nous allons définir une transformation sur Cp[[X]] qui peut &tre considérée.
comme l'analogue formel de la transformation de Laplace classiques Rappelons que,

si

£(X), = Zm?o a x" et gX) = ano b x"

appartiennent a Cp[[X]] , le produit de Hadamard f® g de f et g défini par

n
fo g(X) =2 a b X

n0
Soit alors g(X) = Zn>0 nt X%, on posera, si
> o
F(X) = Z@O a o7 € gp[[)g] R

n
ﬁF-g_oE~Zn20anx
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On remarque ﬁekx = (1 ---k)()"1i ., B(XE) =X a% (X(eF)) « L'appligation £ est

continue pour la topologie X-~adique sur Cp[[X]] et linéaire.

2. Fonction génératrice des nombres de Bell.
L e e e e e e N  d d A A A a N e e o e e e e A e e e e e ]

On a vu dans l'1ntroduct10n que, si P est le n-iéme nombre de Bell (P 1)
xn
alors 2%20 i exp(e ~ 1) « Qr exp(e - 1) = (e - 1)%nt , la série

du second membre converge X-adiquement. Remarquons que
X =3 n _
£(exp(e” = 1)) = 50 Pn X = F(X)

est la série génératrice des nombres de Belle Donc

X n . X KYs!
ey L=y (e = 1)
FX) = S(& o 57— = 2o &y
car le second membre converge X-adiquement et, d'aprés une remarque précédente,
p(x) 1' _(.:_an_-f (n)
n>O = 1 -~kX ‘k”?
finalement il vient
n x"
F(X) = ano PpoX = Zn;o, (1 =X) eoe (1 = nX) *

3. Etude de la fonction génératrice des nombres de Bell.

Soit p un nombre premier. Nous allons étudier les propriétés analytiques.de
F dans C « Il est clair, puisque Pn € N , que la série §£>O Pn Xt converge
51mplement sur la boule B(O , 1 ) de Cp et qu'il en est de’méme de

S XY = X) eee (1= nX)),

>0
car, si [X| <1, |X((1 =X) eee (4 =nX))| = |X"] « Or on a 1'égalité suivante
modulo p° 0 [X1]
. h
XD h_1 xP : ka
zm;o, (T = X)u( Il — nX) Zﬁ:ao (1 = X)w(T = nX) zlo,o (1 = X)eue( W = (PN = 1)X))K
h
h_y X xP

F) = 25 oo O - )™ moa(p™ 0.LX11) s

(1 = Xl = (pP =1)X)
et par conséquent on a

il

n=O X = (0 )X et -(p - 1)X)

F(X) = moduln.ph'ﬁg[[X]] .

(1 = X)oul = (p* = 1)X) = %P

Appelons F, p(x) le second membre de l'égalité précédente, F est une frac-

h,yp
9 - 9
tion rationnelle de Cp(X) sans pdles dans B(O , 1) comme le montre le poly-
gone de Newton [1] du dénominateur, D, p(X), » de F p(X) « On a donc

9 9

7 =Fn dlno, ) < 87 ¢
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PROPOSITION 1li. = Pour tout nombre premier p:, la fonction génératrice des nom—

bres de Bell, F(X) = ZrbO an x" s est un élément analytigue p-adique, au_sens de

KRASNER, sur B(O , 17) © Gy - ‘
Glest imnédiat d'aprés 1'inégalité [[F —F, | <p ™ et la définition
(B(0y17)

d'un élément analytique [1]e

COROLLAIRE, - La suite (‘Pn)n>0 est, pour tout nombre premier p , presque pé-

riodigue au sens de ROBBA [14], c'est—a-dire gque, pour tout ¢ > O , il existe

n, € N et Te N — {0} Zzels que, pour n > nn s |P - P -H?l < e § autrement dit

si eg<p oh . Pn; Pn,-ﬂ: mod(p ) .

Nous allons étudier maintenant un peu plus finement F-h p(X»), et sa convergence
¢ b
vers F(X) , et nous en déduirons des congruences précises pour les Pg » Nous
allons localiser les zéros de Dh p(X),, = (1 = X)(1 = (\ph - 1)X), ~ X% dans Cp .
, ~

IEMME 1ie

he1, |
Dy o) = (Dm"mﬁ\x),)fp mod(pZ{X]) et D, (X) =1 —xP~ P mod(pZ[X})

En effet,

h-1 h
((1 = Xt = (p =1)X))F =% mod(pz[X])

h=
(1 =041 = (p ~ 19~ )P mod(pz[%])

(P, p¥) " mod(pZ{X]). «

Dy (0

Il est clair que D, (X.) 1 —xP7" L P mod(pZ[X]). « Posons
Dp(\X) =1 —xPT_xP,
Le polyndme Dp()(.), est irréductible sur Fp car ID (n)| = 1 pour tout n e N
Si N est une racine de D _(X) dans § ’ l'extensmn E ['n ] est ga10131enne

sur ,Iip car les autres racines de Dp(\x) dans Ep sont. 'nl + 0 sy e My +p - p — T

Un générateur du groupe de Galois de Ep[’ni_] sur Ep est le Frobénius
o s t-—= P .
Comme. la norme de ﬂi. sur Ep est T s on en déduit que, si.
k(p) =t #p+w+p" = (P - 1)/(rg =1,
on a k(p) -1
de D, (X) vérifient Igl( P) - 11| <p ol e Soit g le: représentarit de ']Ielchrmiﬂl-

lexr de gl (c'est—-a—dire. que Cs est une racine primitive de 1'unité d'ordre
"t .

(cfe aussi [13])e Donc, dans Gp s les racines €11 (B<gignd

premier & p contenue dans gp_ s telle que lgi - gi,ml <7 )eOna

|§ _ l< -1
1, Bl S P

car l'eatension Qp[gi 4] est non ramifiée sur Qp [1]e Nous noterons
[ad 92 R ~~)
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€5.h (1gig ph) les racines de Dy (X) dans Cp « Le lemme de Hensel [1],

0y

appllque hl (X) ¢ montre que ses,raclnes se groupent en p-classes contenant
9

chacunes exactement ph al racines et deux racines d'une méme classe vérifient
Igi h~ 53 hl < 1 4 a chaque classe correspond une racine gi 4 de D, (X) telle
9 T
que [g; 4 ~E;, h' < 1 pour toute Eiv.h dans la classee. D'apres le lemme 1 et
i ,
la formule ef =n , reliant la ramification, le degré résiduel et le degré d'une
r(h 1) .
extension finie de Qp s ON a |gl o g | g OU Qj est le représentant

de Teichmiiller de g, , et r(h=1) = "h” . On posera désormais p, = o).
9idl .

PROPOSITION 2, - F_ (X) est un élément analytique nul & 1'infini sur le quasi-

hyp
connexe
= -UP I‘(h)/ _ =h
Qh,p “ng, Ul-m (Cl 12 Ph 1) s QU P, = P r(h), =p

et (; est le représentant de Teichmliller d'une racine de Dp(X)

Pour tout nombre premier p , F(X) est la restriction 3 B(0O, 17) € C_ d'un

élément analytique nul & 1'infini sur le quasi-connexe C,.p —»U§=1 BQQiA’ 1) o

La premiére partie de la proposition est évidente puisque Fh p(X) est une frac-
9
tion rationnelle sans pdles dans O p s et le degré du numérateur est inférieur 3
9

celui du dénominateur. On a, pour h>2, ”F h y p“ h 1 « Comme,
pour tout X e B(O , 17) , |D D, p(X)| | D4 p(X)| =1, o8 eﬁ dgdult que, si
Nh'p(x) est le numérateur de Fh (x) ,
-h+1

N. D
l[ hgp "h-l,p mh—m,p h, A,B(O 17)
et donc, d'apres les inégalités de Cauchy [1],

X)€" 2ix7 .

(X); Dh (x) - N (x) D, . ~i,p

h Tep

Il est immédiat, alors, que la suite h —>-Fh (X) est une suite de Cauchy, uni-
formément pour X € Cp —{Jp -1 B(g. s 1) o Donc F(X), peut &tre prolongée de
manigére unique {74] en un élément analytique nul a 1'infini, sur le quasi+~connexe

- S " ! .
'gp; U?:% B(gi s 17). 5 que l'on notera encore F(X)

CORQLLAIRE, — Pour tout nombre premier p et pour tout entier h s il existe

n(h) € N tel que, pour tout n e N ,,

P =p mod(p™) , ot k(p) = (pP = 1)(p — 1)~ T .

C'est une conséquenoe immédiate du fait que F(X) est un élément analytique sur
P - s P
&J~UE1B@i,1e),nmhalHnﬁnh

4, Congruences entre nombres de Bell.

Nous allons rendre effective l'expression de n(h) en fonction de h .

Soit p un nombre premier fixé pour tout le p8X¥agraphe, on posera donc
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p
- (X) = = ° :.B—-—l = -h = -r(h)
ph(x) map(x) y 0 =0, k(p). e i r(h) =p oy = P .
a5 as - n A
LEME 24 - 51 F,(X) Zm’o Pn’,] X', on.a
)3 ., =P mod(‘pi), s jeN—~{0} .
nek(p)p? T, Mol ~
En effet, ET est un élément analytique nul a 1'infini sur @1 « On peut donc
poser, daprés le théoréme de Mittag-Leeffler p—adique ([1] ow [14]),
By = 25aq By o0 Fy g e HolCo - Blgy + ag) -
En fait, F 1QX) = (m -g;m1 X),"1i , avee |hi,T| < 1, d'aprés Mittag-Loef-
'Y o.n o ~-n: . ,
flere Donc si F 1(X.) = nzO Pn,i,m X", on a Pn,i,m = hi,t €51 ety par consé-—
quent,
—n-k(p)p>~
P s 4 -P . (\ n g - E. ) .
nd'k(\n)/pl-1l . i’ 1 Iy l'_1l T l, [l 1, 1

On en déduit que

=
Y (p) ,
P . -P . A —n—p -
l n+k(\p)p3~1’,di_,1, n91v1‘ ‘ i, 1H§ §i’1l P .

Donc ¢omme Pn,: = erﬂ RE
P o ~Poalsp?.
nak(p)p? ™1 BT

Ce résultat est équivalent & 1'énoncé du lemme puisque Pn 4 € Z .
9

~o

LEMVE 3. - Si Ph(x)=Zn>O Pn’hx“, ona, pour j>0 et h>2,

P =P mod(pj) si p>2,
ntk(p)pd~ton P
p . =P 23y,

On raisonne par réourrence sur h pour j fixé. Le lemme est vrai pour h = 1

{Iemiie 2), supposons—le vrai pour 2 4 3 , vse y h =1, 0n a

=1
_ : ~h+2+p
Fh(x), = Fh(x). -th_,];(x), - Eh_h(x),.) et [IFh - Fh"1'”®h <p R

car

il
I, (¥) D, _,(X)| > p P (P, (¥) =D (X)) sur Blgg » 1) =B(gy o )

et

~h7i _
[E, (0. = F,_, ()| <p sur G - B Blgy » 1)

Posons Ghﬁxl =:Ehﬁx) -F_ 1,(X), G e HO(® ) « On peut donc, dtaprés le théoré~—
me de Mittag-Loeffler, décomposer Gh en ses parties singuliéres relatives aux
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trous de (Dh; ’

G (0 = By G5 (K ob Gy G ~Bley s ppg)) o

Posons
i -1\ =k. . -
Gi'vh(X)‘ —Zbﬂ* 7\isah,.k(‘m ~Xg; ) pous X € Sp - Bl » )
et
. _ n -

- --k-nn+k 1 Lo
On a gi,h,n Zlcﬁ Al h, k G31 ( K — 1 . Le théoréme de Mittag~Loeffler

montre que supluGlVAJC S \ HG%MQ d'ol l'on déduit que
~p ’ph 1

=i
~h+2+p  —kz(h~1)
IR .

Om: a donc d'aprés 1finégalité ultramétrique

lg =g
il nek(p)pd™ ! el

—k=nk(p) (n+k(p)p -lfk—fls)/_g;k-n*(n+k—v1‘) i

< supyeqf s, h, elles k=1, k=1

Il —.-k--n-k(\p),p‘]—‘]i _ -k—nWI(n+k(p)p +k—m)

S SUR1 sup{ b‘i,h,k k=1 R

g—k—nll(n+k(p)p' +k—m) n+k—m)l} .

g il | k=1 k=1
o (4 est une racine k(p)-itéme de l'unité, puisque |gl‘§) 1‘i| < pf"‘i s et que
Cy est le représentant de Teichmiiller de gi,‘h « Enfin,
3-1 - 54 » _
l(['l'l“k(p)i-m1 +k—' ) - (n+k 1) lnf(.\/li . P J+1H!;Q (\k 1')) , ol ﬁ,(\kA— 1:) [ Olgogl; S 123

(ctest-a-dire que 4(k — 1) est le plus grand entier inférieur ou égal a liog'l({:‘ )
(cfe [2])e Deux cas sont a envisager
k-—1a<pJ et k,—»163p3 .
Si k-1 ;pJ s alors

p—-h+2 +p—1 - (pj +1pr (h=1)

l)\:L_,}L,kl S

or h =2 —{1/p) + ((p7 + 1)/p '-1'),» > j, - 1 pour tout entier j , donc
N -*j+1‘ s 4 j
"L,h,,k;l <p sl k=T=2p o

Si k-1l< pJ , alors

1
nak(p)p?~ +k~1 nek—1 —s (k)
b\'i,h,k»l l (\ k=1 ) ( k=i )l sk 9
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ou s(k) = hél-p-1+kb bt +3—4—£(k—4) n-3-p Tk fh+1 q( )

Le minimum du dernier membre est atteint pour k - 1 = 1/log(p) « Pour cette
valeur de k , et compte tenu de la définition de 2(k=1), le premier membre vaut
h—1i

_R__ h+7
SQlog(p)

$m)=h-2-+{1+ﬁwhgwn-+f +#3~1—h+2

=i =h+1

=3j—=1=p + (1/log(p)) +p >3i-1 si p>2,

si p=2 , alors
h-m

a(—'(-'+1l) - 22" (10g(@)) TPt > 320 (st Bz 2 ) .
Comme £4(k - 1) garde la méme valeur pour pr < k< pr*m , on en déduit que le
; =
minimum. de s(k) est atteint pour k — 1 = phﬁz si p>2 (respe pour k-1 ol

si p=2 )eDonc s(k).>3-1 si p>2 (respe s(k) > 3i-2 si p=2 Je On

a donc montré que

lg 5=1 ~ 9i,n o< p* 51 p>2,
iyhsn+k(p)p e
respectilbiement
: = Sl <2 22
ighen+k(2)2° " L
P . _ p
De ces inégalités, on tire, comme Pn,h = Pn,h-m + Zi=m 9% hyn *
—j‘Hi . ,
|P . - P <p si p>2,
nek(p)pdgh PP
respectivement
Ip =P <27 2.
n+k(2)297",h B
op P € Z , les inégalités précédentes entrainent alors
nl’h ~
IP : -P l < p_j sl p>2 ,
n+k(p)p3—m,h ngh
respectivement
|p - p <29 (hz2).
nek(2)23,n PP

Le lemme 3 est démontrée

7 \
THEOREMEe —~ Les nombres de Bell vérifient les congruences suivantes. On pose

k(p) = (pp - 1)/(p - 1) pour tout nombre premier p . Si p est un nombre premier
impair,

P =P mod(ph) (hox 1)
h="1 n
n+k(p)p
respectivement

h
P =P mod(2) et P =P mod(2) (h>2) «
n+k(2) n n+k(2)2h .
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Pour montrer des congruences mod(ph) sur les Pn y 11 suffit de montrer les
a : ' =h .
mémes congruences SUf les Pn,h , car UE —‘FhapnB(Q,1’) <P ce,?uélentraine,
dtaprés les inégalités de Cauchy, pour tout n e N, P ., =P, modp ) o Il suf=
~ ?

L4

fit alors d'appliquer les lemmes 2 et 3.

66 Généralisation.

NS A NI IS SIS AT IS
On peut généraliser un peu la proposition 1 en remarquant que, si p est un nom-
bre premier,
n
a X

FOO = 20 T e (o0

est un élément analytique sur B(O , 17) € Cp toutes les fols que
G(T) = Z0 3 i

en est un sur B(0 , 17) € Gp'v La connaissance des singularités de G entraine
des informations sur celles de F et donc des congruences entre les coefficients
de Taylor de F .

En particulier, cette méthode s'applique aux nombres de Bernoulli relatifs a un
caractére, et permet de retrouver de maniére simple les congruences classiques
entre nombres de Bernoulli ainsi que la théorie de KUBOTAR et LEOPCLDT (cfe [4])e
Elle s'applique aussi aux nombres de Hurwitz (cfe [5]) et permet de retrouver des
résultats de KATZ [9].

Remarquee — On peut a¥oir une connaissance précise sur la localisation des plles

de E . En particulier, on peut tracer le polygdne de Newton de. Dh p(X + g h)
9 t A

h,p .
pour tout i et tout h « On peut, de plus, placer les racines de Dh p paxn
»
rapport a celles de Dh 1,p * Qn peut montrer que, pou:a1 1gig ph42, il existe
—A, -—

0

(o=
| et leg g = gynl<p
de congruences plus précises pour les Pn .

j tel que 1< J< ph"1

~

« Mais on n'obtient pas
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