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NOMBRES DE BELL ET ANALYSE p-ADIQUE

Daniel BARSKY

Groupe d’étude d’Analyse uitramétrique
(1. AMICE, P. ROBBA)
3e année, ’?75/76, n° :’J1! ~ 10 po 2 f évrier 

Résumé.. - On montre que la fonction génératrice des nombres de Bell est, pour-

tout nombre premier p , un élément analytique, au sens de KRASNER, sur un quasi-
connexe de C . Ce résultat est équivalent, d’après le théorème de Mittag-Loeffler.
p-adique, à des congruenoes entre nombres de Bell. On retrouve ainsi des résultats

de CARLITZ, et on généralise des résultats de RADOUX. La méthode utilisée est une

interprétation p-adique de la méthode de et elle se généralise aisément.

Introduction. - Le n-ième nombre de Bell, Pn, est le nombre de partitions d’un
ensemble à n éléments ou, autrement est le nombre de relations d’équiva-
lence distinctes sur un ensemble à n éléments. De la définition précédente, on

déduit facilement que les nombres de Bell vérifient la relation de récurrence [7] :

Les nombres de Bell ont donc pour fonction génératrice exponentielle [7’3 :

on a posé 

Nous allons montrer que la fonction génératrice des nombres de Bell,

eaty pour tout nombre premier p, uni élément analytique, p-edique: ~~i~ sur La qua-
si. connexe 

_ n . ,

de C où ç. est une racine du polynôme XP-1 - 1: . Ceci nous permettra
de préciser, grâce au théorème de Mittag-Leeffler p-adique ou [14], des con-

gruences démontr.ée.s par. RADOUX [1BJ,. et de retrouver celles démontrées par CARLITZ.

[,6.1 par une autre voie. On montrera que , si k(p) = (p~ - l!)/(p 2014 1i) ~ on~ pour

p premier impa ir,

et pour p = 2 ,
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Autrement dit, sur une classe modula k(p) , la suite n -&#x3E; P 
n 

est la restric-

tion d’une fonction lipschitzienne, de Z dans C. 0n verra s’introduire

de façon très naturelle le polynôme X + X~~ 2014 11 dont le rôle avait été remarqué

par RADOUX [1B]. On obtient ainsi une. interpétation en termes de singularités
d’éléments analytiques p-adiques de la méthode de 

La méthode décrite ici se généralise aisément ; en particulier, elle s’applique
aux nombres de Bernoulli [4] pour lesquels elle permet de retrouver la théorie de

KUBOTA et LEOPOLDT [8] et les congruences classiques entre nombres de Bernoulli ;
elle permet aussi de retrouver des résultats de KATZ [9] sur les nombres de Hur-

witz [5].

Notations. - Soit p un nombre premier, N , Z , Z ,Q ,C ont leur signifi-

cation habituelle [1]. La valeur absolue sur 
#"’V 

est nor-

malisée par = p-1, Ap est l’anneau des entiers de C . Les lettres E et

p désignent des nombres réels positifs. Si a e C 1 on note
~"P

(respectivement B(a , p"); = (X e C ; |X "" a Î  03C1} ) La boule fermée. ou-

verte)de centre a et de rayon p .Si q = p (f ~ N - {C}) , on note. F Le.

corps à q éléments, et P la clôture algébrique de F , donc de F. Si.
~ ~p, ~p ~q

a ~ 0 , on note a 1~ image de a dans le corps résiduel, de C L1-3* OïY not~
P ~Ï~

Rappelons. que, si B Cp, un élément analytique sur B est la limite uniforme

sur 8 d ’une suite de fractions rationnelles de C . (X) sans pôles dans B [1].
Si. F est une fonction définie sur B , à Valeurs dans C , on note

~,p

Enfin H(p); (resp. H 0 ~~~v~ ~~ désigne l’espace de Banach des éléments analytiques
sur B (resp. nuls à l’infini si B est non bornée muni de la norme jj )L ~1~~.

1~ Transformation de Laplace formelle.

Nous allons définir une transformation sur C [[X]] qui peut être considérée..

comme l’analogue formel de la transformation de Laplace classique. Rappelons que,

si

appartiennent à C. [eX]] , le produit de Hadamard f 0 g de f et g défini par

Soit alors g(X), nL On posera, si
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On remarque LekX = (11 - kX)-1 " E()0152), = le °°°°§°° (X(,EF)) . L’application L est

continue pour la topologie X-adique sur C [[X]] et linéaire.
. ~p

2. Fonction génératrice des nombres de Bell.

On a vu dans l’introduction que, si Pn est le n-ième nombre. de Bell (P0 = 1) ,
alors 1 P ~~ = expCeX - 1i) . Qr 11} = 1 0 (eX - 11),f}/n! , la série

n. n !, 
’ ’ " ’ ’ ’ 

nà0 
°

du second membre converge X-adiquement. Remarquons que

est la série génératrice des nombres de Bell.. Donc.

car le second membre converge X-adiquement et, d’après une remarque précédente,

finalement il vient

3. Etude de ~.a fonction génératrice des nombres de Bell.

Soit p un nombre premier. Nous allons étudier les propriétés analytiques..de
F dans C .’ Il est clair., puisque que la série ~ P x? converge

simplement sur la boule B(0 , 1 ) de C et qu’il en est de même de
rvp

car, si  JX~/((1 -X) ... (li - Qr_ on a l’égalité suivante
modulo p h 0 [’j.X]] :

p

et par conséquent on a

Appelons (,X) le second membre de l’égalité précédente, est une frac-

tion rationnelle de C (X) sans pôles dans B(0, 1’ ) comme le montre le poly-

gône de Newton ~1~~ du dénominateur~ D. (X)., p, de F (X.), . On a donc.
’ 

h9p
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PROPOSITION 1. - Pour tout nombre premier p. , la fonction génératrice des nom-

bres de Bell. P(X) = 03A3n0 Pn Xn, est un élément analytique p-adique, au sens de

KRASNER, sur B(.,O , 1")~C .
C’est immédiat d’après 1’inégalité IIF - Eh,JI p.-h et 1a définition

[1i]., ité ~F - 
Fh,p~(B(0,1-

)
 p-h et la déf inition

COROLLAIRE. - La suite (,P ) 11&#x3E;0 est. pour tout nombre premier p , presque é-

riodique au sens de ROBBA [14], c’est-à-dire que. pour tout ~ &#x3E; 0 , il existe

N et T ~ N -{0} tels que, pour ,.. |Pn - Pn+T|  ~ ; autrement dit
.E:- ~  p-h, Pn ~ Pn+T mod(ph).

Nous allons étudier maintenant un peu plus finement (X) et sa convergence

vers F(X} , et nous en déduirons des congruences précises pour las Nous

allons localiser les zéros de D (X)/ = (11 - X)...(l - (ph - 1)X). - XP dans C .
h,p 

’ ’ 

~p

LEMME 1.

En e_ffet,

Il est clair que D. )i,,p (X),; = 1i - XP-1. - xP Posons

Le polynôme D est irréductible sur F car ID (n) 1 = 1 pour tout n E NI.
p _ -P p ~

Si 1). est une. racine de D l’extension F [11-] es t g aloisienne
i p ^~p - ...~....

sur F. car les autres racines de D (BX).. dans E sont + 11 ; ... t: 11. + p - 11.",p p r. 
’ 

1.

Un générateur du groupe de. Galois .(11.] p 
est le Frobénius

Comme. la norme de ~. sur F est 1’ , on en déduit si
lo. ~*P

on a ~k(p)i = 1 (cf. aussi [13]). Donc, dans Gp, les racines 03BEi,1 (,t  i  p§
de D1’ (X); vérifient |03BEk(p)j,p - 1|  p - 1 . Soit 03B6i le.; représentant de Teichmül-

1er de 03BEi,1 (.c’est-à-dire que 03B6i est une: racine primitive de l’unité d’ordre

premier à p contenue dans Cp, telle que |~i - 03BEi,1| 
t 
 1 ). On a

car l’extension Qp[03BEi 1:] est non ramifiée: sur Q [1]. Nous noterons
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03BEi,h (1  i  ph) les racines de Dh (.X), Le lemme de Hensel

appliqué à Dh (x) t: montre que ses- racines se groupent en p-classes contenant
chacunes exactement p 

" 

racines et deux r acines d’une même classe vérifient

|03BEi ,.! h -03BEj,h|  11, à chaque classe correspond une racine 03BEj, 1: 1 
de D1 l ,p (X). telle:

~ ~i 1: 1 -- 

~i* pour. toute. s. 1.’ , h dans la classe. D’après le lemme 1 et

la formule ef = n , reliant la ramification, le degré résiduel et le degré d’une
extension finie e.. , on h- 03B6j|p-r(h-1), où c. est le représentant
de Teichüller de 03BEi,h et- r(h- 11) = P + . On posera désormais Ph. =p-i’ ’.
PROPOSITION 2. - Fh . ~,p eX), est un élément analytique nul à l’infini sur le quasi-

connexe

et ’1. ##,t le représentant d£ Teichmüller d’une racine de D (X) = li - XP.

Pour tout nombre premier p , F(X) est la restriction à B(O, 1 ) c C d’un. 
-..- 

..-.- 

~~, 
-

élément analytique nul à l’infini sur le quasi-connexe C -Upi=1 B(ç , 1 1 .. ~".....-....---..--- 
-p i= 

’ J.- "

La première partie de la proposition est évidente puisque est une fxac-

tion rationnelle sans pôles dans Dh,p ,et le degré du numérateur est inférieur à
celui du dénominateur. On a , pour h % 2 , .. - ’1 g p-h+1 .. Gomme.,
pour tout X E B(O , 1- ), Dh (X..) = Dh -1: (x.) = 1 , on en déduit que,;, si

Nh ,p (X). est le numérateur de Fh ,p (X),

et donc, d’après les inégalités de Cauchy [1.] ,

Il est immédiate alors, que la suite h ~Fh,p (X), est une suite de Cauchy, uni-
formément pour X. ~C -Upi=1 B(03B6i, 1"), , F(X); peut être prolongée de
manière unique [14] en un élément analytique nul à l’infini, sur le quasi-connexe

~o ’’" ~==1. ~"~ ’ ~~ notera encore F(X.) ~

COROLLAIRE. 2014 Pour tout nombre premier p et pour tout entier h , il existe

n(,,h) ~ N teL que, pour tout n = N ,, 
’

C’est une conséquence immédiate du fait que F(X) est un élément analytique sur
1-), nul à l’infinie

4~ Gongruences entre nombres de Bell.

Noua allons rendre effective l’expression de n(h) en fonction de h.

Soit p un nombre premier fixé pour tout le pôragraphe, on posera donc
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En e:f.fet, est un élément analytique nul à l’ infini sur On peut donc

poser, d’après le théorème de Mittag-Leeffler p-adique ([1] ou. [14]),

En fait, Fi,1(X) =: À. 1..,. 1C1i -03BE-1i,1 X),-11 ,avec:: |03BBi,1| 1/ , d’après Mittag-Loef-
fier. Donc si F..(X) = Z P . l’ Xn, ,.- on a P . 

1 
= À. l’ S-:-n1: par consé-

quent,

On en déduit que

Donc 

Ce résultat est équivalent à l’énoncé du lemme puisque E Z .
n, 1 

LEMME 3. - Si pour j  0 et h  2 ,

On raisonne par récurrence &#x26;ur h pour j fixé. Le lemme est vrai pour h = 1;

(lemme 2), supposons-le vrai pour 2 , 3 , ... , h - 1 . On a

car

et

Posons G~X), - Fh,...1’(X);, G. = On peut donc, d’après le 
me de Mittag-Loeffler, décomposer G. en ses parties singulières relatives aux
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trous de 

Posons

et.

On a gi,h,n = 03A3k1 03BBi,h,k 03B6-k-ni(n + k - 1 k - 1). Le 
théorème de Mittag-Loeffler

montre qua =M(C d’où l’on déduit que

Om a donc diaprés l’inégalité ultramétrique

~.h~k(p)p~’~’~

on 03B6i est une racine k(p),-iëme de l’unité, puisque, |03BEk(p)i,1 - 1|  P ’ : et que

r. est le représentant de Teichmüller de 03BEi,1 . Enfin,

,C’est-à-dire que 11),. est le plus grand entier inférieur ou égal à 0 &#x3E;
(cf. [2])’ Deux cas sont à envisager :

Si k-1.~p~ ~ alors

or h -2 - (1/p) -~ ((p~ ~ 11)11°°°°~’); &#x3E; i - 1 pour tout entier j , donc

Sj, k - 1.  p~ , alors
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Le minimum du dernier membre est atteint pour k - 1 = Pour cette

valeur de k, et compte tenu de la définition de le. premier membre vaut

si p = 2 , alors

Comme 1, Ck - 1.). garde la même valeur pour k.  p:L’+11 , on en déduit que- Le~
minimum, de s(k), est atteint pour p &#x3E; 2 (resp. pour k 1 =2h-1

s . ’ p=2 ) ~.~ Donc s(k).. &#x3E; i - 1 si p &#x3E; 2 (resp,, &#x3E; 2 si p = 2 ). On

a donc montré que .

respectiibement

De ces inégalités, on tire, comme,

respectivement

Or P ~ Z p, Les inégalités précédentes entraînent alors

respectivement

Le lemme. 3 est démontré.

Les nombres de Bell vérifient les conqruences suivantes., On ose

k(,p) = (pp - 11)/(p - 1 ) pour tout nombre premier p. S i p est un nombre premier

respectivement
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Pour montrer des congruences sur les P , iL suffit de montrer les

mêmes congruences sur Les car ce qui entraîne,
d’après les inégalités de Cauchy, pour tout n ~ N, Pn,h ~ Pn mod ph) " IL suf-

fit alors d’appliquer les lemmes 2 et 3.
- 

’ n, n

&#x26;. Généralisation..

On peut généraliser un peu la proposition 1 en remarquant que, si p est un nom-

bre premier,

est un élément analytique sur B(0, 1") c c toutes les fois que

en est un sur B(0 , connaissance des singularités de G, entraîne
Np,

des informations sur aelles de E et donc des congruences entre les coe.fficients

de Taylor de F.

En particulier, cette méthode s’applique aux nombres de Bernoulli relatifs à un

caractère , et permet de retrouver de manière simple congruences classiques

entre nombres de Bernoulli ainsi que la théorie ce KUBOTA et LEOPOLDT (,cf. [4]1.
Elle s’applique aussi aux nombres de Hurwitz Ccf.~ (5)) et permet de retrouver des

résultats de KATZ (91.

peut avoir une connaissance précise sur La localisation des pôles

de . En particulier, on peut tracer le polygône de Newton de Dh,p (X + 03BEi,h)
pour tout i et tout h. On peut, de plus, placer les racines de D pan

. -2 !fp’ .

rapport à celles de D 
1 

. Qn peut montrer que, pour1 1 $ 1  p , il existe

’ tel que 1  j  ph-1 et |03BEi,h-1 - p .. Mais on pas

de congruences plus précises pour les P .
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