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THEORIE DE GALOIS p-ADIQUE

par Philippe ROBBA
(d'aprés un travail en commun avec Be DWORK [2])

Soit Q wun corps valué ultramétrique de caractéristique zéro, et soit K un
sous—corps de () « Soit G le groupe des automorphismes continus de (q sur K .o
La question se pose de savoir quels sont les éléments de ( fixes pour tous les
c de G . Comme les g sont continus, ils laissent fixes les éléments de l'adhé—
rence de K (et donc dorénavant nous supposerons que K est complet)e. Y—a=t-il
d'autres éléments fixes ?

Si ( est une extension algébrique finie du corps complet K , on sait que la
valuation de K s'étend de fagon unique & () « Par ailleurs, si ¢ e et g
est un conjugué de ¢ sur K , alors |a| = la'l e Ceci montre que les automor—
phismes de (Q sur K sont automatiquement continus, et la théorie de Galois clas—
sique nous dit donc que les seuls €léments de () fixes pour tous les g de G

sont précisément ceux de K .
~

Un théoréme de TATE [4] exprime que ce résultat subsiste si G = K est le com—
plété de la cldture algébrique du corps complet K (rappelons que la valuation de
K s'étend de fagon unique & K )eo

Nous allons montrer que ce résultat subsiste si G est une extension valuée

maximalement compléte et algébriquement close du corps complet K o

Nous utiliserons ce résultat pour montrer que les seuls éléments fixes pour cer—
tains automorphismes de fonctions méromorphes sont les éléments du complété de
K(x), pour la norme de Gauss. Ceci nous permettra de redémontrer certains résultats

de factorisation d'opérataurs différentielse

lie Théorie de Galois sur K .

Ici K désigne un corps valué ultramétrique complet de caractéristique zéro,
K le complété de la cldture algébrique de K , (O une extension algébriquement
close maximalement compléte, et G (respe. GK ) le groupe des automorphismes con—
~

tinus de (O (resp. K ) sur K.

Remarquons qu'un automorphisme continu d'un corps valué préserve la valeur abso-
lue (vérification laissée au lecteur)e.

~

1.1. THEOREME (TATE). - Les éléments de K fixes sous l'action des éléments de

Gk sont précisément les éléments de K .

Nous indiquons le principe de la démonstration par AX [1] de ce théoréme. L'éta-
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pe essentielle est le lemme suivant qui est intéressant en lui-méme. Si o est
algébrique sur K , nous posons Alg) = maxla —-a'l ol. ' parcourt l'ensemble

dds conjugués de ¢ sur K .

LEMME. ~ Il existe une constante C , ne dépendant que de la caractéristique du

corps résiduel K s telle que 1'on ait, pour tout  algébrigue sur K,

pla) > Cda 5 K)

Remarquese.
1° On a trivialement A(w) < d(o 5 K)

| /(1) -
2° La valeur exacte de C est : C = |p| syo0 p=7T1 si car K=0, et

sinon p = car K .

) Démonstration du théoréme. — Soit a e K ,tel que, pour tout ¢ € Gk , ola) = ae
Etant donné ¢ > O , soit  algébrique sur K tel que |a - al < e o« Si gt est
conjugué de o sur K , il existe g € le tel que og(g) = a% 4 et alors

la —a'| = lb(a) o) = la -al <¢,
et donc |o - a%| < ¢ ,» ee qui entraine A(y) < e 5 et donc d'aprés le lemme on a
dlo 5 K) g /€ , ce qui implique d(a , K) < &/C « Ceci étant vérifié pour tout
e>0,0ona dla,K) =0, etdonc a €K,

/ \
1.2, THEOREME. - Les éléments de ( fixes sous l'action des éléments de G sont

précisément les élémdnts de K

Remarques.

1° Nous ne savons pas si ce résultat est encore vrai sans l'hypothése que () est

maximalement complete Ce théoréme n'implique donc pas le résultat de TATE,.
2° Le résultat de TATE est utilisé dans la démonstration..

Le théoréme est une conséquence immédiate des lemmes 1.3 et 1.4«

1.3 LEMME, - Soit ¢ un élément de Q n'appartenant pas & K « Il existe un

automorphisme continu s de K(g) gqui laisse fixes les éléments de K , mais ne

laisse pas ¢ fixe.

-~

Démonstration. - Si o € K , l'assertion équivaut au théoréme de Tate. Nous sup—
~

pesons donc que o # K 4 et par conséquent

d(CY,K)=Y>Oo

~

~
Comme. ¢ est transcendant sur K , pour chaque bk € K , nous pouvons définir un
~ A
K

automorphisme o, de K(g), sur en posant

O'b/(@l)/ =q + b .
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Nous allons Tontrer que si |b| <y o alors o) est continuy c'eit—é-dire une
isométrieﬁde K(o) « I1 suffit de considerer l'action de g, sur K[g] ¢ mais
puisque K est algébriquement clos, il suffit de considérer l'action de oy sur

o +a avec a € K, On a alors, si ‘a + al >y Z-'bl 9

lo +a+b| = |o+al,
et si |o + al = vy = Ib| ,

Y < lo +a +b| g Y s
et donc encore |a +va| = |a +a + bl .

1.4, LEMME, - Soit ( un corps maximalement complet, et soit K un_sous—corps

fermé. Alors, tout automorphisme continu de K peut 8tre étendu en un automorphis—-

me continu de Q e

Ce lemme est une conséquence du lemme suivant plus adapté a des arguments d'in-

duction transfinies

1.5, LEMME, - Soient (O et K comme ci-dessus. Soit T un morphisme continu
de K dans ( tel que K =K' (c'est-a-dire que K et K" ont le méme corps

résiduel)s Alors T peut &tre étendu en un automorphisme continu de Q «

Démonstration. — Considérons l'ensemble des paires (L 4 g) o de corps L inter—

médiaires entre K et ( et de morphismes continus ¢ de L dans Q tels que
L =1° . Ces paires sont ordonnées de fagon évidentes Si 1l'on a une chaine (Li“ji)

de telles paires, il est clair que (L , o) 5 o4 L =U L, et clL =g domine
i
les (Li ’ ci) . Il résulte alors du lemme de Zorn qu'il existe un élément maximal

(Lyg) telque (K, 7)< (L,o)e
Nous allons montrer que L =0 =19 .

(1) L est complet (& cause de la maximalité).

(ii) L est algébriquement clos.

En effet, si z £ L est algébrique sur L , alors g peut &tre étendu en un
morphisme de L(z) dans (Q qui est une isométrie puisque la valuation de L(z)
qui étend celle de L est unique. Par une application du lemme de Zorn, ¢ peut
8tre étendu en un morphisme & de £ dans ( . Observeons alors que £ et 6£ ont
le méme corps résiduel que la cldture algébrique de i « Ceci contredit donc la

maximalité de (L , g) e

(iii) L et ( ont méme groupe des valeurs.

Sinon il existe y e O tel que |y| ¢’|L| = ‘19| « Il en résulte que y est
transcendant sur L et 1° . Par conséquent, on peut étendre g en un isomor—

phisme de L(y) sur I°(y) en posant gy =y e« Pour g€l , ona
lyl # lgl = lo(®) |
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et donc

ly =gl =max(lyl 5 I8]) = ly =c(@)1

ce qui montre que cette exyension de g est continue. Par ailleurs, le corps de
reste de L(y) (resps I°(y) ) coincide avec celui de L (resp. I° ) . Ceci

contredit la maximalité de (L , g) -

(iv) L et  ont méme corps résiduele.

Sinon il existe y € , |y| =1, tel que ;'¢'f =1° , et donc vy est trans-
cendant sur L et I° . En posant g(y) =y on définit encore un isomorphisme
continu de L(y), dans I9(y), , et les carps residuels de L(y) et I°9(y) coinci—

dent avec L(y) . Ceci contredit la maximalité de (L 4 o) e

(v) L est maximalement complet.

Sinon. soit {D(ai . Yi)}ieN une suite emboitég de disques avec leurs centres a;
dans L mais sans point comun dans L « Comme ( est maximalement complet soit

y un point commun dans ( « Alors y est transcendant sur L .

Observons que {DQ;(ai) ’ Vi)}ieN est également une suite de disques emboités
qui ont donc un point commun z dans ( « Ce point n'appartient pas 3 19 car
autrement c—m(z) appartiendrait & L n D(ai ; Yi) pour tous les i » Comme I°
est algébriquement clos, 2z est transcendant sur I° , et on peut donc étendre ¢
en un isomorphisme de L(y) dans I°(z) en posant gy = 2 « Pour vérifier la con-
tinuité, il suffit de montrer que |y - «| = |z =o(a)| pour tout o € L . Or

ly = al > aly L) = inf y, ,
et donc il existe 1 tel que
ly -2l svyy<ly-el o
Par conséquent, |y — «l| = |o = ail >wy; « Comme z € D(g(ai) ’ Yi) , on a alors
|z =gl = |(z -oéi))+c(.ai"ot)| = Iai ~al = ly-cal .

De plus, en vertu de (iv), la condition sur le corps de restes est trivialement

vérifide. Ceci contredit la maximalité de ( «

(vi) En vertu de (iii) et (iv), Q est une extension immédiate de L , mais

puisque L est maximalement complet, ona L =Q

Montrons alors que I° = . Cemme 0-1' est un morphisme continu de M = I9
dans (et méme sur) Q tel que M =g-T(M) , il résulte de ce que nous venons de
démontrer que 5—1 peut &tre étendu en un morphisme g de ( dans (et méme sur)

Q « Alors e-qb colncide avec () , ce qui montre que M =Q «

2. Théor ie' de Galois au-dessus de E .
2.%. Soient K et ( comme précédemment. On suppose de plus qu'il existe

teQ |t| =T
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tel que t soit transcendant sur le corps résiduel K .

On note E 1le complété de K(x) pour la norme de Gausse On rappelle que E
s'identifie (avec sa norme) a l'espace HKCD(t , 17)) des éléments analytiques a

coefficients dans K sur le disque générique D(t , 1) »
On notera ag 1'espace vectoriel des fonctions analytiques dans le disque

D(\a ] P“) 9

et m% son corps des fractiong, espace des fonctions méromorphes dans D(a , p-) .

2.24 Soit g € G et p < T « Alors on associe de fagon canonique a ¢ une ap-

plication encore notée o , de @  dans @¥ _ par la formule

t o t)

u = an an‘(x - t),n > gu = Zn G(Gn)(\x - o(\t))n .

Il est clair que ¢ est un isomorphisme d!anneau qui commute avec les dériva=-

tions. Enfin, si |o(t) — t| <p , o définit un endomorphisme de Gi « Cet endo-

morphisme se prolonge de fagon unique au corps des fractions mz .

2.,3. IEMME, — Les éléments de E sont laissés fixes par g e

Démonstration. - Il est évident que ¢ laisse invariant K(x) .

Par ailleurs, si u est une fonction analytique bornée dans D(t , 17) ,
n
u=2 an(x -t)
on a pour la norme de la convergence uniforme sur D(t 4 1),

low| = supnlc(van)l = supnlanl =y -

Donc, par continuité, on voit que ¢ laisse fixe les éléments de E qui est le

complété de K(x) pour la convergence uniforme sur D(t , 17)

- 3 - . . . ' p p .
2,4, Bemarque. Soit ¢ un isomorphisme continu de l'anneau dé sur Gb qui

commute avec les dérivationse

Si u=c¢ est une constante, u' =0 , donc (gu)!" =0 , donc gu' est une

constante. Il en résulte que ¢ définit un automorphisme continu de Q

Si maintenant u=x-a , u' =1, donc (gu)' =1, et alors gu =X = C »

Comme x - a n'est pas inversible dans dg ., X — c n'est pas inversible dans

ag , donc ceD( , o) « Alors il est clair que si u = Zan(x -a)t,

ow =2c(a )(x - )" .

Si 1'on désire que l'endomorphisme ¢ de tii associé a l'endomorphisme continu

o de Q,et seD(t, p ) par

u=2 an(x ~ 1) >ou = Z&(an)(x - S)n 9

laisse invariant K(x) , il faut que ¢ laisse K invariant et que
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ox =gt + (x =t)), =g(t) + x = s =x
soit s =g(t) .

On voit donc que les endomorphismes construits en 2.2 sont les seuls qui lais-

sent invariants K(x) (et donc E ).

Id \
2.5 THEOREME. - Les seuls éléments de mﬁ (p < 1) £ixes pour tous les auto-

morphismes de m% , associés aux o € G tels que |o(t) — t| < p o sont les élé-

ments de E .

Démonstrations = Soit u € mi tel que gu = u pour tous les g du théoréme. On
peut toujours supposer que +t n'est pas un pbdle de u (il est clair que la défi—

nition de g ne dépend pas du centre choisi pour le disque D(t , p ) )e

(i) Suppesons que u(t) = O « Comme +t est transcendant sur K , on a vu dans
la démonstration du théoréme 1.2 (cf. lemme 1.3) que, pour tout a € K , Ia! <1,

i1 existe o € C tel que o(t) = t + a « Oa aura alors

u(t +a) = (gu)(e(t)) =cu(t)) =0 .

Ceci montre que u a une infinité de zéros dans tout voisinage de t , donc que

u est identiquement nul.
(ii) Nous ne supposons plus que u(t) =0 .

Soit ¢ un automorphisme associé a un automorphisme continu de ( sur K(t) ,

clest-a—dire laissant invariant K et t . On a alors g(u(t)) =cgu(o(t)) =u(t) .

Dtaprés le théoréme 1.2, il en résulte que u(t) appartient au camplété de K(t)
pour la valeur absolue induite de ( » Or si f € K(x) , on a l£(t)| = IflGauss'
Donc l'adhérence de K(t) dans ( s'identifie 38 E . Il existe donc v € E tel
que u(t) = v(t) «

Il résulte alors du lemme 2.3 et des hypothéses sur u que u - v est invariant
pour tous les automorphismes associés aux ¢ € G tels que ]a(t) - t| <p etde
plus u - v s'annule en t , ce qui d'apres (i) implique que u - v est identi-

quement nul, et donc u €E .

3. Factorisation des opérateurs différentiels.
P P W ettt tatntndr A A AV e e e e e o d o ard

3.7. On note W%fa ltespace vectoriels des fonctions analytiques ayant une
eroissance logarithmique d'ordre ¢ dans le disque D(t , p~) [3]y c'est-a-dire

ltespace des u ==Zan(x - t)" tels que

n
—_—n
supn]anl s 1)° <+ o e

On sait [3] que si Is - tl < p s et si l'on considere le développegent de u
sup Ib | —_— 4+,

autour de s , u =2b (x — s)" , alors on a également niPy
n (n+ 1Y
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Par ailleurs, Wz’d est contenu dans ai .

I1 en résulte que si g est un automorphisme de ﬂi s associé 3 un g € G, tel

que Ic(t) - t| < p y alors o laisse W@fa globalement invariante

Si L € E[D] est un opérateur différentiel linéaire 3 coefficients dans E , on
notera Kert L 1l'espace des fonctions holomorphes dans un voisinage de t annihi-

lées par L « C'est un espace vectoriel dont la dimension est égale a l'ordre de
L .

3.2, Le résultat que nous allons énoncer est déja connu [3]. La démonstration que
nous proposons ici offre une nouvelle interprétation de ce théoréme. C'est CHRISTOL
qui nous avait suggéré que ce résultat de factorisation devait pouvoir s'interpré-

ter en terme de théorie de Galoise.

/ A}
THEOREME. - Soit L e E[D] « Etant donnés p g 1 et o >0, soitt R 1l'unique

opérateur différentiel unitaire tel que

t t t

Alors les coefficients de R sont dans E .

Ker, R = Ker, L n WP*¢ (respe. Kert R = Kert L n G% ) .

Démonstration. — Comme les automorphismes g de ﬂz » précédemment définis,

laissent les éléments de E fixes et commutent avec les dérivations, on voit que,

si ue ai et Lu =0, alors g(lu) = Ig(u) = Q « Il en résulte que ¢ définit
un automorphisme de Kert L n Wi’a (resp. Kert‘L n ai ) .

Par ailleurs, il existe un unique opérateur différentiel unitaire

k

R=C +C'D+¢'»-+D

0 1
dont le noyau est Kert Ln Wi’a (respe Kert Ln a% ) , et les coefficients s
de R sont méromorphes dans D(t , p—) « Posons gR =YZ§(@1) D* . Il est alors

clair que, pour tout u € ai s o(Ru) =gR(su) « Par conséquent,
o-(Kert R) = Ker, oR

D'aprés ce que l'on vient de voir, R et oR ont donc le méme noyau et sont
unitaires, donc R = gR , autrement dit q(ci) = c, pour tout i . Il résulte

alors du théoréme 2.5 que c; € E pour tout i .
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