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DIFFERENTIELLES ET CONGRUENCES
par Daniel BARSKY

RESUHE, - On montre que les coefficients d'une série de Taylor satisfont des con-
gruences si 1'on connait des propriétés de la série réciproque.

Soit p un nombre premier, N, Z, Zp ’ Qp , QP ont leur signification habi-~
tuelle [ l].

4 -1 .
La valeur absolue | | sur Qp est normalisée par Ip[ =p ~ . Soit (an)n?_1
une suite d'éléments de g? « Supposons que la série génératrice de Hurwitz
n
< X
= 2521 ®n Wl

de la suite (an)n>1 satisfasse la propriété suivante

day n-1

3x = n>1 dn Y avec dl =1 et Idnl <1,
alors on peut montrer que les a, ont des propriétés p-adiques remarquables, ou
bien il existe c € Qp avec lcl =1 tel que

a

a h-1
_% - n+(p—l)Ph_1 < p_h/2 pour n >h ,
c Cn+(p—l)p
. R no . -no
9 14 b
ou bien a, est divisible par p ou, autrement dit Ian|.s P avec o >0

En fait, on montrera essentiellement que Z(X) = §£>1 a, X" est un élément ana-
lytique sur des quasi-connexes de Qp contenant strictement B(O , 17) [1] ;5 1e

théoréme de Mittag-Leffler p-adique domnera alors le résultat [1].

Rappelons que l'on note, si p est un nombre réel positif, et a wun élément de

& s

Bla, p)=(Xec ;5 |X-al <p}

G 3
-~
et

+
B(a,p)={X€9?; |X - a| <0} .

Ce genre de situation se rencontre pour les fonctions L p-adiques. Par exemple,

si B est le n-iéme nombre de Bernoulli, on a

1 Bn Xn—-l eX
Tt n?l_ﬁ-(n—l)ize_f_l=v(k) ’

alors
G- @

De méme si p(z) est la solution de 1l'équation différentielle (p')2= pB-ap-b
ayant un pdle double & 1'origine, alors t(z) = l/Jp(zs vérifie

dt/dz = ﬁ - at? - ptP .
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I1 est facile alors de remonter des propriétés de 1/V et de 1/]5 a celle de
V et de p pour obtenir des congruences entre les Bn/n et entre les hn ou
1'on a posé
n

1 5 hn+2 Z
pe) =5+ v aar

Le principe de la démonstration est d'écrire formellement

Y(X) = Zﬁ;ﬁ b (%% - )2

et de choisir c¢ € Qp de telle sorte que la croissance des |bn| soit aussi lente

que possible.

On utilise alors la transformation de Laplace formelle [2], et on montre que

s o nt o* x™
n T n

21 bn —(T" CX’QQQ—(]. - nCX) ?

expression sur laquelle il est facile de voir si 7Z(X) est un élément analytique

z(X) =

%1

p-adique. Ce genre de situation s'applique par exemple aux fonctions hyperellipti-
ques ou plus généralement si 1l'on a

'\k
)

(Y =1 + YP(Y)

oi P(Y) est un polynme & coefficient dans Z (on doit alors supposer que p ne

divise pas k ).

Ces résultats &taient connus de CARLITZ par une méthode différente ([3], [4] et
[5]). Soit

Xn

Y = Zn?l an -r]Te ,Q,p[[X]]

vérifiant les hypothéses suivantes :

ay -1
al _ = €
(H,) 5 = Znz On Y avee 4, =1 et |4 <1 (¢, €¢).
Les hypothéses (Hb) sont équivalentes aux hypothéses (Hl) :
a N aX -1
(B)  Y=2, X" eg [(x1)5 37=21 o ¥ € &fIXT]

avec e, = 1 et Ienl,s 1.

Les hypotheses (Hl) sont elles-mémes équivalentes aux hypothéses (1)

(5) T=2 Z_g ecllx]); x=2 Eﬁq " e ¢ [[x]]

avec e, = 1 et Ienl~$ 1.

Le probldme que nous nous posons est le suivant : Sous les hypotheses (H) que

peut-on dire sur la fonction

n
Z(X) = §£31 a, X,

du point de vue de 1l'analyticité au sens de Krasner ?

Nous allons écrire

cX n
= Zn;i bn (e - 1) ’

ce qui est toujours possible formellement, car (eCX - 1Y1= ™ + termes de degré

Y
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plus élevé, et nous allons montrer que 1'hypothdse (H) permet de choisir c¢ € Qp y
¢ dépendant de ep , de telle sorte que la croissance de bn soit assez lente.

Pour régliser ce programme, nous allons utiliser le théoréme suivant.

THEOREME (LAGRANGE-BURMAN [6]). - Soit
n
T = zhzl ®n T et Y= z£21 bn T

by

deux séries formelles & coefficients dans un corps.

Supposons que Y et T soient réciproques l'une de 1'autre, c'est—a-dire gque

T(Y(T)) =T et Y(T(Y)) =Y,

supposons en outre que c1 # 0 . Alors le coefficient de ™ dans la série Y est

égal au coefficient de YB~l dans le développement en série de Taylor de
(Y/T)n+l dT

Démonstration. - Il existe des démonstrations purement formelles. Mais nous al-

lons en donner une, basée sur 1l'intégrale de Cauchy. Soit C un petit cercle au-

tour de 1l'origine, alors

LR
bn=§e-———dT o +1( )dY

Tn.+l
( & est 1'image de C par l'appllcatlon T —> Y ). Si
Y dar _ 1y i
pir+L a¥y = y0 120 R
alors b = % 19 clest-a~dire : c'est le coefficient de ™1 dans Gf)n*l Cg%) .
Qe E. D.
Application.
cX 3 n ) °n .n
T=e¢e -1, Y= n?lbnT , X = n,l.IT—Y .
Done
= - )y n
T = (exp(c n>1 = Yn)) 1 et Y = w1 bn T
sont deux séries réciproques 1l'une de l'autre, et bl =-% .

Si ¢ #0, le coefficient b_ est égal au coefficient de Y° = dens le déve-

loppement en série de Taylor en Y de

e n+l en -1
( ) (exp ¢ zgai Ef'Yn)(c 2531 °n Y )
(exp(e 2, = 17) - 1
n n+l
= (e T e, TH)(x( — )+ s ) )
(exp(e Z£21 EE-Yn))—l (exp(e 2£21-E£ Yn))—l
=2 blgn) ™.

Nous voulons obtenlr une estimation de |b I , il nous suffit donc d'obtenir une
estimation de ]b n) | . Pour obtenir une estimation de lbm )I y nous allons tout

d'abord obtenir une estimation de |Bn| , OU 1'on a posé
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e
Y By o 2 CyR
exp(ec 1 B ) =1+ >t B Y.

Pour cela, nous allons écrire formellement (utilisant ainsi une astuce due a

B. DWORK),

e .
=2 = > - 1
exple zﬁ;& = ™) = exp( i1 1og(1 o, ¥ ),

ce qui est toujours possible.
LEMME 1. = Si

e . .
Snoymy _ Log(t = @, TH)) =T s, 1
eXp(C Zn?l n Y ) - eXp(ZnZ]_ —LOg(l ai Y )) - ial (1 ai Y ) 9

alors

Démonstration. = On dérive logarithmiquement les 2 membres de

e .
oy T - 1
exp(c z£21 — ) = i>1 (1 o, Y )

et il vient

. i-1
5 Yn_l 5 1ai Y
[¢3 e = . )
nzl n izl 1 - a. Yl
i
Q. Es Do
COROLLAIRE 1. - §1
e
> 2 = 2
exp(c 1 T ™ =1+ 51 By ™,
alors
k
B = Z- PR . . . (- l) . cee Ol .
n 11+...+1k—n,11>12>...>1k>0 i, i,

Clest clair.

Nous allons maintenant choisir c¢ de telle sorte que la croissance des laiI

soit aussi faible que possible.

THREORENE 1. - Soit

e .
> = =1 - 1y = 2
exp(c 2 o 7 ) =l (- Y ) =1+ 2 By ™,
avec €, = 1 et lenl.s 1 . Alors, si
P l_oe sie #0
P — P
et y
- -1/p .
c = si e_ =0
P SR )
on a

(1) o =8y =c¢,

(ii) pour n > 2 et pour D # 2,

I S
: 2p=2 -1
ol < le] 5272 2T
n

2p-2 p-1
8 | < lel P77 7

“e
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(iii) pour n 2>2 et pour p=2,
o] < [of 2D/

I, < | 2D/

Démonstration. — On a

cep > i 0}1/1
“ "7 T %ilnian %L
Donc @, = c . Compte tenu du fait que Ie | <1, on a, avec le choix Pl
L -/p P
(resp. c =D si ep:O), |a| 1,...,|ozp_1|$1.
=1L _ P
@ =5 (cep ct) ,
done,
si Je| >/P-l+(l/p) , ona o =0 avec Pl oo ,
t P P P
e

si Iepl < p_l+(1/p) , on a Ia | £ 1 avec le choix ¢ = p'"l/p .

Il est clair alors que la |\< 1y eeo laZp—ll 1 et |a2p| <p si p#2,

P+ ~
et |a | si p =2 . De 1'inégalité ultramétrique, on tire
lcl lenl i n/i
Ianl < Sup("—m‘_ y SUP; (I'r'l" lail ))
ce i
< sup(su __n___‘ su £ n/l )
< SUp plSiSn n ! p2p<1<n n Ui
car i“il:él si 1<1i<2p.
I1 suffit donc de montrer que, pour p # 2 ,
n 1 log n
- > =
(a) 2P"'2 p-l/[logpl pour n,2p,
n 1 n, i 1 log(n/i)
- > = -
©) m=—=-5o1%imoe-5=7 * e
pour n et i 2 2p, car lc|$l.
Démontrons (a). — On étudie la fonction
_ X 1 log x X 1 log x _
f(X)—2p—2"p-l"[logp]’2p-2mp-l 1ogp—g(x)'
Pour 2p < x p2 -1, on a directement f£(x) 20 .
Pour x 3 p2 , on montre que g(x) >0, car g(x) a un minimum pour X=%§'<‘P2
ot g(p?) 20 si p 3.
Démontrons (b). - On étudie la fonction
_ _rlog x 1 _logx _
) =513 Toe 3 75 =T-5=T " Teep = ¢

o x=n/i,donc x 22 .8 2<x<p, f(x)20.581i x2p, alors g(x) 20

Polcp et g(p) =

car g(x) a un minimum pour X = 108 D

Si p =2, il suffit de montrer

(a) 2n-1 [igz 5] pour n z4,
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(v) -3-n-1>/(%i-1)—§i+[}-‘1§-(-ril-i—)],pour n>4, car |ec|l <1

4 log 2
Démontrons (a). - On étudie la fonction
_ 2 _ _ log x
f(x) = T 1 Tog 2 (x >4) ,

elle a un minimum pour x = 4/(3 log 2) <4 et £(4) =

Démontrons (b). — On étudie la fonction

-] - logx
f(x) =x -1 Tog 3

donc x =2 . Elle a un minimum pour x = l/log 2<2 et f(2) =0 .

, Ou x =1n/i,

Nous avons donc démontré Que a =c et, pour n 22,
n_ 1
lo| < el P2 P o1 p4o
(lal < lo] 20/ o1 p-2).

On déduit de 14 immédiatement que B, =c et, pour n =2,
1

Pp-2 p-1 _.
6] < lel 02 1 a1 p#2

(lp) < le] 2ED/4 5 p=2),

Q. E. D.
COROLLAIRE 2. - La série 1/ (2 >1 7 a pour rayon de convergence
-1
su | I < lcl .
PreB(0, p7) s -
Démonstration. = On a Bl =c et
(n-2)/(2p~2)
lg | < lel »* el si p# o2,
1
respe. ‘Bnl < |c| 23(n— )/4 si p=2 .
Q. E; Do
> Xn )3 °n on
THEOREME 2., — Soit Y = N3 a oT et X = nal?l—Y avec e, = 1 et
Iel 1 (e et a_ € C_ ).
— n ~p
Si 1'on choisit ¢ # O tel que Pt o, si Iepl > p-l+(1/p) (respectivement
T L p-““%) ), on a

Y=3_ b (F-1)"
Lot fnf o™ plot)/2le=t)

< o™ 23,(131"1)/4

avec b, =
Raddadt 1

si p#2 (respectivement \bn| si p=2).

Démonstration., — Clest immédiat 2 partir du corollaire 2 et du théoréme de

Lagrange-Blrman, Vie les inégalités de Cauchy pour les géries de Taylor

(n)
Z“‘?O by T Q. E. D.

Remarque. — On peut un peu raffiner les inégalités sur les bn . I1 est clair, en



effet que |B | < le| pour ngop-1, Iszl.s

b_ .
n

Ve
THEOREME 3. - Soit

e
n
X_ZIIZ].?I—YII avec el =1
et
- )3 8 .n
1= nali'a'x

deux séries réciproques de QP[[X]] .

et
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lclp , donc méme chose pour les

|enl\< 1,

(i) si lepl > p_l/2 , Z(X) = z£>1 a, x* est un élément analytique p-adigue
=

[1], sur
- I .~1 =1
c(p) = B(0 , p71) Uy BT o7, p)
avec P, < lcl_l p—(1/2)—(1/2(p—1)) si p# 2, respectivement p, < |c| —1/2 .
. —l -1
En outre, sup}gse(p |z(X)] <1 si pp S le le| /2 pour p # 2 , respective-
ment fy & ‘cl —1/4 .
(ii) si lep < p.1/2 , 7(X) est une fonction analytique (non bornée) sur
B(0 , p;l) , ou P < P—l/(2p—2) pour p # 2 , respectivement p, <2 .
En outre, SuPyep(0, 2 ) |z(x)| =1 si
~(1- Ve
1 -1
p<P 5°gp(P7pourp7‘2,
—(l-'g)z
respectivement si p2<§ 2 .

Démonstration. - Rappelons qu'un élément analytique p—adique sur un sous-

ensemble C de G est une limite uniforme sur C de fractions rationnelles de

(X) sans pbles dans C [1]. Choisissons ¢ # 0 tel que Pl o e, si
|e | >p -1+(1/p) (resps ¢ = p-l/P gsinon). On a, par le théortme 2 @
cX n 1
Y = z£?1 bn (e - l) avec bl =<
et
b | < o)™ s D/(202) s p g
(resp. lb | < le]™ 2 B(n 1)/4 si p=2). Soit £ 1'application de C [[X]]

dans 1u1-méme, définie par

FX) =2

xB
1730 a, Hs—%ﬁ(f(X)) =

I1 est clair que

e((eF - ™) =3, (- DPF () iy

n!

£(X) = z£;o a, ) Gl

_ ¢ X _ [ n ]
=TT = cX)eee(l = ncX) |0, c, X °

Donc

n! cn Xn

zZ(X) = b

>l n —(1 CX)...Ql - nCX.) *
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n

Nous allons montrer que sur C(p,) 1la suite n—> b [
g n |0, c

converge uni-
, X

formément vers zéro, si 'e | « En effet, posons

= et p (1/2) (1/2(p-1))+e

p e>0, p#2,

iy
alors

b n! cn Xn
sup
XeC 1 - cX eeell = ncX
G ( Jeool ncX)|

log n
<u en. 2p-2+[1og p]-+l
?

ce qui montre que Z(X) est un élément analytique sur C(p ) si

0, p~(1/2)-(1/2(p-1) |-

(méme démonstration pour Py ).

Si p#2 et si ¢ Z-ETS—é-TT , alors des calculs antérieurs (théoréme 1) mon-
trent que n .o
bn ni ¢ X <. - .
SquGc(pp) TT = oX)...(I —mex)| S+ pour n 24P =4 .

La remarque qui suit le théoreme 2 permet de conclure pour 1< n <4p -4, car
alors IB | < lcl

La démonstration est analogue pour p = 2 « On a donc démontré (i).

Si |ep| < P-l/2 alors, si |X| < Ic}'l‘s pl/(ZP-2) L pt2,
log n

n
b. n!c Xp le=en+
n 1og P . e>0,

et donc la limite pour n —> ® est zéro.

On a donc montré que, si Ie | et p#2, Z(X) est une fonction ana-
lytique sur B(0 ’ p;l) avec pp <p 1/(2P 2) . La démonstration est analogue pour
=2¢
Posons
-1 o res -1 _ @
Pp 73 p-1)"? Pe Py =7 -

On cherche o<1 tel que
n
*Pnz1 **PxeB(0, p31) lbn [6 e, x]"s L.
On cherche donc o< 1 tel que, pour p # 2,
an

n-1 log n
+ +1
s p2-1) " p— * L og 0t 2Dy 1

Pnz1 .
ou de maniére équivalente,

_ o -1 log n

f(n) =n 55 = 1) 21p Tos D 1+1<50.
On voit que le maximum de f(n) est atteint pour n = (lzfpaali; S . On choisit
alors « pour que ce maximum soit négatif. On trouve
Ol\<l— P O'tle=2,7aoo

epl7(2(p-l)) 2(p_1)10g D ’
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3i p=2, on trouve de manidre analogue o< 1 - (2/(e211/4 log 2)) « On pren-
dra donc de manidre approchée

1

*=1-v75%7

si pA2 et a=1 --% si p=2.
' Q. E. D.
. -1/2 ,
COROLLAIRE 3. - Si |ep] >p , alors, pour n>h et p#2,
a
% ne(p-1)p"t| _ w2
n h—l|'\
e’ nt(p-1)p

(resp. < o~h/4 )e

Pour n3m et p# 2,

o (- 0T @) ) <5

(resp. < /4 )e
Démonstration, — Cl'est immédiat & partir de la décomposition de Mittag-Leffler
[1] ou [8], de 2(X) sur C(pp) avec

= et p'l/2 si p#2

Pp

et

I—l 2—1/4

92 = |c si p=2.

Q. Es Do
Remarque 1. = On peut aussi le démontrer en tronquant la série qui définit Z(X)

sur C(pp) 3 un rang suffisament grand en fonction de h et m ,

Remarque 2. - Ces résultats sont & rapprocher de ceux de Carlitz ([3], [4], [5]).

COROLLATRE 4. - 51 e | > /2 posons
* ah+( ~1)p"
a = lim _—L——

- —0
2
i o+ (p-1)p

*
(limite au sens p—-adique). Alors a, est, pour n =i modulo(p - 1) , la restric-

tion d'une fonction localement analytique de 2 dans C  de rayon d'analyticité
Do 372071) o Pu T (vesp. 2770 ),

loeal supérieur ou égal a

Démonstration. — Cl'est encore immédiat & partir de la décomposition de Mittag-

Leffler de 2Z(X) . En effet,

7(X) =2 a X

nzl n

a la méme décomposition de Mittag-Leffler que z(X) relativement aux trous
-1 =1

B(i™" ¢ , p.) 5 et n'a pas de partie singuliére relative au trou & 1'infini. Donc
Z*(X) est un élément analytique p-adique sur QP - LE;; B(i-1 et , pp) ml 2
1'infini, Le résultat est alors immédiat.

Q. E. D.

COROLLAIRE 5. - Si |ep| < ;71/2 , alors pour p# 2,

—t
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<1,

-2 (1 - ___l;._g
‘an o 2p-2 5 log p }

respectivement

|a 2.A1:(1- %)nl

< o
n N

Démonstration. - C'est immédiat & partir du théordme 3 et des inégalités de

Cauchy.
Qe E. D.

Remarque. - Si l'on connait des résultats plus fins sur les e s on peut amélio-

rer l'estimation des Ibnl et donc, par 12 méme, les congruences sur les a .

Par exemple si 1l'on sait que

e =e e_ mod pv+1 ’

np\)+1 np" P
alors on peut facilement montrer que |bn|<§ 1 o Mais déja si 1'on sait que
enp =e, eP mod p , on a de, meilleurs résultats sur les Ibnl .
Par exemple, si e, € Z, |e |<§ p-l , alors on peut montrer que

p[np/(pz—l)]

2_
divise a, et que ah/p[np/(p l)] vérifie des congruences analogues a celle du
corollaire 3 (Cf. KATZ [7]).
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