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RESUME. - On montre que les coefficients d’une série de Taylor satisfont des con-
gruences si lIon connaît des propriétés de la série réciproque.

Soit p un nombre premier, N , Z , Z ,Q. , C ont leur signification habi-
-- -.. -p -:p --p

tuelle [1].

La valeur absolue 1 1 sur £lp est normalisée par P’ = p-l . Soit 
une suite d’éléments de C . Supposons que la série génératrice de Hurwitz-p -

de la suite 
&#x3E;-1 

satisfasse la propriété suivanten n&#x3E;l

alors on peut montrer que les a ont des propriétés p-adiques remarquables, ou
n

bien il existe c ~ Cp avec c) = 1 tel que

pour n ~ h ,

ou bien a est divisible par pn0153 ou, autrement dit, la 1 ~ avec a &#x3E; 0 .
n n

En fait, on montrera essentiellement que Z(X) = 03A3n~1 a X9 est un élément ana-

lytique sur des quasi-connexes de C contenant strictement B(O, 1-) le

théorème de Mittag-Leffler p-adique donnera alors le résultat 

Rappelons que l’on note, si p est un nombre réel positif, et a un élément de

---p , 
, -. ..

et

Ce genre de situation se rencontre pour les fonctions L p-adiques. Par exemple,
si Bn est le n-ième nombre de Bernoulli, on a

alors

De même si p(z) est la solution de l’équation différentielle 

ayant un p6 1e double à 1~origine~ alors t(z) = vérifie
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. Il est facile alors de remonter des propriétés de 1~V et de à celle de

V et de þ pour obtenir des congruences entre les B 
n 
/n et entre les h n où

l’on a posé h _

Le principe de la démonstration est d’écrire formellement

et de choisir c ~ C de telle sorte que la croissance des Ib 1 soit aussi lente
2014p 

-" n

que possible.

On utilise alors la transformation de Laplace formelle [2J, et on montre que

expression sur laquelle il est facile de voir si Z(X) est un élément analytique

p-adique. Ce genre de situation s’applique par exemple aux fonctions hypere llipti-

ques ou plus généralement si l’on a

où F(Y) est un polynOme à coefficient dans Z (on doit alors supposer que p ne

divise pas k ).

Ces résultats étaient connus de CARLITZ par une méthode différente ([3L [4J et

[5]). Soit 
’

vérifiant les hypothèses suivantes :

Les hypothèses sont équivalentes aux hypothèses 

Les hypothèses ~H ~ sont elles-mêmes équivalentes aux hypothèses (H) :

Le problème que nous nous posons est le suivant : Sous les hypothèses (H) que

peut-on dire sur la fonction

du point de vue de lt analyticité au sens de Krasner ?

Nous allons écrire

ce qui est toujours possible formellement, car (e - X + termes de degré
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plus élevé, et nous allons montrer que l’hypothèse (H) permet de choisir c E C
c dépendant de e , de telle sorte que la croissance de bn soit assez lente.

Pour réaliser ce programme, nous allons utiliser le théorème suivant.

THÉORÉME (LAGRANGE-BÜRMAN [6]). - Soit

deux séries formelles à coefficients dans un corps.

Supposons que Y et T soient réciproques 1 tune de l’autre, c’est-à-dire que

supposons en outre que 0 . Alors le coefficient de Tl! dans la série Y est

égal au coefficient de dans le développement en série de Taylor de

~ .
Démonstration. - II existe des démonstrations purement formelles. Mais nous al-

lons en donner une, basée sur l’intégrale de Cauchy. Soit e un petit cercle au-

tour de l’origine, alors

i. J.

(et est 1’image de C par l’application T ~ Y ). S i
~~ -~ -

alors c’est le coefficient de dans (7~) 
Q. E. D.

Application.
A

Donc

sont deux séries réciproques l’une de l ’autre, et bl = ~ .

Si c ~ 0 , le coefficient b 
n 

est égal au coefficient de dans le déve-

loppement en série de Taylor en Y de

Nous voulons obtenir une estimation de ! b ) . il nous suffit donc d’ obtenir une

estimation de jb ) . Pour obtenir une estimation de |bm(n)| , nous allons tout
d* abord obtenir une estimation de )j3 ) y où l’on a pose
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Pour cela, nous allons écrire formellement (utilisant ainsi une 
astuce due à

B. DWORK), a 

ce qui est toujours possible.

LEMME 1. -Si

alors

Démonstration. - On dérive logarithmiquement les 2 membres de

et il vient

Q. E. D.

COROLLAIRE 1. - Si

alors

clair.

Nous allons maintenant choisir c de telle sorte que la croissance des )~t
soit aussi faible que possible.

THÉORÈME 1. - Soit

avec e = 1 ~ Alors, si

et

on a

(ii) pour n ~2 et pour p~2 ,
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(iii) pour n~2 e t pour p = 2 ,

Démonstration. - On a

Donc al = c . Compte tenu 
du fait que 

. 

~ le 1 ~ 1 , on a, avec le choix e
(resp. c = p -1/ P =0 ), la21 ~ 1 , ... , 

p

donc,

et

Il est clair alors que 1 ap+ll ~ 1 , ... , ~2p! ~ 
et |03B14| ~ 22 si P = 2 . De l’inégalité ultramétrique, on tire

car si 

Il suffit donc de montrer que, pour p ~ 2 ,

pour n ~ 2p

pour n et i~2p , car )c~ ~1 .

Démontrons (a). - On étudie la fonction

Pour 2p~x~p~-l , on a directement 0 . 

Pour x ~ p2 , on montre que g(x) ¿ 0 , car g(x) a "an minimum pour 

et g(p~) ~0 si p~3 .

Démontrons (b). - On étudie la fonction

où x =n/i , donc x~2 . Si 2~x~p, f(x) ~0 . p , alors g(x) ~0

car g(x) a un minimum pour x=.~;-~P et g(p) =0 .

Si p = 2 , il suffit de montrer
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Démontrons (a). - On étudie la fonction

elle a un minimum pour x = 4/(3 log 2)  4 et f(4) = 0 .

Démontrons (b). - On étudie la fonction

donc x ~ 2 . Elle a un minimum pour x = 1/log 2  2 et f(2) = 0 .

Nous avons donc démontré que c 
"." 

et, pour n ~ 2 ,

On déduit de là immédiatement que ~1 = c et, pour n ~ 2 ,
~ 1

Q. E. D.

COROLLAIRE 2. - La série 1/(~ Pn a pour rayon de convergence
.//~ -B 

’" n~i~/.)

Démonstration. - On a 03B21 = c et
,

Q. E. D.

THEOREME 2. - Soit

(respectivement

si P f 2 (respectivement

Démonstration. - C’est immédiat à partir du corollaire 2 et du théorème de

Lagrange-Bürman, via les inégalités de Cauchy pour les séries de Taylor

l ym .
m~ m Q. E. D.

Remarque. - On peut un peu raffiner les inégalités sur 
les bn . Il est clair, en
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effet que 1 ~nl ~ 1 c 1 2p - 1, 1132pl Ô 1 ci p , donc même chose pour les
b .
n

./ ,
THEOREME 3. - Soit

et

deux séries réciproques de C~[X~~ .

est un élément analytique p-adique

Démonstration~ - Rappelons qu’un élément analytique p-adique sur un sous-

ensemble C de C est une limite uniforme sur C de fractions rationnelles de

C (X) c ~ 0 tel que cp-1 =ep 
si

|ep| &#x3E; p-1+(1/p) (resp. c = p-1/p sinon). On a, par le théorème 2 :

et

dans lui-même, définie par

Il est clair que

Donc
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Nous allons montrer que sur 2 
la suite n v converge uni-

formément vers zéro, si 1 e.,J &#x3E; p-1/2 . En effet, posons

alors

ce qui montre que Z(X) est un élément analytique sur si

(même démonstration pour P2).
Si p # 2 et si e ~~201420142014?-r y alors des calculs antérieurs (théorème 1) mon-

trent que - -

La remarque qui suit le théorème 2 permet de conclure pour 1 ~ n  4p - 4 , car

alors fl n 1 ~ |c|-1 P .

La démonstration est analogue pour p = 2 . On a donc démontré (i).

et donc la limite pour n ~ ~ est zéro.

On a donc montré que, si |en| ~ p -1/2 et p ~ 2, Z(X) est une fonction ana-

lytique sur B ( 0 , p" ) avec p  p" ’~ ~" ’ . La démonstration est analogue pour
p p

p = 2 .

Posons

On cherche 1 tel que

On cherche donc a~ 1 tel que, pour 

ou de manière équivalente,

On voit que le maximum de f(n) est atteint pour n = /. _ ry~i2014~2014 * 0n choisit
alors c~ pour que ce maximum soit négatif. On trouve



12-09

Si p = 2 , on trouve de manière analogue 1 - (2/(e2~" log 2)) .On pren-
dra donc de manière approchée

COROLLAIRE 3. - Si

Démonstration. - C’est immédiat à partir de la décomposition de Mittag-Leffler

ou[8], de sur C(p ) avec

et

Q. E. D.

Remarque 1. - On peut aussi le démontrer en tronquant la série qui définit Z(X)
sur C(p ) à un rang suffisament grand en fonction de h et m.

Remarque 2. - Ces résultats sont à rapprocher de ceux de Carlitz ([3], [4], [5]).

COROLLAIRE 4. - Si le 1 ~p-1/2 , posons
-- P a -

(limite au sens p-adique). Alors a est, pour modulo(p- 1) , la restric-
tion d’une fonction localement analytique de Z dans C de rayon d’analyticité

local supérieur ou égal à ~~ ~~ (resp. 2"~ ). 
’ ’

Démonstration. - C’est encore immédiat à partir de la décomposition de Mittag-

Leffler de z(x) . En effet,

a la même décomposition de Mittag-Leffler que Z(X) relativement aux trous

c-l , P ) , et n’a pas de partie singulière relative au trou à l’infini. Donc

z*(X) est un élément analytique p-adique sur llp - 43 nul à

l’infini. Le résultat est alors immédiat.

Q. Eo Do

COROLLAIRE 5. - Si le 1  p-l/2 , alors pour p # 2 ,
--* p
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respectivement

Démonstration. - C’est immédiat à partir du théorème 3 et des inégalités de

Cauchy.

~ 

Q. E. D.

Remarque. - Si l’on connaît des résultats plus fins sur les on peut amélio-

rer l’estimation des b ) et donc, par là même, les congruences sur les a~ .

Par exemple si l’on sait que
.. v+l .

alors on peut facilement montrer que 1 b 1 ~ 1 . r/1ais déj à si l’on sait que
n

= e n e p mod p , on a de, meilleurs résultats sur les Î b~( . 2

Par exemple, si en E Z, 1 p-l , alors on peut montrer que p[np/(p -1) ]
divise. a et que a vérifie des congruences analogues à celle du

n n

corollaire 3 (Cf. KATZ [7]) . 
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