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FACTOUISATICN DE SUITES RéCURRENTES LINEATRES

- *
par Jean-Paul BEZIVIN ()

Un démontre un résultat de factorisation pour les muites récurrentes linéaires,

et on applique ce résultat & des problémes de nature arithmétique sur ces suites.

'« Notations et introduction.

30it K un corps commutatif de caractéristique nulle, on note 2R(K) 1'enseamble
des applications de N dans X de la forme P(n) = Zé F&(n) aii , ol Ia e ¥ X
et a; € K snnt non nuls. On dira que les oy sont les fréquences de F, et les
Pi les coefficients de P . On se limitera dans toute la suite au cas ou le corps

K est une extension de type fini de Q .

7l est clair que R(K) est un sous-anneau de 1'ensemble des applications dc i
3% ) ’
dans K ;5 on notera i (K) le sous-ensemble de 3(X) formé des éléments réguliers
pour la multiplication, il résulte d'un tnéoreme de MAHLER que R%(K) est 1l'en-—

semble des P de R(K) qui n'ont qu'un nombre fini de zéro dans N .

Pour P dans ®(X) , on notera FO(Iﬂ le sous-groupe du groupe multiplicatif

de K engendré par les fréquences de P, et T(F) sera 1'ensemble
% n .
{fze K 583 nel , 2z € FO(P)},
Les éléments inversibles de ®(X) ont une forme simple.

THECGARIT 1 (BENZAGHCU [1]). - L'élément P de R(K) est inversible si, et seu-

lement si, il existe un entier T non nul, et pour tout r entier inférieur ou

égal & T - 1, des éléments non nuls N, et p, de K tels que, V r et

7 ke N, on ait P(kT + r) = An uik .

On dira que 1'élément P de R*(K) est irréductible, si une dgalité P = QR

avec Q et R dens R (K) implique Q ou R inversible.

Le résultat de faciorisation que nous avons en vue est le suivant.

PROICSITICN 1. - Dans le monoide multiplicetif ﬂ*(K) , il y a décomposition

unique en produit gﬂgléments irrédugtibles.

(") Texte regu le 18 mai 1993l.

Jeen-Paul BEZIVIN, Mothématiques, Tour 46, Université P. et M. Curie, 4 place
Juszieu, 75230 PARIS CEDEX C5.



La preuve de cette proposition utilise une idée due & RITT [4].

S

La partie 2 est consacrée & la dduonstration de ce résuitat ; la partie 3 & des

appliceticons & certaines conjectures de PISCT.

2. Factorisstion.

e
1)

LEME 1. - Soit T W_squs-groupe de type fini du groupe multiplicatif de ¥

sous l'hvpotaese que K est uae extension de type fini de Q , le sous-groupe T
- i
défini psr T={zec¥; inel , € FO} , est aussi de type fini.

N

Ce résultat est dll & LIARDET [2]. Notons que l'hypothése faite sur K n'est pas
tres restrictive, puisque si 1l'on a un prodléme portant sur un nombre fini de
suites récurrentes, on peut toujours trouver un corps L de type fini sur ’g tel
que ces suites reécurrentes soient dans R(L)

I1 résulte de ce lemme que si P appartieat a ( 9] , le groupe T(F) est de
type fini. D'autre part, le groupe des racines de 1l'unité de ¥ est fini, nous le
noterons G, et 1Y sera son ordre. Il est clair que si P est dans (%) , G

est le sous—groupe de torsion de T(P)

On déduit facilement du thécrcme 1 la propriété suivente.

Li2E 2. - Un élément de R(K) est inversible si, et seulement si, la conclusion

du tnooreme 1 est raallsee avec T =1 .

Soit P un élément fixé de & (K) , le groupe T©'(P) admet une décorposition du
type T'(F) = L® G, ou L est un groupe libre de type fini 5 on fixe un tel

groupe d=ns la suite de 1l'exposé.

FiGPOSITICH 2. - Il existe P dans #f(K) , associ¢ & P, tel que :

(2) Les fréquences de P sont dans I'(P) »

(b) Four tout r entier inférieur ou égal a M-1, P(k¥ + r) posséde la fré-

quence L , et le coefficient cor*pspondant est un polyn®me unitaire en la veriable

k L

« o —— ——— B —— i mATy B ey e n e -

(c) Il existe une base e ,
de P aient leurs images dans L & coordonnées dans N dans cette base.

vee s € de L, telle que toutes les fréquences

de L at

Preuve. - On commence par choisir une base quelcongue Bl s vo0 s 8

on dafinit 1l'ordre lexicographique ¢ relatif & la base g s vee s g BUr L.

’

Pour re {0, ¥ =1}, P(kM+ r) est un élément non nul de R(K) , dont les
fréogquences sont parmi les puissances lM-ieme des fréquences de P, donc sont dans
L . Pour chaque iindice r , on choisit parmi les frequences de F(KI + r) la plus

. . , M .
petite de celles-ci pour i'ordre ¢ , que l'on note s et soit ki le coef-
r r
ficient du terme de plus haut degré dans le polyndme coefficient de cette fréquence :
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on définit 1'clément U de ®(K) par U(KM+ r) = N @ il est cleir que U

est un ¢lément invessible de R(X) . On définit P pa} l'%galité F= Uf;, et il

est évident que P vérifie les propridtés (a) et (b) de la proposition 2 .

i1 reste & montrer que la propriété {c) est vérifiée ; on a besain pour cels du

lenme 3 suivant.

EDE 30 - Soit H= 2 € T eee D7 e, un groupe abélien libre de type fini, et
v 1'ordre lexicographique relatif & la base €l g cee s e Soient Up oy eee Uy

des ¢léients de H , et M un entier non nul, on suppose que, pour t-ut i, I

est positif pour l'ordre 1 . Alors il existe une base de H , ol tous les éléments

Uy ont des coordonnées dans I dans cette base.

Preuve, -~ On commence par construire une base de ¥H ol tous les Mui ont des

coordonnées dans N dans cette base.

Soit T un entier quelconque, on définit les éléments f, , ..., f, de N

par les relations

- ,T‘t—l t’k . o t-‘2 T —
Ilel - 1 fl + oo + T fk + we -+ f_t ’ 11% = f fl +  cpe + ft—]_ [} 060 o Ju%mft
La metrice de passege de la base {Meﬁ} a 1l'ensemble {fl s see ft} est &

coefficients dens Z , et de déterminant + 1 , donc, pour toute valeur entiére de

T, f1 s see ft est une base de MH .

Cn écrit ensuite %duh.: Z? 94 5 bieﬁv . D'aprés 1l'hypothése fzaite, le premier

i,; ;

9 3 non nul est un entier plus grand que 1 .

b4

La coordonnée de NL%_ sur f, est donnée par 1l'expressinn suivante :

N t-k k1
Ci (D =q | T7 +q 5 T toeee g

I1 y a alors deux possibilités : ou le polyndme Gi,k est nul, ou bien le cnef-
ficient de son terme de plus haut degré est un entier positif. On peut donc,
puisque 1l'on a un nombre fini de polyndmes & considérer, trouver un entier T
assez grand, tel que tous les Ci,k(T) soient des entiers positifs ou nuls. La
buse f1 s see ft correspondante est telle que tous les }iui soient & coor-
données dans I dens cette base.

Pour terminer la déucnstration, il suffit de remarquer que des éléments de H
vérifiant les relations Mei = fi s, pour tout i , forment une base de H qui
prssade la propriété indiquée dans le lemme 3 .

On termine alrrs la démonstration de la proposition 2 en appliquant le lemme 3
3 H=1, et aux «(3) s ou les § sont les frécuences de P , et ¢ la pro-

jection de I'(P) sur L.
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femarque l. - Au lieu de T'(P) , on peut prendre un snrus-groupe de type fini du

P

groupe multiplicatif de K contenent I[(P) .

Soient meintenant 3 et R dans i{(K) tels que P= QR . Il est facile de
voir gue 1l'on peut écrire P = éii , O Q et R vérifient le premiére propriété

du (b) de la proposition 2. Dans ces conditinns, on a le résultat suivant.

L1 4

~

(n) Les fréquences de Q et R sont dans r(P)

(v) Les imsges des fréquences de Q et R dons L snnt 34 coordonnses entl :res

B rom e e

positives ou nulles dans la base € s cee s Oy de la proposition 2.

ria— era .

Preuve.

(a) Soit T, 1le sous-groupe du groupe multiplicatif de K engendré par les fré-
C -8 g

quences de P, Q et R, et T={z3 inx1, 2" e TO}

ona T(P) <T, et le groupe T/T(P) est un groupe libre de type fini. Four

démontrer (a), il faut demontrer que ce groupe est réduit & 1'élément neutre.

Un roiscnne per 1l'absurde ;3 seit ¢ 1'application canonique de T sur ¥ T(P) ;
il existe par exemple une fréguence éi de é dont 1'image dans T/T(P) est

non nulle 3 soit r, ,..., r_ une base de 8= T/I'(P) , on peut supposer que le

ENs

~

coordonnée de w(ﬁl) sur r, est un entier plus grand que 1 . lLa fréquence 5|

intervient au moins dans un des éléments Q(Ki + r) , car sinon, en notaat
An) =7 QJ(n) il , on trouverait que la somme des aj(n) Q? , pour les indices j

tels que 5“'* ﬁ“ est nulle pour toute valeur de n , ce qui est absurde.
q ’ )

Soit donc r, un indice tel que 5? soit une frequence de A(KM + rG) , et soit

™

g 1'ordre lexicogrsphique sur S rel“tif a la base cee y T Soit B
i

r.

_L 3
1'ensemble des indices j tels que 3 soit une fréquence de 0(k¥ +r ) et que
¢(5?) soit meximsl pour l'ordre § . De méme, en écrivant R(n) = R (n) Y5

~M
soit F 1'ensemble des indices h tels que Yh soit une fréquence de d(kﬁ r“),
et U(yh) maximel pour l'ordre & . On remarque que si j est dans B, y(
est strictement positif pour l'ordre § ; et si h est dms F, @(;M) est po-

sitif ou nul pour l'ordre § , parce que R(kM + ro) po ssede la frécuence 1 .

On note zlors A(k) leo somme des Q.(KM + r ) 510 pour j dans L, et

~ ~ J
B(k) 1le somme des Rh(kM.+ r ) r0+ki pour h dans F . Le produit A4(k) B(k)

"

n'est pas nul 3 en efiet, si c etalt le czs, l'une des deux expressions ar
b b 5

exemple A(k) , aurait une infinité de zéros, et d'apres un théorsme de MAHLER, il

existerait deux indices distincts i et j de E tels que le quotient de B;
~M . . . cr s oo . . . 3

et de bj soit une racine de L'unité différente de 1 ; mais cecl est impossible

car M est 1l'ordre du groupe des racines de 1l'unité de K .

Cn en déduit alors qu'une fréquence quelconque de A(k) B(k) est une fréquence
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de (ki + ro) (xM + rC) , donc de F(kif + ro) , et ceci est contradictoirs,

puisqu'une fréquence de  A(k) B(k) a une iwage non nulle dens 3, et toutes les
‘régasnces de PO + rO) sont dans T(P) .

(b) D'aprés (2), on sait que toutes les frécuences de 0 et R sont dens T(2).

~

On reisonns slors par 1'absurde, en suppossnt gue 1l'une des frégquences de 7 , par

exerple, a une image dens L eyent une coordonnée négetive sur e, ; ceci énuivaut

dire qu'il existe un indice r et une freqguence de (K + rc) syent une co~r-

0
donnee stiictement négative sur e - On définit alors 1l'ordre lexicographique sur
la base e , «ee 5 €& de L, et on prend la fréquence de (ki + rc) minimale
pour cet ordre. (n procéde de méme pour R(kM + rO) . On voit facilement que le

produit de ces deux fréqusrces est une fréquence de Pkl + rc) , avent une coor-

dornée strictement négative sur e s ce qui est la contradiction cherchée.

On peqp‘nwintenant démontrer_%3_25239§i§49g~£. En notant ei la puissance

Vi—-iéme de e » il résulte du lemme 4 et de la proposition 2 que l'on peut édcrire,

pour tout r ,

P(wi+ r) = U (k, 11‘ , eee 9%) , 00w+ r) =V (k, el,f y eee 91@ ,
et
ﬁ(k@i+ r) = Nr(k ’ 9% y eoo ei) s
ot U, V., et i, sont des éléments de KX , X, , «ot Xt] . I1 est clair que
les §. sont des éléments multiplicativement indépendants de K , donc les ege-

1itds P(k¥ + r) = ki + r) R(kM + r) sont équivelentes aux égalités Ur =V, W,

entre polyndmes.

Cn peut remarquer que, dans tout ce qui a précédé, les suites inversibles que
Lous svons utilisees &taient définies explicitement, donc nous n'avons pas utilisé
véritablement le théoréme 1 3 en appliquant le résultect que nous venons de démon—

cer 3 P(n) = 1 pour tout n , on retrouve donc le théoréeme 1 .

D'autre part, si P est supposé irréductible, et si P est tel qu'il existe au

roins deux indices r et r, tels que Ur et U soient diffsérents du poly-
- 1

ndme constant égal & 1, on trouve immédiatement une contradiction ; il existe donc
un unique indice ry tel que Ur soit différent de 1 , et le polyndme Ur

0 C
doit dtre irréductible.

T 3 3 I # * o+ P
Réciprequement, on voit qu'un élément de & (X) possédent ces prapriétés est

irréductible.

Enfin, on trouve que tout ¢lément de ®F(¥) s'éerit comre produit d'éléments
irréductibles, et l'uricité de cette décomposition provient du fait que

KX, Xy eeey Xt] est factoriel.
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A PCSITICN 3. - Soient P, Q dans f(X) , et R dens #(1), ou L est

un corps contenant K . 5i on & P= Qi , alors X appartient & (@ De pius,

si l'ﬁn suppose qu'il ﬁxiste & 5 ere s Cp e*embnts mltiplice uivemegﬁ_indépggf
T g ~

daats du corps K (),etd%xmgmg£§1% st V. de KX, X 4y eoe y A

e - e AT S m e

tels que Ur(A y Gy eee , 0) et Vr(X , 0, ses , C) soient non nuls et uni-

taires, wvarifiant

vy 8T 3 e W miaw o weaem e

-

K Mk

W Y
Mk ehk) et Q(k¥ + r) = Vr(k 9 © 5 eee s ©

P(iiw + r) = Ur(k s €] 5 e s S

alors il existe des polyndmes i possédant les mmes Urnyrlftes teL& que

| a3 A e W — e — ———— T ST 43 o RS A T8 -

Mk Mk
€. ) .

R(2I+ r) = d(k, e, ceey &

Preuve. - Cn pose
P(n) —-z_ P (n) QI”

Cn définit sur l'enseirble {yc y Yy s ee Wnﬁ une relatisn d'équivalence par
vy Y ;::y Y /y e K . Soient E1 s see Ez les différentecs classes &'equiva-
ence, et pour Lﬁut i, &; wm représentent de la classe Ei . La somze das
ﬁj(n) y, pour Y dens Ei peut s'ecrire 9? Si(n) avec Si dans (%) . (n &
donc 1l'egalité

zf e*; 8, (n) Q(n) = F(n) .

I1 est impossible que Si(n) Q(n) = 0, puisque S, n'est pas nulle, et 0 est
résuliére ; toute fréquence de 8? Si(n) A(n) est donc une fréquence de P , donc
dans K . Il en resulte qu'il ne peut y evoir qu'une seule classe d'équivalence,
formée d'eléments de K , donc toutes les friéquences de R sont daas X o On voit
ensuite facilement que les polyndmes Rj ont des cocsfiiciants guil sont des frace
tions retinnelles & coefiicients dans K en les fréquences de 1, donc sont aussi

dens K o

Un raisonnement analcgue & celui fait dans le lemue 4 termine elors la démons-

tratione.

3. Applications.

Uous allons appliquer ce qui précéde & deux conjectures de PISCT.

r

{ conte-

e — - e s e nan e

o

(P,) Scit K un_corps de nombre, S un ensemble fini de places de

nant toutes les places infinies, et P(x) , n) deux éléments de *(x) . On

suppose qu'il existe une suite c(n) de S-entiers de K telle que P(n)=0(a)c(n)

- e - s o———— o ———

(1) tels gue si T = e see e x G, et si z€ K et tel que i n>1
°1 9 s S ’ - s
Zne I’,onait Z2e [ e
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pour tout o . Alors il existe un élément de 2(C) , R tel que P(n) = a{n) &(n)

pour wout n .

S e o s

(PE) Scit X un corps de nombres, P un élément de R (K) , et s

e

sup rieur ou égal & 1 . S'il existe une suite c(n) de S-entiers de & telle
\ 5 . 0" ) o . 4 E -
que P(n) = ¢(n)® pour tout n, elors il existe un élément Q de R(C) sl que

La conjecture (Pl) a été démontrée par POURCHET {3]. Le méthode ubtilisés ici
ne permet pas de redémontrer cette conjecture, on aura simplenent un résultat par-
tiel 3 cependent nous pourrons affaiblir les hypotheses de (Pl) o De méme, on aurs

un résultat partiel pour la conjecture (PZ) .

Gn trouve dans [1] de plus amples informations sur ces deux conjecturas. On va uti-~

liser dans les deux cas la proposition suivante.

PRCFC3ITICY 4. - Soit K un corps de nombres, P et Q deux polyndmes de

KiE, X eee 4 X P étant supposé irréductible et premier avec @ . On gup=-
L&y By 0 s Spdos PP Ar avec X

pose de plus que P est de degré non nul en la variasble X .

531 p est un nombre premier, on se donne un prolongement de la valeur sbsolue

p-adique de Q a K. Scient 6, 9 co0 et e K* multiplicativement igdépendants.

cma - o -—

I1 cxiste alors une infinité de nombres premiers p tels que ¢ il existe T

entier, et r entier, Ogr g¢T- 1, tels que les applications de L dens K,

[tstnting >

cefinies par

—_— e

kT+1 kT+1)

- T+l KT4 1
k= P(LT + ¢, &) s oeee s By et k = KT + r, 9? * y see g Y

se prolongent en des fonctions snalytiques de .Ep dans Kp ( Kp est le cooplété

de X pour la veleur absolue p-adique ), que nous noterons f et g, et un $1é-

- . . - O S — —
ment x, de Zp tel que f(xo) =0 et ‘1\&0)!p = lg(xG)]p =1,

Preuve. - On note R le résultant des deux polyndmes P et Q considérés coruae

o o s g

pelyndmes en la varisble X , R est non nul, vu les hypothises faites sur P e

cr

Q2. On note A le produit des coefficients non nuls de P considéré comme poly-
ndme en X, et H son résultant. Il existe U et V dans KX, Ly eeey Xt]
tels que UP + VQ =R ; enfin on note B le produit RAH . Le polyndme B est

ooe

197 e S : . _ . m m ,
non nul ;3 il existe donc un entier m tel qus l'on ait B(el s ree y et) # G
Soit alers S un ensemble fini de noabres premiers tel que
a) S contient les nouabres premiers qul se ramifient dans K
() p q ’

gl p n'appartient pas & S, tous les coefficicnts de tous les polynimes

Fy,Q, B, 8, U et V sont des entiers p-adiques,

(c) si p n'appartient pas & 3, tous les 6; et B(e™

By eee s e?) sont des
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anités p-adigues.

. - . . m My
(n considere clors le polyndme ¢a la variable k| (k) = P(k s 91 5 ees 9 ct)'

D'zprés les hypothéses feites, W st un polynfme non constant de Xl .
[id \(\

D'aprés un théercme de BENZAGHOU [1], il existe une infinité do nombres presisrs

p tels qu'il existe k dans N vérifiant iw(k)lp< 1.

30it ® 1'ensemble de ces nombres premiers n'sppartenant pas & S, et p  ap-

h .
partenant & B . Il existe un entier h tel que leg =l - llp Ll/p, vi.

Soit k un entvier tel que ‘H(k)] <1, e g un entier tel que l'on ait
=% [p] e q=m [p?-1]. 0n aalors |Pla, 8}, «ov, e%)tpsgl/p et
iB(e?', N a%)ip =1 . (Cnpose T= ph -1, et soit r, e {0, ee0 , T =1

tel que ¢ = rg L7] « Cn note f le fonction anelytique sur Zp prolongeant

kT+r kT+rO i
P(kT + Ty s @1 s eee 5 B¢ ) , h la fonction analytique prolongeant
kT+rq kT+r kT+rO k@%ﬁ
E1CH s wee s By ) , et g celle prolongsant Q(kT + ry s 8 yeees Tp )

On pose q= Ty + £ s et on a

=1.
b

| If(y)ip <1/p, Ih(yﬂp: | £ (y)

-

On en dsduit slors qu'il existe x, dans Zp , tel que f(xo) =0 et x5 =y (pl

aten £ (x| =

h(xo)lp = 1, Bnfin en utilisant 1'égelité UF+ VQ = R , on
en Aéduit ig(xc)lp =1.

Application & la conjecture (P.) .- On peut se ramensr au cas ol, pour tout 1,

1

. k ! ~ X X
P2+ 1) = U (k, 8, +es, 89 ot Q0+ t) = V(k, 8y, ooy 8.),

T , 1 = a 1A Ta W T
Lt etV étant des polyndmes de X X , Al s
chacune des progressions arithmétiques kM + t , et il est clair que 1'on peut sup-

cos s XS] . On regarde slors sur

poscer gue Ut et Vt soat premiers snire eux ; soit A un facteur irreductible
de Vt de degré non nul en X ; la proposition 4 nous permet alors de trouver une
contradiction, en ccasidérant A= P, Ut = Q , et des entiers de la forme

k=ul + r avec u tendant vers X dans Zp , pour p convenabiement cinolsi.
Par conséquent, on a démontré F, dans le cas ou, dans tous les facteurs irréduc-
tibles de Q, la variable X intervient. On peut remplacer l‘hypothése c(n)
S-entiers par : pour torut p n'appartenant pas & S, le suite c(n) est

p-adiquement bornée.

Apvlication & la conjecture (Pz) « - On écrit

P(!+ r) = A ozh P

k
r-r r(k ’ el

k
R ...,et) .

n fixe r , et on éerit la décomposition de Pr en facteurs irréductibles dens

1
KX, Xy eeey Xt] sous la forme P = ﬁi g ees ﬁ;m .
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Supposons que le facteur irréductible Al seit de degré non nul en X o On ap-
plique olors la proposition 4 , en prenant FP= Ll , et pour Q ls produit des
autres Ai . Cn prend p tel que xr et o soient des unités

“ppelle f 1le frnctien analytigue prolongec-nt 1z fonction AI(kT + to) , et 2

p~ediques § 0Aa

celle prolongeant éyz(kj + ta ) "QL%kT + b)) e
(v

\

i point Xy, lo fonciien £ aun zéro, ot f'(xo) et g(XO) sont des unitsds
p-adiques 5 par consequent, pour x cntier assez proche de Xey 9 on aura

o v (x - XG) qui sera un multiple entier de s o Il er résuite facilemesnt gue

Lp

w, estun multiple de 5 .

™

Bn feisant 1l'hypothése que dens tous les fecteurs irréductibles ce P, lo va-
rieble X dintervient, il en résulte que la conjecture est démonirée dans ce cad,

puisque une unité de R(X) est une puissance g-itme d'un élément de R(0)

Enfin, il est clair gu'une proposition analogue & la proposition 4 sans hyprthes.
restrictive sur le polyndme P, conduirsit & une démonstration de la cenjecture

(2,) .
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