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FACTCRISATICN D'OFERATEURS DIFFERENTIELS A COEFFICIENTS RATIORNELS

par Philippe ROBBA (1)

[Université Paris-Sud, Orsay]

Iors de 1'étude des équations différentielles p-adiques, DWORK et moi-mBie avons
montre qu'il existait une factorisation d'un opérateur différentiel linéaire lide &
la creissance des solutions de cet opérateur (Cf. [2] par exemple). Mais mBme si
l'on partait d'un opérateur L & coefficients fractions rationnelles, 1l'opérateur
unitaire R , associé aux solutionside L ayant un rayon de convergence donné, pou~
vait ne pas avoir ses coefficients rationnels mais seulement éléments analytiques
(voir 1'exemple de MONSKY discuté dans [2]).

On peut, par contre, espérer que, étant domné l'opérateur différentiel L & coef-
ficients dans Q(x) , si l'on a une propriété de factorisation avec coefficients
snalytiques dans —gp pour presque tous les nombres premiers p , on aura une pro—

priété de factorisation avec coefficients rationnels.
Le résultat suivent semble vraisemblable.

Soit L un opérateur différentiel lindaire & coefficients dans g(x) « Supposons

gue 3

- 1l existe w; , «ee , u € Q[[x]], lindairement indépendents, solutions de L,

avent un rayon de convergence > 1 dans _Qp pour presgue tout p 3

- pour presque tout p , le noyzu de L , analytique dans le disque générigue de

C'p s est de dimension n .

llors 1'mnique opérateur différentiel R d'ordre n , qui admet Uy g eee y
coimme solutions (et qui & priori a ses coefficients dans g((x)) ), & ses coeffi-

cients rationnels.

Le résultet que nous allons démontrer n'est pas le résultat espéré, mais montre

crnment aborder ce type de probléme.

THEOREB. - Soit L € Q(x)[D] un opérateur différentiel & coefficients ration—

nels tel que

1° L n'e pes de singularités dens le disque wnité D(C, 1) de C, souf pout-

Btre en 0 ot L a un point singulier régulier,

() Texte regu le 10 juillet 1980.
Philippe ROBBL, 138 rue Nationale, 75013 P/RIS.
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2° L possede n solutions linéairement indépendantes Uy g ooe y B € A0x]]

3° il existe un nombre premier q tel que, dans le disque générique D(t , 1)

dz C 4 L posséde su plus n solutions snalytiques linéairement indépendontes.

Llors l'opéroteur différentiel unitaire R e Q((x))[D] d'ordre n , dont

U, 5 ees 5 u sont solutions, 2 ses coefficients dans Q(x) .

Ramarques.
(a) Le théoréme n'a évidemment d'intérdt que si ordre de L >n .

(b} Cn trouvera dans [2] la définition du disque générique. D'sprés les risultats
de [2] et 1'hypothdse 20, on sait que L & ou moing n  solutions lindairement ine

dépendantes enalytiques. dans le disque générique D(t , 17) de —gq .

Démonstrations = Soit

R = Dn + A D-—]l + eoee + I .
1 ba
D'zprés le 20, on a

Ly = By/W, ot B eq[x]],

et We Z[[x]] est le wronskien de Uy oy eee y W oo

Scit s l'ordre de W en O 3 écrivons W(x) = x° V(%) y V(O) # 0, et consi~

dérons
xR =x" D%+ A 1 N 4 avec A:’.L = Ei/Ve ALx]T »

Cn ve wontrer que A:!L € g(x) en utilisant le critére de Fo BERTRANDILS ([1],
théoréme 5.4.6, p. 173).

Soit S = {p premiers tels que ordp(V(O) ) # 0} , c'est un ensemvle fini.

Idlors, pour tout 1,

() pour p#£S, A e gp[[x]] ,

(b) pour pe S, B, et V sont cnelytiques dens le disque unité D(G, 17)
de Ep , donc L% est. méromorphe dans ce disque.

(c) D'aprés 1l'hypothése 1°, les fonctions Uy 5 eee p U sont enalytiques dans
le disque wité D(O, 17) de C, donc A est méromorphe deons ce disques

(d) D'aprés 1l'hypothése 3, la dimension du noyeu de L , enalytique dans le dis-
que générique de Eq , est n, ce qui entrafne, d'oprés le théoréme 4,4, de [27
que A:!L est un &lément enalytique superadmissible, c'est=d~dire est un élément tnu—
lytigue sur un ensemble dont le complémentaire est formé d'une union finie Je dis~

ques ne contenant aucune classe résiduelle.

Le critére de BERTR/IIDIAS nous montre clors que A:!L est rationnel.
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