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L'ARBRE D'UN QUASI CONNEXE : UN INVARIANT CONFORME p-ADIQUE

par Elhanan MOTZKIN (')

Introduction.

Dans ma thése [3] je m'étais attaché & déterminer un invariant analytique attaché
3 un quasi-comnexe. Ceci m'avait conduit a définir 1'arbre d'un quasi connexe. Par
la suite, je m'étais désintéressé de cotte question car je n'avais pas réussi a3 dé-
terminer si 1'arbre caractérisait les quasi~-connexes aux transformations bi-
analytiques prés (et, en fait, comme je 1l'expliquerai au paragraphe 4, certaines

propriétés de 1'arbre m'avaient échappé & 1'époque).

Or récemment dans leur étude des groupes de Schottky et des groupes de Mumford
[1], GERRITZEN et van der PUT ont introduit 1'arbre d'un compact. Or il apparait
que 1l'arbre du compact X ainsi défini est une version moins élaborée de 1'arbre

défini par moi du complémentaire de X , lequel est un quasi-connexe.

L'arbre d'un quasi connexe tel que je 1l'avais défini me semble avoir les avan-

tages suivants par rapport & 1'arbre de Gerritzen - van der Put :

1° On obtient ainsi 1'arbre d'un domaine fondamental d'un groupe de Schottky T,
ce qui éclaire la relation du domaine fondamental avec 1l'arbre réduit de T ,

o Q désigne l'ensemble des points réguliers.

2° On obtient un marquage des arétes, qui est un invariant analytique, et qui
garde un sens dans 1'arbre réduit. (En fait le marquage des ar8tes fait une appa-
rition sous une forme déguisée dans le travail de Gerritzen - van der Put. Il cor-

respond au nombre |p| introduit dens le paragraphe IV.1.8 de [1].)

Comme les résultats concernant 1'arbre d'un quasi-connexe n'avaient paru que
dans des publications peu accessibles [ 3] ou sans démonstration [4], il m'a paru
utile de donner ici un compte rendu complet de ces propriétés avec démonstrations.
On verra que 1'arbre permet non seulement de mieux visualiser la forme d'un quasi -
connexe (il faut voir 1'arbre comme le squelette du quasi connexe), mais aussi de
démontrer des propriétés fines concernant les éléments analytiques, telles que

celle~ci ;

THEORENE. - Soit A le complémentaire dans P(K) de la réunion d'un nombre fini

de disques ouverts, et soit f un élément analytique strictement injectif sur A .

Mors f(A) est aussi le complémentaire d'un nombre fini de trous, et £ est

*
() Texte regu le 28 juin 1982.
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un élément analytique sur f(4) . (La partie non triviale est que £ ast un 14~

ment analytique.)

Comme mentionné au début de cette introduction, il sereit important de dire si,

sous certaines conditions, on peut répondre affirmativement & la question suivante :

Soient A et A' deux quasi connexes ayant le mBme arbre. Existe-t-il une bi-

jection bi-analytique de A sur A' ?

La réponse est non en général si A possede des trous-points isolés. La réponse

est-elle oui si A n'a qu'un nombre fini de trous non réduits & des points ?
Le plan de cet exposé est le suivant :

Dans les paragraphes 1 et 2, on définit 1'arbre d'un quasi connexe, on montre
que c'est un invariant pour les transformations homographiques, et on fait le lien

avec les résultats de Gerritzen - van der Put.

Dans le paragraphe 3, on introduit une structure supplémentaire sur 1'arbre
(structure des sommets), et l'on étudie l'action sur 1'arbre d'un quasi connexe A
d'un élément analytique injectif sur A . On en déduit des conditions nécessaires
et des conditions suffisantes pour qu'un élément anelytique injectif sur A soit
bi-analytique.

Dans le paragraphe 4, on montrera enfin que sous 1l'effet d'une transformation bi-
enalytique, les sommets ne tournent pas les uns par rapport aux autres (ou si 1'on
veut, les tranaformations bi-analytiques conservent les angles). Cette propriété,
que je n'avais pas remarquée autrefois, a été découverte par GERRITZEN et van der
PUT.

Notations.

K désigne un corps algébriquement clos, valué, ultramétrique et complet ; ‘E(K),

son projectiwisé.

Le complémentaire d'un disque est dit disque de centre o«

Une couronne est le complémentaire dans _E(K) de deux disques disjoints. C'est
aussi l'intersection de deux disques non contenus l'un dans 1'autre (donc 1'un au

moins est de centre o ).
Le symbole < signifie que 1l'on a soit <, soit < .

Le complémentaire dans P(K) du sous-ensemble A sera noté AC .

le L'invariant d4'une couronne.

lel. Définition. -~ On a deux cas & considérer :

(a) Si la couronne A = {x e‘g(K) 3 r<|x=-al <R}, l'invarient est i(0)=r/R
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(b) Si la couronne A = {x € P(K) ; |x - a| > R, et |x=-1b| > R} , avec
R,y Ry & |b - a| , 1'invariant est i(p) = R, R/|b - g

Si A est le complémentaire de deux points, i(pA) = 00 (double 0) .

le2. PROPOSITION. =~ Si la trensformation homographique y transforme A en A',
on a i(a) = i(p") .

Démonstration. - Il est clair que l'invariant n'est pas changé par translation :

v(x) = x + a, ni par homothétie +v(x) = ax, A # 0. Il reste & examiner le cas

d'une inversion «y(x) = 1/x . On a 4 cas & examiner :
(a) 0 et o sont dans deux trous d@istincts de A , soit
A={xeP(K) ; r<|x| <R}.

Mors A'={xe P(X) ; 1/R<|x| <1/r}, d'ou i(a") = i(a) .

(b) 0 et « sont dans le mdme trou de A , soit

A={xecPK ; r<|x-al <R} et |a] >R,

Mors 4' = {x e P(K) ; Tr_l,2< |x - a] < -ﬁ-z} , d'od
a a
10 = Es /B = £ ()
|a| %/ e

(c) Oen et o A, soit

b= {xePK); r<|x-2a <R} et r<]|a <R.

Mors A' = {x EE(K) f 'X_—izl >-'-£I-~2- et ]xl >-ll§} , d'ol
a

i(a') =

5 % 7) == i(a) ,
iRk Vv ht

ceci rend aussi compte du cas oep et O¢ A .

(d) 0 et « appartiennent 3 A , soit

b= {xeP(K); |x-a »R et |x-b|>R2} avee O € A .

R
Rlors A' = {x e P(K) ; Ix-il > 2 et lx--l-l >—R§-} d'ol
) - ? a aIZ b 'blz
1 R ?
]
r(a') = (-'—z -—-g/l I—:l(A)

le3. L'invarient caractérise-t-il les couronnes ? c'est-a-dire si A et A' sont

deux couronnes de mlme nature (ouvertes, fermées, ou semi-ouvertes) et de mBme
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invariant, existe-t-il une transformation homogrephique vy & coefficients dans K

envoyant A sur A' ?

On peut se remener eu cas ou A = {r; < [x| <R}, A'={ry< |x| <R} et
*
alors il suffit que rl/ r, € |X"| .« Donec, si les couronnes ont les raynns de leurs

trous appartenant & |K| , 1'inveriant caractérise la couronne.

1.4. Recollement des couronnes. = Soit A une couronne fermée ou semi-fermée dont

1'un des trous est le disque ouvert {x ¢ P(K) ; |x - a| < r}
*
(respe {x €P(K) 3 |x=-a|l ~r}) avec re |K|

On dira que le cercle {x € P(K) ; |x - a] = r} est un cercle frontiére de A

PROPOSITION. - Soient deux couronnes Ay et A, fermées ou semi-fermées, non :

contenues 1'une dans 1'autre et dont 1l'intersection est un cercle frontiére commun.

Mors A=A, ub, est une couromne et i(a) = i(Al) % i(az) .

Démonstration., — Par une transformetion homographique, on peut se ramener au cas

.

ou

b, ={xe P ; r<|x[ 1} et Ay = {xe B(K) 5 1< |x| <R} .
Alors A ={x e P(K) ; r < |x| <R} est bien une couronne et
. _e_r 1 _ . .
i(a) =g=7 x 5= 1) x ila,) .
2+ L'invariant d'un quasi connexe.

2.1. Définition. Partition de P(K) .

2+1.1s Partition canonique. = GC'est la partition en classes résiduelles.

2.1.2. Partition associée & un disque (fermé). - Soit B" un disque fermé ; par

une transformation homographique vy on peut amener B" sur D(0 R 1+) o L'image
réciproque par y"l de la partition canonique est la partition associée & B

(remarque : cette partition ne dépend pas de v ).

2.1.3. Quasi connexes [2]. -~ Un ensemble A c E(K) est quasi connexe si, pour

chaque couple de points x , y e A, 1l'intersection D(x, |x - y[) n A® se répar-

tit sur un nombre fini de cercles C(x , ri) sy 0<r < |lx -y, 4i=1, o0 , n.

2.2, Construction de 1l'arbre. — Soit A wun quasi connexe ouvert < E(K) « Par une

transformation homographique, on peut se ramener au vas ou = e A .

Soit B 1l'enveloppe cerclée fermée de A% (c'est-a-dire le plus petit disque

fermé contenant A° ). I1 lui correspond une partition.

On associe & B 1la racine de 1'arbre. De cette racine, on fait partir des ar@tes

correspondant aux classes de la partition associde 3 B . Si une classe est conte-
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nue dans A son ardte est supprimée (ou marquée . Pour une classe entiérement
q

¢ , 1l'ar8te est marquée | . Enfin si la classe C est telle que

contenue dans A
CnA#£f et Cnf%ﬁ,onmmm&erwmbwewmwemm@deCnAc,
soit B' . On a B' ; C, car A est quasi connexe. B' définit un nouveau sommet,

1'ar8te BB' étant marquée par

rayon de B!

b el A < .
rayon de B (<1)

%
Si le reyon de B' ¢ |K | , c'est que B' est un trou de A, et on ajoute une

aréte marquée 1 .
, *
Si le ragyon de B' e |K | , B' définit une partition, et 1l'on recommence.

Observons qu'd moins qu'un sommet ne contienne qu'un unique trou ouvert de A
. c . . oot
de méme rayon que lui, A~ aura des points dans au moins deux classes différentes

de la classe o de la partition associée & ce sommet.

2.3. Une interprétation intrinséque de 1'arbre. - Les ar8tes marquées 1 corres-

pondent & des trous de A . Les ar@tes non marquées 1 joignent toujours deux som-
mets et correspondent & des couronnes ouvertes contenues dans A ; elles sont mar-
quées des invariants de ces couronnes. On voit aussi qu'il s'agit des couronnes

maximales contenues dans A (avec 1l'exception éventuelle de deux d'entre elles que

nous verrons plus tard).
Quant aux sommets, ils se répartissent en trois classes :
1© La racine.

20 Les sommets correspondant & des trous isolés de A (c'est-a~-dire qu'il existe

un disque ouvert contenant strictement le trou considéré et pas d'autres trous).

Les sommets sont appelés extrémités de 1'arbre.

trou ouvert i
trou ferme

3° Les autres sommets. Pour ceux—-ci il y a des points de A dans au moins deux

classes résiduelles et des points de A® dans au moins trois classes résiduelles.
Ils correspondent donc aux partitions de .E(K) qui partagent A et A® en au

moins deux et trois morceaux respectivement.

Quant & la racine, s'il n'y a que deux ar8tes issues d'elle, les couronnes cos-
respondantes ne sont pas maximales dans A, et on peut les récoller : on supprime
la racine. Les deux argétes en forment une seule marquée par le produit des marques

sur les deux arétes initiales.
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En effet, P(K) - (Bl U B2) est une couronne maximale contenue dans A, d'in-
variant o .

2.4. Exemples :

2.4010 E(K) - {O . (D} 0—-—9—9—-..—.'

3
2.4.2. Couronne A dont les rayons des trous e |K |

1
semi-ouverte Ni(A) 1 fermée 1 pila)e 1

1

ouverte

1

R¢4.3. Quasi connexe asyant quatre trous isolés :

1 : 1 1
deux arbres possibles : /'
o

2.5. L'arbre d'un compact (d'eprés GERRITZEN - ven der PUT). - Soit X un compact

< P(K) « Alors ¥ ¢ >0, X, = Ugey D(x, ¢7) est une réunion finie de disques de
rayons e . Ae = Xg est donc un quasi connexe, et A = UG Ae = x°¢ s réunion en-
chainée de quasi connexes, est un quasi connexe. Les trous de ce quasi connexe sont
des trous-points. L'arbre de X (ayant plus de deux points) construit par GERRITZEN
et van der PUT est 1l'arbre de A privé des ardtes aboutissant aux trous-points

isolés et sans le marquage. Ainsi, soit gqe K, 0< |q| <1,

n
£={q 3 neZ}u {0, «} .

L'arbre de X° est ... Jal ol lal - eae
0 0] 0
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L'arbre de Gerritzen -~ van der Put est ... S — - cee

Remarque : 1'arbre d'un compact est localement fini, c'est-a-dire que de chaque
sommet ne partent qu'un nombre fini d4'ar®tes. En effet, pour chaque partition de
P(X) 1le compact X est contenu dans un nombre fini de classes (principe du re-

couvrement fini).

VRN
2.6, THEOREME., - Soit A un quasi connexe, soit vy e PGL (2 , K) . Soit &' = y(4).

Mors les arbres de A et de A' peuvent &tre mis en correspondance.

C'est évident &u vu de l'interprétation intrinséque 2.3 et de la proposition 1l.2.

2:.7. Exemples. - Soit L 1'ensemble des points limites d'un groupe I' totalement
discontinue On suppose que L a au moins trois points. Pour tout y eI, vy dé-
finit une transformation de E(K) - L sur lui-mime, donc définit une trensforma=
tion de 1'arbre sur lui-méme. Le groupe [' agit donc sur 1l'arbre de _IE(K) - L.

3%
De plus, comme L < P(k) , les invarients associés aux ar8tes e |k | »

2.3, Recollemsnt de quasi connexes. Greffe d'arbres. — Soient deux quasi connexes

A et A' . Soit T (resp. T' ) un trou ouvert isolé de A (resp. A' ). On sup-
pose que T et T' sont contigis (c'est-a-dire T et T' sont deux classes dis-
tinctes d'une méme partition). On dira que C = E(K) - (T U T') estle bord com

mn de T et T' ., Enfin on suppose que A n A'=C.
La réunion A& y A' de deux quasi connexes enchainés est aussi un quasi connexe.

Si les arbres de A et de A' ont plus d'un sommet, 1'arbre du quasi connexe
A U A" s'obtient en recollant les corbres de . et de A' par leur sommet commun
correspondant & la partition définie par T ou T' . Comme il n'y a que deux ar@tes
aboutissant & ce sommet, on efface le sommet, et 1'ar8te unique obtenue est marquée

par le produit des marquages des ar@tes pré-existentes.

(Le cas oi A' n'a qu'un sommet correspond & A' est un disque A= Ty C.
“Alors recoller A et L4' revient 3 supprimer le trou T de A&, 1l'ar2te aboutis-
sant & ce sommet disparait. Il peut apparaitre en chaine des suppressions de som-

mets o)

2.9. Exemple associé au groupe du Schottky. - Soient B’;L , CT.L , Rg-disques fermés

disjoints de E(K) et y; € PGL (2, k) tels que A (f - B’:fL) = C;

. _ A
Soit F= P(K) - (U; B; , U; G;)

Soit I le groupe engendré par Yis ottt s Yoo Mors si L est 1'ensemble des
points limites de T , f(h) - L= U\(ef v F
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Montrons comment se construit 1l'arbre de P(K) = L= Q & partir de celui de F .

Soit per exemple g= 2 . Prenons F y yl(F) . On est dans la situation décrite
dans 2. 80

arbre de Yy (F)

yl(F) a mdme arbre que F , 1l'extrémité b, venent se recoller & o, . On sup-
prime alors le sommet ¢, =b, , 1'ar®te unique obtenue étant marquée par le pro-

duit des invariants. On recommence ainsi & 1'infini dans toutes les directions.

On considérera par la suite la variété analytique (/T , qui s'interpréte aussi
a partir de F en recollant le bord de Bi avec celui de Ci par 1'identifica=-
tion définie par s ¢ Parallélement, on pourra considérer le quotienté de 1'arbre
de Q per I', qui s'interpréte aussi & partir de 1'arbre de F en identifiant

les sommets bi et ¢; » ce qui donne ici Q

c

2
Si 1'on avait eu >~————( , cela aurait donné /:—————C .
by b2
Enfin >< donne (b .

Bien entendu, le marquage des ar8tes de l'arbre de (Q restant invariant par

1l'action de I' , les arBtes du graphe quotient (YT seront également marqués.

3. Compléments sur 1'arbre. Lrbre et éléments analytiques.

I1 était simple de démontrer que 1'arbre était con®ervé par transformation homo-
graphique parce qu'une transformation homographique est définie partout dans E(K),
donc & la fois sur A et sur A% . La situation est plus compliquée lorsqu'on
veut montrer que 1l'arbre est un invariant analytique, car un &1 ément analytique f

s s c
sur A n'est pas défini sur A .

3.1. Elément analytique strictement injectif. - Nous dirons que 1'élément analyti-

que f défini sur l'ouvert A de P(K) est strictement injectif sur A si, pour

tout ¢ e E(K) , 1'équation f(x) = ¢ =2 au plus une racine dans A, comptée avec

son ordre de multiplicité ; autrement dit, f est injectif (au sens ordinaire) sur

L, et f' ne s'annule pas dans A .
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Lorsque K est de caractéristique 0, si f est injectif sur A alors f
est strictement injectif. Ce résultet classique en théorie complexe, se démontre de
mdme dans le cas ultramétrique.

Par contre, en caractéristique p # 0, on peut avoir f injectif et f'=0,
comme on le voit avec 1'exemple f(x) = & .

Dens tout ce paragrephe, nous ne considérons que des éléments strictement injec-
tifs.

3.2. LEMME, = Soit f un élément analytique strictement injectif sur une couronne

A o Alors f(s) ost une couronne, et i(f(a)) = i(a)

(I1 est essenticl de supposer que K est algébriquement clos).

Démonstration. = Par une transformation homographique, on peut se ramener au cas

oh A={xe P(K); r<|x| <R} . Llors f est développable en séries de Laurent
dans A s

+ 00
f(x) = Zn:___m a, X o

On peut supposer que &g = 0.

J'affirme qu'alors on a

36
- soit : pour tout te |[K|, r<t<R, le terme en x est strictement

t-dominant (c'est-i~dire Iall t > Supi#]ail £7) .

% ~
- #it : pour tout t € [K| , r<t<R, le terme en 1/x ecst strictement

s NPT -1 i
t~dominent (c'est-d-dire |[a_| t7 > Supi;é-llai| 1) .

* i

En effet, si pour un t e |K| avec sup,|a,] tla, le terme x—, m# 1, =1
est t-dominent (c'est-d-dire |[a | " = supilai| t') , ohoisissons « €K tel que
la| = |&] t™ | alors 1'équation f(x) - o= O aura, d'aprés le lemme de Hensel,

au moins m =zéros de module t , ce qui contredit 1l'injectivité stricte de f .

On ne peut pas avoir d'abord 1/x dominsnt, puis x dominant, car il existerait
H* -
alors t e |K| avec r<t<R tel que |a_ |t - la;| t, et alors 1'équation

f(x) = 0 aurait deux racines de module t .

Le résultat annoncé découle alors de fagon évidente de ces propriétés.

3.3. LEM'E. - Soient Ao et A' deux couronnes contiglies, et f un élément analy-

tique strictement injectif sur 4 ua' . Aors f(a) et f£(a') sont deux couronnes

contigl_l"es.

Démonstration. - Par transformation homographique, on peut se ramener au cas ou

s=f{xekK; r<|x| <1} et a'=({xe K; 1< |x| <R},
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et on peut supposer que le développement de Laurent de f dans A n'a pas de
terme constant. Alors, au vu de la démonstration du lemme 3.2, on vérifie que le

graphe de la fonction de valuation de f (en échelle logarithmique) a nécesseirc-
ment 1'une des formes suivantes :

(1) (2)\ 3) / (4)
(Les formes ////A\\\\ et \\\\\///// étant exclues, car alors f ne

serait pas injective.)
Dens les cas (1) et (2), la propriété annoncée est évidente.

Soit slors a le terme constant du développement de Laurent de f dans a' .

Alors le graphe de la fonction de valuation de f - a sera

dans le cas (3) _________\\\\\\\\ et dens le cas (4) \\\\\\\

et la propriété annoncée est encore évidente.

3.4. Structure d'un sommet. -~ Soit A wun quasi connexe. Un sommet de 1'arbre de

A correspond & mne partition de P(K) . Par une transformation homogrephiqus, on
se raméne & la partition canonique qui est isomorphe & P(E) . Donc tout sommet

est isomorphe a ‘E(K) 3 une transformation homographique de 'E(K) prés. C'est ce

qu'on appelle la structure du sommet.

3.5, = Soit alors f un élément analytique strictement injectif sur L .

Soit S un sommet de l'arbre de 4 « Par transformation homographique, on peut
supposer que S est la partition canonique de _E(K) . Alors la norme de Gauss,
| £ ganss de f est bien définie. D'aprés le lemme 3.2, une couronne A (ou un
disque) contenue dans A de rayon extérieur 1 (c'est-a-dire associée au sommet
S ) sera transformée en une couronne A' . Soit 8' la partition associée au bnrd
de A', image du bord de A associé & S . D'eprés le lemme 3.3, 1l'image par f
de deux couronnes contiglies étant deux couronnes contiglies, on voit que la parti-
tion S' ne dépend.psa du choix de la couronne A mais seulement de f . Par
transformation homographique, on peut se ramener au cas oh S' est la partition

canonique. Alors lfl = 1, on peut donc, par passage au quotient, définir

M gauss ) o
Te K(x) « I1 résulte d'autre part de la démonstration du lemme 3.2 que f'(a)# O

si ael, et du leme 3.3 que f est injective sur R, donc T est strictement
injective sur L. (En particulier, T n'est pas conSuante.) En résumé, nous avons

montré le résultat suivent :
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PROPOSITION. - Soit f un élément analytique strictement injectif sur le quasi

connexe A . Scit S un sommet de 1l'arbre de L . Alors de fagon canonique f

associe & S une partition S' . Si, per transformations homographiques, on se ra-

méne au cas ou S ot S' sont ls partition cenonicue, on peut définir T, SﬁEK(X)

qui est strictement injective sur ZS .

Ceci nous ameéne & donner la définition suivante :

Définition. = On dira que f conserve la structure du sommet S si la fraction

rationnelle ESS'

(Notons que TSS'

ainsi définie est une transformation homographique.

n’est définie qu'd des transformations homographiques prés.)

3.6. PROPOSITION. - Soit A un quasi connexe, et soit f un élément analytique

sur L, alors f(4) est un quasi connexe.

Démonstration. — On peut supposer (modulo des transformations homngraphiques) que

welh et flo) = o, S0it a' e A' et soit a e kA tel que f(a) = a' » Par trans-

lations, on peut se remener au cas o a= a' = 0. Alors il existe tl s eoe o tn
tel que A°c{xekKj; 3ie (0, n) tel que |x| = t.} 5 et pur conséquent
A°cf{xekK; 3ie(0, n) tel que |x| = |f] (t;)} - Ceci étant vrai pour tout

a' € A' wmontre que A' est quasi connecxe.

3.7. - Soit f un élément analytique strictement injectif sur le quasi connexe A .
Nous nous proposons de décrire 1'arbre du quasi connexe f(i) & 1'aide de 1'arbre
de AL .

A un somset S de l'arbre de L, c'est-a-dire & une partition de P(K) , on
avuen§ 3.5que f fait correspondre une partition S' = £(S) de P(K) , deux
somets distincts donnant deux partitions distinctes. On a vu également qu'on pou-
veit définir une fonction TSS' qui & une classe de la partition S associe une
classe de la partition S' , fSS' étant injective sur ES , c'est-a-dire les
classes de la partition S qui ont une intersection non-vide avec /L . Les ar8tes
marquées 1 , issues du sommet S , corrsspondent & Eg , c'est-a-dire aux classes
de la partition S contenues dans AN Les classes de S!' = £(S) qui sont en-
tidrement contenues dans f£(A)¢ correspondent 3 fés, (T&S)C . Comme ESS' est une
fraction ratinnnelle strictement injective sur ES , on voit que le nombre d'arBtes
marquées 1 Zisues de S' = £(S) est inférieur ou égal au nombre d'ardtes marquées 1
issues de S . Si f conserve la structure de S (c'est-a-dire TSS' est une
transforumation homographique) alors les arBtes marquées 1 issues de S et les
ar8tes marquées 1 issues de S' sont mises en bijection. Observons que si

card(ﬁg) = card (arBtes marquées 1 issues de S) < card .E(K) , comme ?SS’

est une fraction rationnelle strictement injective sur AS s on en déduit que fSS'

est une transformation homograsphique, donc conserve la structure du sommet S « Cn

pourra utiliser cette remarque soit s'il n'y a nu'un nombre fini d'arBtes marquées
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1 issues de S, soit si P(K) n'est pas dénombrable, et il y a une famille au
plus dénombreble d'ar@tes marquées 1 issues de S (par exemple A quasi connexe
régulier).

Comme par ailleurs f transforme des couronnes en des couronnes ayant méme inva-
riant, et des couromnes (et disques) contigiies en couronnes (et disques) contigiies,

une ar8te de l'arbre de A, joignant les sommets S1 et S qui correspond &

2 b
une couronne (maximale) contenue dans A sera transformée par f en une ardte, de
mBme marquage, joignant les sommets f(Sl) et f(SZ) , cette arBte correspondant a

une aréte (non nécessairement maximale) de f(4) .

En résumé, f fait correspondre & 1l'arbre de A un nouvel arbre, identirue a
1'arbre de A sauf pour certaines ar8tes marquées 1 qui peuvent dispareitre.
Cet arbre donne une dcscription de f(A) , mais ce n'est pas l'arbre de f(4) , ou
plus exactemcnt ce n'est pas 1'arbre réduit de (L) . BEn effet, par suite de la
disparition d'arétes marquées 1 , on peut se retrouver avec un sommet d'ol sont
issues seulement deux arétes non marquées 1 ; ces deux arétes correspondent, 3 deux
couronnes qui ne sont pas maximales dans f(4) et que 1'on peut recoller. Donc
pour obtenir 1'arbre (réduit) de f(A) , il faut supprimer tous les sommets d'ol
ne partent que deux ar&tes non marquées 1 , ces deux ardtes étant réunies en une

seule arBte marquée du produit des invariants des deux ar8tes initiales.

Résumons les résultats établis ci-dessus :

I A3
3.7. THEOREME, - Soit f un élément analytique strictement injectif sur le quasi

connexe A °_Alors

(a) f définit une transformation de l'arbre de A qui conserve les sommets et

les ardtes non marquées 1 . Par contre, certaines arBtes marquées 1 peuvent dis-

paraitre.

(b) S5i f conserve la structure d'un sommet S de l'arbre de A, toutes les

arétes marquées | issues de ce sommet sont conservées.

(¢) Si pour un sommet S, on a card (arétes marquées 1 issves de S) < card g(f)

alors f conserve la structure du sommet S .

(d) L'erbre de f(A) est 1'arbre réduit obtenue & partir de 1l'arbre de A trans-

formé par f .

3.8, Exemple. - Nous allons donner un éxemple illustrant la disperition des arétes

marquées 1 .
3

Soit f£(x) =2 _“11

au moins une solution Xx(a) e P(K) de 1'équation F(x) = a qui ne soit pas racine

. On vérifie facilement que, pour tout ae P(K) , il existe

mltiple (par exemple pour a = » il faut prendre x= 1 et non X == ).
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Soit A 1'union des classes résiduelles ainsi définies A = UEsP(K

le lemme de Hensel, f est strictement injective sur chaque classe résiduelle con-

) *{a)-. D'aprés

tenue dans A, et comme, par construction, T est strictement injective sur A ,‘
il en résulte que f est strictement injective sur A . Mais comme ?(K) = E(.K) s

on a f(A) = E(K) . Donc ici toutes les arBtes marquées 1 disparaissent.

3.9. THEGREME. - Soient A et A' deux guasi comnexes, et soit f une bijection

bi-analytique de A sur A' (c'est-i-dire que f est un élément analytique sur

A et f_l un élément analytique sur A' ). Alors f met en correspondance les

arbres de A _et de ' et conserve la structure des sommets.

Démonstration. — Vu le théoréme 3.7, tout ce qu'on a & faire est montrer que f

conserve la structure des sommets. Ramenons~nous au cas ou le sommet S de A et
le sommet S' de A' mis en correspondance par f sont la partition canonique.

Morscna T et rak e K(x) telles que T o ?'1(x) =x, donc T est une trans-

formation homographique de E(K) .

3.10. THEORRME. - Soit A un quasi connexe ayant un arbre fini (c'est-a-dire que

1'arbre n'a qu'un nombre fini de sommets). Soit f un élément analytique stricte-

ment injectif sur A . Supposons de plus que f conserve la structure des sommets

de l'arbre de A . Alors f-l est un élément analytique sur f(4) .

Remarquons que, sous ces hypothéses, A et f£(A) ont le mdme arbre.

Démonstration.

(A) Soit S un sommet de l'arbre de A, et S' 1le sommet de 1l'arbre de f(4)
qui lui correspond par f . On peut se ramener au cas ou S et S' sont la parti-
tion canonique et o ¢ A . On peut alors définir T, et dire que f conserve la
structure du sommet S équivaut & dire que T est une transformation homographique
de }Z(K) . Par transformation homographique de E(K) , on peut donc se ramener au

cas oi T est 1l'identité.
Pour 0< ¢ <1, on définit 4, par les propriétés suivantes
(1) A, contient toutes les classes résiduelles contenues dans A .

(ii) Pour chaque classe résiduelle qui n'est pas contenue dans A , meis a une
intersection non vide avec LA, on fixe un représentant de cette classe, a par
exemple, alors 1l'intersection de A, avec cette classe résiduelle est la couronne

e<|x-a <1.

(Cas particulier : si la classe résiduelle considérée est la classe o , on con-
AN 1
sidére la couronne 1 < |x| < = .)

(iii) Si A a un intersection vide avec une classe résiduelle, il en est de m@me

pour Ae .
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A est fini, le cas (ii) ne se produit qu'un nombre fini de fois
Lo

Comme 1'arbre de
Par conséquent quand ¢ est suffisemment proche de 1, on a by

Comme T(x) = x, ona f(x)=x+g(x), geHd) et |g ganss < 1 « Considé~

. Comme

rons une couronne de type (ii) . Posons ”g”a,c = S| xal<1 lg(x)
Lim Il gl e = | gl ganss ? OB voit que, pour ¢ suffisamment proche de 1 , on au-

re |lgf_ .<e, et done, pour ¢ < |a=~x| <1, on sura |g(x)| <|a- x| , done

|£(x) - a] = |a - x| .
Par ailleurs, dans une classe résiduelle D contenue dans A, on a
supp | €| = lel s -

On peut donc choisir e suffisamment proche de | de sorte que

sup, ., l&(x)| = llg], <e<1.

Xeh
[
(On voit alors que f réalise une bijection de Ae sur lui-méme).

Inverser f c'est résoudre 1'équation f(x) =y, qui s'éerit aussi x=7y - g(x)

Montrons que, pour y € A, » l'epplication x — cpy(x) =y - g(x) est une con-

traction de Ae

envoie AC dans lui-méme. Si x € Ae s ON a |g(x)| <e, et comme

(x) cp%,
d(Ae , A€)=e y ¥ - glx)e A, -

el
(B) ¢, ©st une contraction. Posons )\ = ___é,éf. <1l.Soient u, ves . Ona

<Py(u) - cpy(V) = g(v) - g(u) . -

Si |v-ul e, ona |gv)~-gl| sresr|v-ul.

Observons que h(v) = g(vzr — u(u) est analytique dans D(u,¢") u{e<|v=u|<1}.

D'aprés ce qu'on vient de voir !h|u(t) £\ pour ¢e<t<1l, on a done lhlu(e)\<>\,
et par conséquent suplv_u|<€| h(v)| = |h|u(e) < A . Ceci termine la démonstration

du feit que Py est une contraction.

On sait slors que si 1l'on pose

x() =y et x () =y-glx,_;(y)) pour nz1,
_ . _ 1 . '
alors lim xn(y) = f (y) « On sait de plus que l'on a
-1 n ~1
£7°@) -, < 176 -9,

et donc

@ | =

sup. £ (y) - x ()] <"

Par conséquent £ (y) est la limite uniforme sur By des fonctions xn(y) qui
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sont des éléments analytiques sur o, done £t (y) est sussi un élément analytique

sur L\e .

En résumé, pour tout sommet S de l'arbre de A, il existe un "voisinage" 4
e

de ce sommet tel que £1 soit un ¢lément analytique sur f(Ae) .

(B) Considérons une ar8te de 1l'arbre de A . Elle correspond & une couroine
maximele 4 de L . Par trandformation homograsphique, on peut se ramener au cas ou
A est la couronne p < |x| < 1 et ol, dans le développement en série de Laurent
de f sur 4, le terme x soit dominant et son coefficient 1 . On aura donc

f(x) = x + g(x) avec |g(x)| < |x| pour tout xe 4

*
L'argument de (A) montre que 1l'on a encore |g|(1) <1, et si v e |K| (donc
3¢
correspond & un sommet), on a (toujours gréce a (4)) |g|(r) <r. Si r¢ |K|
on a encore 1l'inégalité car 1'égalité ne peut se produire que pour une valeur de
3
x| .

Lgl (t)

! g(X)l_:)\<1.

Flna.lement on a Sup . g =

=A<1, et donc SUP A

On montre alors, comme dans (%), que et (y) est un élément analytique sur 4

En effet, pour tout y (x) =y - g(x) enwis A dans lui-mdme, et pour
’ ’ cPy ’

tout u et v de A, ona si |u-v| =mx(|ul, |v]),

le() - e(v)] < max(|g(w)| , |e(v| £ x mex(luf , |v]) = rlu- o] .

Maintenent si |u - v| < |u| = |v] , h(v) = gﬁz);_z_g,iq), est analytique dens
D(u, |u|”) et d'aprés ce qu'on vient de voir |1 ,(Ju]) = B[ (Ju]) < », done

Sup|V~u|$|u |h(v)| £ A, ce qui termine la démonstration du fait que @y est une

contraction.

On termine alors la démonstration comme dans (£).

(C) On a montré que, pour cheque couronne correspondant & une aréte de 1'arbre
de f£(r) , £l est un &lément enalytique sur cette couronne. Par ailleurs, pour
chaque sommet S' de l'arbre de f(4) , on a défini un ensemble Ogr sur lequel
£ est un &lément analytique. Il est clair que la réunion des ag, et des cou-
ronnes maximales de f(.) est un recouvrement enchainé fini de f£(.) . On en déduit

alors ([5], théoréme 8.3) que 1 est un élément enalytique sur f£(L4) .

3.11. CCROLLAIRE. = Si A est un quasi connexe n'ayant qu'un nombre fini de trous

ouverts (c'est-a-dire A est le complémentaire dans P(K) d'une union finie de

disques ouverts), et si f est un élément analytique strictement injectif sur 4,

alors £ est wn élement :nalytique sur f£(£) .

En effet, d'aprés le théoréme 3.7 (c), f conserve la structure des sommets de

l'arbre de . .



3~-16

3.12. CCROLLAIRE. - Soit f un élément analytiyue strictement injectif sur le quasi
connexe A . Supposons que f préserve la structure des sommets de 1l'arbre de 4 .

Alors f—l est une..fonction analytique sur f£(4) , dont la restriction & tout quasi

connexe B, d'arbre fini, contenu dens A, est un ¢lément analytique.

4, Quasi connexes conformément éguivalents.

4.1, - Soient A et A' deux quasi connexes. On cherche & quelles conditions il

existe une bijection f bi-analytique de A sur L' .

D'aprés le § 3, il faut d'abord que A et L' aient le mdme arbre. Il faut de
plus que, & chaque sommet de 1'arbre, la position respective des ar@tes issues de
ce sommet soit la m®me pour A et A' (c'est ce qu'on a appelé conserver la struc-

ture du sommet).

On va voir qu'une propriété supplémentaire doit 2tre vérifide. On peut 1'expri-
mer de fagon imagée de la meniére suivante : soient S1 et 82 deux sommets voi~-
sins de 1'arbre de A (c'est-a-dire reliés par une aréte), alors sous 1l'action de
£ le sommet S2 ne tourne pas par raepport au sommet Sl 3 ou encore une bijection

bi-analytique conserve les angles (c'est une transformation conforme).

Cette propriété, bien qu'elle soit unec conséquence immédiate des résultats établis
précédemment, m'avait échappé et a été mise en évidence par GERLITZEN - van der FUT

dans les peregraphes IV.1.8 et suivants de [1]. (La terminologie leur est empruntée).

I1 est plus facile d'expliquer d'ou vient cette propriété que .de la formuler
mathématiquement. Considérons la couronne correspondant & 1'ar&te reliant S1 et
82 « Par transformstion homographique, on peut se ramener su cas ol Sl est la par-
tition canonique, et le couromne considérée est {x €eK; 1< |x| < r~l} y OU I
est l'invariant de la couromne. On peut également, par transformation homographique,
se ramener au cas o le développement en série de Laurent de f dans la couronne
est x + Zn#l &, £ » le terme x étant dominant dans la couronne. Llors f laisse
invarients 8, et S, . Précisément T est 1'identité sur S, + 81 pek,
lp| = r, 1'homothétie H s x ==> gx transforme S, en la partition canonique et
f’:’ﬂ; sera également 1'application identique.

Le reste de ce paragraphe peut &tre considéré comme "abstract monesense'.

4,2, - Soit S wune partition. S est isomorphe 2 .E(K) , & une transformation
homogrephique de ‘E(K) prés. Pour fixer 1'isomorphisme, il faut fixer la position

de trois classes de la partition S , donc choisir un repére.

Soient alors deux partitions distinctes S et S' . L'une des classes de la par-
tition S ‘'contient" la partition S' (c'est-a-dire contient toutes les classes de

S' sauf une). Soit C1 cette classe. Chnisissons deux sutres classes 02 et C3
de S . De méme soit Ci la classe de 3' qui Yeontient" S, et soient .Cé et
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Cé deux autres classes de S' . (Daps le cas ou S et 3' sont deux somrets voi-
sins de 1'erbre d'un quasi connexe, Cl n Ci est la couronne correspondant a

1'arBte joignant S et S' .) Par tranformation homographique, on peut se ramener
au cas ob S est la partition canonique, C, est la clesse O (donc 0 €0j ) et

» € C} (donc C, est la classe « )+ L'isomorphisme de S avec P(K) est alors

défini & une rotation prés (c'est-a-dire & une multiplication per un élément de '
prés). Considérons une homothétie Hp : x —>px qui ambne 8' sur S et G}

sur Cj . AMors, nécéssairement, |p| est l'inveriant de la couronne C,n G, et
o est uniquement défini & la multiplication par un élément « prés, avec |ael|<L.
Cette classe d'équivalence sera ce qu'on appellera le rapport de similitude de &'
et de S (correspondant aux repéres {(Cé , CB) , (02 s 03)} choisis). On vérifie
sans peine que, pour le mBme choix de repéres, le rapport de similitude de. S' et
de S est le mPme que celui de S et de S' . (Bien entendu |p| ne dépend pas
du choix des repéres.) Lvec cette définition, la propriété démontrée en 4.1 s'énon-

ce 3

PROPOSITION. - Soit f wune bijection bi-analytique du quesi connexe L sur le

quasi connexe A' . Soient S, et S, deux somuets voisins de l'larbre de 4, et

soient Si et 8! les sommets correspondants de 1'arbre de A' . Choisissons des

2
repéres sur S1 et 82 et prenons pour Si et Sé les repéres correspondants.
Mors le rapport de similitude de Si et Sé est égal au rapport de similitude de
S, st 82 .

4.3. - Dans ce dernier paragraphe, nous allons fairec quelques analogies avec le cas

complexe, et essayer d'introduire une notion d'angle.

Si eae€ Ef s 1'application Z —-> aZ est une similitude. Si a = pei0 , avec
ps O e R, cette similitude se décompose en une homothétie Z —=> pZ et une rota-
tion Z =y 60 7 ..

Dens le cas d'un corps valué ultramétrique K , pour a € K* 1'epplication
x ==> ax devrait donc 3tre appelée une similitude et non une homothétie comme
c'est la tradition. Malheureusement, comme le groupe de valeurs IK*| n'est pas un
sous-groupe de K* , on n'a pas une décomposition canonique de a sous la forme
a= pay avec o € IK*I et |«| =1 . On peut obtenir cotte décompgsition en plon-
geant une fois pour toutes (de fagon non canonique) |K L dans K « Dans le cas
oh K= E% , il y a un plongement privilégié en prenent pour image de IK*I le
sous-groupe {pS 3 seqQ}.

Alors le rapport de similitude de S' et S, défini au § 4.2, est caractérisé

pour le couple formé de son module (qui est 1l'invariant de la couronne définie par

Vd rd *
S et S') et un élément de X
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