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SUR CERTAINES SERIES ENTIERES ARITHMEITQUES

par Roger APERY (v)

[Université de Caen]

r étant un entier > O fixé, on considire le monoide additif constitué par les
r-uples (nl » Dyy eee nr) ; en particulier, on pose (n, n, «es , n) =f 3 on
identifie 0 et O .

Les r-uples sont mnis de la relation d'ordre (partielle)

(nl,nz, ...,nr)s(ni,né, ...,n;)<:::>\7'i,ni§ni.

i n=(n , n coe o n) ot x= (%, 5 Xy 5 eeoe x,) , on appelle mondme,

b
ot on note x s ie produit ﬂ x1 «Si r>1, x n'est pas un monbéme et ne
doit pas &tre confondu avec x = X Xy ees X oo Les mondmes en x munis de la
miltiplication constituent un monoide MX . Les sommes formelles de mondmes consti-
tuent 1'anneau Z[[x]] des séries formelles & r indétermindes x , X, , +ec , X,
3 coefficients entiers. Nous appelons fonction (en toute rigueur "germe" de fonc-
tion) tout élément de Z[x]] qui converge dens une partie ouverte de _Q_r conte-

nant 1l'origine.

Toute surjection' o de {xl y Xy eee s xn} dans 1'ensemble {yl cee ysf dé-
firit un morphisme injectif de My dans MX qui associe & chaque yj le produit
des images réciproques de y. par ¢ ; ce morphisme se prolonge en une application
lindaire & injective de Z[y]] dens Z[x]] . On définit également la contrac-
tion § qui est l'application linéasire surjective de Z[[x]] dans Z[y]] qui
associe %X & chaque mondme 3(x7) et O & chaque mondme qui n'appartient pas a

1l'image de Z[y]] par & . En particulier, la contraction globale applique

N

Z[[x]] dans 1'anneau des séries formelles & une indéterminée. Le produit d'Hademard
F(t) * g(t) est le contracté du produit, f(x) « g(y) .

On sppelle fonction de base toute fonction F(x) égale 3 1 & l'origine telle

que 1/F(x) soit un polyndme du premier degré par rspport & chaque indétermindée
séparément.
Pour un nombre premier p arbitraire, on eppelle p-composantes du r-uple n

les r-uples n <{-\T tels que

k

k
n:n0+pn1+...+p nk+-oo

( ) Texte regu le 4 octnbre 1982. .
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Nous dirons qu'une série &4 r indétermindes 2 g, X satisfait & la condition

I si
=1
2, Eljkao a, mdp,

k
ou les . sont les p-compnsantes de n .

La condition (I') exprime que
f(x) = [P(x)]l/(l—p) mod p ,
ot P(x) est un polyndme égal & 1 & l'origine et de degré < p - 1 ; en effet,
£(=") = [£(x)]° modp,
et la condition T° exprime que
f(x) = P(x) £(x) md p ;

les deux facteurs du second membre ont respectivement tous les mondmes de degré

’/—\ ’ .
<p -1 et tous les termes de degré multiples de p .

~

La condition T est vérifiée pour les fonctions de base et se conserve par con-

traction.

Par la contraction (xl , xz) --> t de la fonction de base & deux indéterminées

/(1 - ax, - bx, + cx; Xz) , on obtient 1//(1 + ct)2 - 4 abt

On voit déja dans ce cas que deux fonctions de base distinctes peuvent avnir

méme contractée.

La fonction F2 =1+ 3t + 191:2 v 14762 L , lide & 1'approximation de (2 ,

s'obtient par contration globale d'une fonction de base & trois indéterminées par

exemple

1
ou .
1-xl - 15-42 x3-x3 Xl+x1 x2 + Xl x2 x3 1---):1-X2 "X3+~X1X3 +x2 XB-XI X2 x3

3

La fonction 1+5t+7%2+1mﬁt-rn.,]i&éjﬂqmmﬁm%kmde c3,

N

s'obtient par contraction globale d'une fonction de base & quatre indéterminées.

La contractée globale de 1/(1 - X, = Xy = X+ 4%, x, X3) a comme coefficients

la somme des cubea des coefficients binomiaux.




