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CONSTRUCTION DES EXTENSIONS PRIMITIVES D’UN CORPS p-ADIQUE

Bertin DIARRA

Groupe d’ étude d’ Analyse ultramétrique
(Y. l~IGE, G. P. 
9 e année, 1981/32, n° 24, 19 p. 10 mai 1982

Dans une longue série d’articles (cf. par et plusieurs

notes aux comptes rendus de l’ des sciences), Marc KRASNER a développé une
théorie de la ramification non galoisienne des corps valués. Cette théorie a eu

pour couronnement le calcul explicite du nombre des extensions de degré fini donné
d’un corps p-adique (cf. [6]). Nous ne nous intéressons ici qu’au seul aspect de
la caractérisation des extensions primitives des corps p-adiques basée sur cette

théorie.

1. Hypergroupes de Galois.

Soit H un ensemble ; nn appelle hypercomposition sur H une application de
4r

H x H dans l ensemble des parties vides P (H) 5_ de H ; on écrit pour cr,

a*T ou jT l’image de (cr, r) par cette application. Si hi et B

sont deux parties non vides de H ’ on pose

Un hypergrnupe est un ensemble H muni d’une hypercomposition telle que

(i) (a.T).Y=o-.(ï.y) ~ ~ 

(ii) 

NOTA On voit aussitôt dans ces conditions que. si pour tout 03C3,
j.T est réduit à un seul élément, alors H est un 

Une partie non vide h d’un hypergroupe H est dite sous-hypergroupe de H ~ si

h est un hypergroupe pour la loi induite par celle de H ; pour cela, il faut et

il suffit que l’on ait

On dit qu’un sous-hypergroupe h de H est réversible à gauche, si (03C3.h)03C3~H
est une partition de H~ ce qui équivaut à

V 03C3, Te H, o’eT.h=&#x3E;Teah.

(*) Texte reçu le 24 mai 1982.
Bertin DIARRA. Mathématiques pures. Université de Clermont-Ferrand-II, Complexe

scientifique des Cézeaux, 63170 AUBIÈRE.



24-02

Considérons alors Wh = E comme

on définit sur Wh une structure d hypergroupe en posant

et H/h est appelé quotient gauche de H par h.

NOTA BENE. - On a des définitions analogues de réversibilité à droite et d’hyper-

groupe quotient droite.

Soit G un groupe ; tout sous-groupe g de G est un sous-hypergroupe réver-

sible à gauche. On obtient donc sur H = G/g une structure d’hypergroupe quotient

gauche. Les hypergroupes de la forme H = G/g sont appelés hypergroupes de classes

à gauche (hypergroupes c. g.)

LEMME 1. - Soit H = un hypergroupe c. g. Les sous-hypergroupes h de H

sont de la forme h = G’ /g , où G’ est un sous-groupe de G qui cnntient g.

En effet, si h = ( sg , s e G) est un sous-hypergroupe de H = cnn-

sidérons G’ = Comme~ pour (sg) * h = h , on a

et, pour tout x E G’ ,

Il vient que ee g.G’ ; donc g n Gr et (xg).G’ = xG’ = G’ ;
ainsi l’inverse de x est dans G’ . D’autre part, comme (sg) * (tg) C h pour

S , on a (sg).(tg) ~ mais si X , on a y = tg

avec s , te ainsi G’ et déplus G’/g= h.

COROLLAIRE.

(i) Tout sous-hypergroupe h d’un hypergroupe c. ’g. H=G/g est réversible.

(ii) Si G’ eàt un sous-groupe de G , on a H/h = G/GI . De plus,

pour tout card(a.h) =cardh.

On pose [H: h]=[G=G’] ~ appelé indice de h dans H.

REMARQUE 1 (théorème d’isomorphisme).

(i) Soient H et H’ deux hypergroupes ; une application est

un morphisme d’hypergroupes si

(ii) Soit II un hypergroupe c. g. , et snient deux sous-hypergroupes de

H ; alors
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Cn dit qu’un hypergroupe c. g. H est fini si H = G/g , où G est un groupe

fini.

2. - Une partie non vide h d’ un hypergroupe c. g. fini H est un sous-

hypergroupe de H si, et seulement si, pour tous T J.T ch.

Soient K un corps, Q = une clôture algébrique de K. Si E est une ex-

tension algébrique finie de K ~ on pose

l ensemble des K-isomorphismes de E dans 03A9. Soit

le groupe des K-automorphismes de Q ; pour tout s E G ,

corr s = ( correspondant de s )

l’application de G dans définie par restriction.

Associons à toute partie A de 

gen A = {.s E G ; corr s E A) ( générateur de ~’: ) .

Si l’on pose, pour cr, T E H(EIK) ,

= corr(gen 03C3 gen T )

= corr(s o t) = où S E gen J , te gen T) ,

on définit sur une structure d’hypergroupe, et est appelé l’hy-
pergroupe de Galois de l’extension EJK .

Puisque, pour tous s, t E gen 03C3,

on a sg = tg, et gen G. g = sg est réduit à une seule classe module g . Ainsi,

on définit une application de H(E) K) dans G/g qui à 03C3 associe la classe

gen o. g . On voit que cette application est un isomorphisme de l’ hypergmupe 

sur l’hypergroupe o. g.

REMARQUE 3. - En fait K) est un hypergroupe c. g. fini.

En effet, considérons une extension normale finie telle N . Si

et G(N E) sont les groupes de Galois des extensions normales NJK et NIE
définissant corr.. et genN comme ci-dessus en remplaçant 03A9 par N, et G par
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K) , on déduit du théorème de prolongement des K-isomorphismes que

Ainsi H(EJK) - et H(E)K) est un hypergroupe c. g. fini.

NOTA L’extension E) K est normale si, et seulement si, H(EIK) est un

groupe.

Si l’on fait correspondre à tout sous-hypergroupe h de H(E) K) le snus-corps

L = inv h de E des invariants de h , et a tout sous-corps L de E le sous-

hypergroupe de K) , can déduit de la démonstration du théorème classi-

que de Galois le leime suivait.

s (Correspnndance de Galois). - Soit El K une extension finio séparable,
d’ hypergroupe de Galois H(E| K) .

Si h est un snus-hypergrnupe de il existe un, et un seul, sous-corps

L de E ~ tel que H(E) L) = h ; cette correspondance étant bijective.

De plus,

2. et nombres de ramification.

Soit K un corps de valuation discrète, couplet. On désigne par w.. la valua-

tion normalisée de K telle que == ~ ~ par AK (resp. m~ ) l’anneau de
valuation (resp. l’idéal maximal) de K y par n~ une uniforinisante de K , et par

S le corps résiduel de K.

Soit EJK une extension finie de K. On pose e = et f = l’indice

de ramification et le degré résiduel de l’extension on a (wE) 1 K = ~ ~ ~ Où
wE est la valuatinn normalisée de E .

Soit Q la clôture algébrique de K ; on écrite par abus de notation~ wK
(resp. l’unique prolongement de wK (resp. à o. On note 

l’anneau et l’idéal de valuation de Q .

Rappelons (cf. [7] ou [8]) que toute extension finie séparable d’extension

résiduelle E|K séparable, cnntient un unique sous-corps maximal T (corps d’iner-

tie) tel que T|K est non ramifiée avec T = Ë ; de plus, EJK est totalement ra-

mifiée. On définit, par passage au quotient, une application H(EJK) --&#x3E; 

en posant, pour o e a e AE ,

Cette application est un norphsime surjectif d’hypergroupes. De plus
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Dans toute la suite, on suppose les extensions E) K et El f séparables. Dans ces

conditions, il existe ~r E tel et E = 

On appelle nombre caractéristique (ou de ratification) de K) , le nombre
rationnel

0n a v(a) § - 1 .

REMARQUE 4. - Y a E H(EI K) , v(cr) = a) - 1 .

LEMME 3. - Soit v E Q ; alors h ::: (a e H(E) Ii) j v(ce) % v) est un sous-
-.. B)

hypergroupe _§e X(E) K)

Il suffit de montrer (Remarques 2 et 3) que si cr, T e h , alors J.T ch.
v ~.

Soit 03C3’ E cr. 1" ; On a a’ = (s 0 t) 1 E Où S E gen cr, t E gen 1" ; ainsi

d’où

NOTA Si v $ - 1 , alors h =H(EJK) .

LEMME 4. - Soit T le sous-corps d’inertie de EJK. Soit n? une uniformisante

de E. Si 03C3 ~ H(E) K) , alors

- ou bien je H(EJT) ~ v(cr) l)~0~
- ou bien et v(o-) =- 1 .

En effet, puisque E|T est totalement ramifiée, on a E = et tout a E AE
s’écrit

.Alors, si o E T) ; on a, d’une part
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et. d’autre part, comme, pour tout a = S j AE ,

on a

donc

Il vient que v(j) = 0 .

Si cr" H(E) T) , ~ il existe donc b e AE tel que ëY(b) = b dans 5

ou encore crb - b 4 j , c’ est-à-dire b) = 0 . Ainsi

NOTA ~~t ~ ’

Puisque H(EJK) est fini, (v(03C3))03C3~H((E|K) est fini.

On note (v) ~ 1 ~ l’ensemble des nombres de ramification finis~
strictement positifs, rangés dans l’ordre croissant : 0  v0  v1  ...  vm-1 ;
les v ~ 0~qm-l~ sont appelés nombres de ramification propres.

On pose v =-l~v.,=0etv=+~~ appelés nombres de ramification in~
propres.

Pour 0 ~ q ~: m ~ on pose

Alors

De plus,

On dit que H - T) le et H q , 

le q-ième hypergroupe de ramification de l’extension E)K .

NOTA Si est galoisienne, les v sont des entiers rationnels ou

+ ~ ; on retrouve les notions usuelles de groupe d’ inertie et de groupes de ramifi- 

cation.

Considérons E = inv(H ) , 0  q  m ; on a
q q 

’-"

Les corps E = T et Eq , O  q  m-1 , sont appelés corps d’ inertie et
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q-ième corps de ramification. 
’

NOTA BENE. - .

En particulier, on a le résultat suivant.

REMARQUE 5. - Si K est fini ; K) "’" K) est un groupe cyclique.

Posons 
’

r 
q 

étant un indice de sous-hypergroupe est un entier. On a

Pour

donc

de plus

Considérons une extension galoisienne finie N)K telle que K ~ E ~ N , et telle

que est séparable (ou peut prendre l’extension galoisienne engendrée sur K

par E ) .

Soit G= G(N)K) le groupe de Galois de on a

Soient p E N t el que L. =-: ql &#x3E;1 , et QI E E t el que AE = Posons, pour
s a(s, N) = et pour a E H(EIK), E) = Ibo
On sait (cf. [l], chapitre 5, § 4) que 

.

où (se G ; ce qui équivaut à

(1 ’ hypothèse N1 K galoisienne n’est pas nécessaire)" Comme wN = eN I E w E on a
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Définissant vr~ sur G par p) - 1 (nombre de ramification de
s e G ; c’est un entier naturel ~ - 1 ) ~ on obtient

Soit G_~ = (s e G ; O} le groupe d’inertie de l’extension galoisienne

NJK.

LEMME 5. - Soit 03C3 ~ H1; alors genN 03C3 ~ G-l =03C6.

Considérons GO = G ; ~j le premier groupe de ramification de

NJK ; on démontre à peu près comme ci-dessus la remarque suivante.

REMARQUE alors 

NOTA BENE. - On de fagon générale que les sous-hypergroupes H de

H(EJK) s’obtiennent par passage au quotient à artir des sous-groupes d’inertie et
de rajaification de 

Soit a ~ H-l ’ il est clair que u = est une unité de N ; on a donc
une application

quia a associe e -i ,(j) = u (] :f 0 .
On voit aussitôt que e -1 est indépendante du choix de l’uniformisante 03C0E. Si

on note ((B)) l’ensemble des conugés par rapport à B dans N des

éléments de B.

PROPOSITION 1.

(i) Soient cr, r~ H-1 ; on a 03B8 «a_1(T») .
(ii) est un sous-groupe multiplicatif fini de N .

(iii) L’ensemble des tels que e .(o) = 1 est égal à 
.

8-1 (cr EL) = 8-1 (0’) ne dépend que de la classe o et a H--2014&#x3E; e -1 (cr Ho) est
une bijection de sur 8-1 (~) . Si l’on pose~ i1 e Ñ ,
ç * 11 = ç «11»; i’ aPPUcation cr est un isomorphisme d’hyper-
groupes de H_./H~ sur 9_.(l~i) *
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(i) Soient Q s et s G_~ J on a ge cr = tout

s’ E genN o s’écrit s’ = s 0 g’ avec g’ E G(N) E) . Si a’ on a

0" = (s’ 0 où s’ E genN a, r ; ainsi

Comme

Il vient que

(ii) Il est clair que, pour a , T E H-l ’ on a

et

Puisque 9-1 (H ) est fini, c’est un sous-groupe multiplicatif de N.

(iii) Dire que 6-1 (cr) = 1 équivaut à dire que v(cr) = 1) &#x3E; 0 ou

encore c’ est-à-dire a E Pour cr E H_~ on a

On en déduit aussitôt que a H~ --&#x3E; °-1 (0’ HO) est une bijection de sur

e-1(H_1) . Le reste se vérifie facilement.

COROLLAIRE 1. - L’ entier r-l = [H-l : est premier à la caractéristique ré-

siduelle p de K.

En effet, comme 8-1 (H-1) est un sous-groupe multiplicatif fini de Ñ, on sait
dans ces conditions que 0 ~ (H ) est un groupe formé de racines de l’unité et est

cyclique d’ordre premier à p. Mais

ainsi

COROLLAIRE 2. - Soit A C H-l tel que 6-1 (A) est un sous-groupe de °-1 (H-l) ;
alors si 03C3 ~ H-1. 6 -1 (cr. A) =e_.(o).e-1 (A) et A.Ho/Ho est un sous-hypergroupe

~ 

Posons, pour a  q  m - 1, v =j/d= Q, (j , d) == 1 . Soit d le plus

petit comnmn multiple des entiers dq.
Considérons 03C0o ~ 03A9 tel que un sur-corps L de E tel que TIO E L
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et l’extension L)K galoisienne avec LI K séparable. Posons, pour 03C3 ~

comme

on définit alors une application

Soit s un entier positif, et soit R l’ensemble des racines 03B4-ièmes de l’uni-
s

té contenues dans I.. On pose, pour ’Tl 

ç parcourt 5 où «~» est l’ensemble des E-conjugués de T! . On a sur L

une structure d’hypergroupe d’hypercomposition 0 ~’ = ~ + [~I]03B4 .
On note 5 l’entier tel que d ô , (p, ô ) = .1 , où p est la carac-

téristique de S si elle est non nulle, et 1 sinon. (En fait, ô = d . cf. § 3)

PROPOSITION 2.

Soit on a

est un sous-groupe additif fini de L

(iii) L’ensemble des 0’ E H tels que (cr) = 0 est égal à H 1. La cor-

respondance

ne dépend que de la classe a H , ; c’est une bijection de H/H . sur M(03C0o)q
qui est un isomorphisme d’hypergroupes lorsque M(03C0o)q est muni de la loi

Posons on a
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Soit GO = le premier groupe de ramification de l’extension galoisienne
soit 03C3 ~ Hq ~ Ho, alors, si s ~ genL 03C3 [Remarque 6), Ma

genL cr = s G(LIE) , et tout s’~ genL 03C3 s’écrit s’ = s o g , où geG(LJE) .
Soit T un autre élément de Considérons o’e a. T ; on a cr’ = b’ 0 t ,) 1 E
où s’ = s o g se ge G(L)E) et t’e Ainsi

Il vient que

Comme se G , ià est dans le groupe d’inertie de L) K ; alors, pour tout a 

a ~ 0 ,

Ainsi

Puisque

donc est une racine d -ième de l’unité dans L. Sachant que (j , d )==1,
q q q q q

est une racine d de l’unité distincte de 1 si l’est. Il vient
q q q

que 03B2(g)q est une racine d 
q 
-ième de l’unité dans L, r.1ais d 

q = 1:’B)’. g 
q 

avec

(p , 8 ) - 1 ; ai.nsi est une racine ô -ième de l’ unité dans [,.
q q q

D’autre part, si g, g’E an a-

Mais si g’ est dans le groupe d’inertie de l’extension galoisienne
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Donc si g" = g, grE g. G 1 on a

Ainsi j3.1g) est uniquement déterminé par g e G(1) Ê) . Posant (g) ,
on a, pour 

q 

g , g’e 
q q

dans ces conditions, on sait qu’il existe *a e L, aq 0 tel que

P.. (g) = ë(a ).a pour tout g . Alors, puisque les 03B2 (g) sont racines S -ième

de l’unitéü a 03B4q EE . On en déduit que (g (g)) g e G(I.jB) est le groupe des ra-
cines 8 q-ième de l’unité contenues dans I .
En conclusion

(ii) Il est clair que, si cr, TEH, alors
q

et

puisque e 
(03C0o) 

(H ) est fini, c’est un sous-groupe additif de 1 .

Le reste se vérifie facilement.

COROLLAIRE 1. - Si K est de caractéristique zéro, on a = (0),
et

COROLLAIRE 2. - Les entiers r _ 1 (resp. n _ 
1 , sont des puissances de p .
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COROLLAIRE 3. - soit A  H ; pour que
- q

soit un sous-hypergroupe de Hq/Hq+1, il faut et il suffit que e 0 (A) soit un

sous-groupe additif de L stable par la multipli les éléments d£ Rô
et par le groupe de Galois G(Î) É) . q

3. Extensions primitives des co s 

0n dit qu’une extension E|K est primitive si E ne contient aucun sous-corps

contenant K , distinct de E et K .

Pour qu’une extension séparable E|K soit primitive, il faut et il suffit que

K) ne contisnne aucun sous-hypergroupe propre. En particulier, une extension

galoisienne est primitive si, et seulement si, son groupe de Galois est cyclique
d’ ordre un nombre premier.

NOTA BEFÎE. - Èi K est de caractéristique p 1. 0 , les extensions primitives non

séparables de K sont ies extensions radicielles de degré p . Il suffit donc de

faire l’ étude des extensions primitives séparables.

Revenons aux notations du § 2 . Soit R E|K la différente de l’extension sépera-
ble E|K (avec E|K séparable). On sait que, si OE E AE est tel que E = K[QI],
alors 6JEI K ~ P’ .1I.E ’ est le polynôme minimal Posons

où 1 
= = wE(P’(0153) est l’exposant différentiel de EIK. Puisque

P’ (OE) = fl~.,~~ (OE - OOE) , On a
- E

avec

On déduit de la formule de transitivité des différentes 2

et de l’expression ci-dessus des exposants différentiels le lenme suivant.

LEMME 6. - Soit 0  q  m - 1 ; si E c E 1, avec primitive,
~ q qt -
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alors v 0 v (E"IE’) = + co .

COROLLAIRE. - Les dénominatours d des v , 0  q  m - 1 , sont premiers 0
p ; c ’ est-à-dire d = ô . 

-- q - q ~"’

’ q q

En effet, soit E’ une extension primitive telle que E 
q 
c E’ c En c: E q+ 1 .

On déduit du corollaire de la proposition 2 que Et] = n’t est une puissance
de p. Comme

est un entier, on a

Si p divi s ait d , on aurait’-’

ce qui est absurde. .

Considérons la suite des sous-corps d’inertie et de ramification de l’extension

Supposons E)K primitive ; alors m ~ 1 ; car sinon, on aurait

ce qui est absurde. Ainsi : 
’

(i) 1 ; alors E -2 = K; E -1 = E, et E|K est non

ramifiée ~

(ii) ou bien m== 0 ; alors E = = K ; E = E , et l’extension E|K est

totalement ramifiée sans nombre de ramification propre ;

ou alors E-2 = E-l = ~l ~ ~ ’ et EJK
est totalement ramifiée ayant un seul nombre de ramification propre va.
Nous allons supposer dans la suite (sauf pour le théorème 2) que le corps résiduel
est fini ; si p est la caractéristique de K, alors K est une extension fi-

nie de Q ou du coprs des séries formelles F ((X)) .

THEOREME 1. - Soit K un corps de valuation discrète couplet de corps résiduel
S fini.

Soit E|K une extension séparable finie. Si E -2 = K et E == E , 
tension EJK est non ramifiée cyclique de degré [E i K] = f. De plus, E)K est

primitive si, et seulement si, [E :K]= f est un nombre premier.



24-15

Puisque K est fini, est un groupe cyclique. Ainsi EJK est primitive

si, et seulement si, est un groupe cyclique d’ ordre f premier.

THEOREME 2. - Soit K un corps de valuation discrète complet.

Soit EJK une extension séparable finie telle que E-2 = E -1 = K et Eo = E .
L’ extension E|K est totalement ramifiée de degré n premier à p . De plus, EJK
est primitive si, et seulement si, n=[E:K] est un nombre premier (distinct de

p ). 
’~ ~ 

’ ’

En effet, on a H -1 = H(EJ K) et Alors

est premier à p (corollaire 1, prop. l). De plus

a le même nombre d’éléments que H = H(EJK) . Comme est un sous-groupe

multiplicatif d’ordre n d’un sur-corps de Ë ~ c’est le groupe des racines

n-ièmes de l’unité de ce corps. Pour que E) K soit primitive, il faut et il suffit

que 6 .(H ) ne contianne aucun sous-groupe multiplicatif propre (corollaire 2,

prop. 1), ce qui équivaut à card e .(H J = n est un nombre premier (distinct de

P ).

Désignons par F, r le corps fini F r, r 1 . Supposons K fini; soit E|K
une extension séparable finie. Si p est la caractéristique de K ~ on a 
où f~ = [B : F ] . Alors~ avec les notations de la proposition 2~ le groupe de

Galois 0(1)3) est cyclique, engendré par l’automorphisme de Frobénius

cp , : L 2014&#x3E; L ~ où = T) ..

Soit 0qm- 1; comme le dénominateur d de v est premier à p, pre-

nant L assez grand pour que I. contienne toutes les racines d -ièmes de l’unité;

on voit que Rq est le groupe multiplicatif du sous-corps de L, où u
est le plus petit entier tel que p ~ 1 (mod d ) .

Désignons par 03C6’o la restriction de (p.., à F.03BDq; c’est un automorphisme de

Considérons l’anneau (non nécessaire.ment com..-utatif) F.vq [X, 03C6q] jes po-

lynômes relativement à (p’ : = (03C6q’(03B1) X, a e F.03BDq. On sait que cet ~nneau

( anneau des polynômes de Ore à coefficients dans F.03BD q) est principal à gauche et

à droite.

On déduit de la proposition 2 que M est un sous-groupe additif de L stable

par la multiplication par les éléments de F.B; et par le générateur de

G(L| E) .Ainsi, on woit que Mq est un F.03BD [X 03C6’q]-modu pose,

pour S =r 03B1. Xj e F.03BD [X , (p’] et ~ ~ 
J " q a q
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Si m= 1 , l’extension EJK n’a qu’un seul nombre de ramification propre va.

THEOREME 3. - Soit K un corps de valuation discrète couplet de corps résiduel

K fini.

Soit E|K une extension séparable finie telle que S =E-1 =Eo= K et 
alors l’extension est totalement ramifiée de degré une puissance de p. De
plus E|K est primitive si, et seulement si, est un 

sirl1ple.

On a

est un sous-groupe additif du corps fini L. Comme est une bijection, on a

est une puissance de p . On déduit aussitôt du corollaire 3 (prop. 2) que l’ exten-

sion E|K est primitive si, et seulement si, Mo(03C0o) est un F.03BDo[X,
simple.

Soit S un élément de degré minimale de l’annulateur du

F.03BDo[X, 03C6’o]-module Mo(03C0o). L’extension E|K est primitive et seulement si,
S est irréductible ; on a alors [E:K]=p~ ~ où u = deg S .

Soit k un corps de ca-ractéristique p; on dit qu’un polynômç Pe k[Y] est

additif si P(Y + Z) = P(Y) + P(Z) ; on voit que P = Y~ ~ les racines de
J2014~ J

P forment un groupe additif. Les scus-groupes additifs finis M de k sont en

correspondance bijective avec les polynômes additifs unitaires séparables ayant
toutes leurs racines dans k . On voit que M est stable par l’automorphisme

~ -- ~P 
f 

si~ et seulement si~ P est dans F.f’[Y] ~ et M est un 

vectoriel si~ et seulement si~ Pe F.~[Y] . On déduit de ces conditions que M

est un à gauche; si P == polynôme corres-

pondant à M, l’élément S = 03A3rj=0 a. Xj de (p.,,] est appelé le polynôme
de Ore associé à M .

REMARQUE 8. - Avec les notations du théorème 3~ J~ S = X~ e (p~]
est le polynôme de Ore associé au groupe additif fini Mo(03C0o) J=u, c’est un annulateur
de Mo(03C0o) de degré si, et 
_ o 2014201420142014201420142014201420142014 

20142014201420142014j~T*~ 
2014~201420142014~20142014~2014~* 201420142014201420142014201420142014

le de Ore S ~ M~’ est irréductible dans F.~ [X~ ~] .
Les théorèmes 1~ 2 et 3 montrent que l’étude des extensions primitives d’un corps

local K se réduit essentielle.ment à celle des extensions primitives totalement ra-

mifiées, c’ est-à-dire à celle des polynômes d’Eisenstein.
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Soit donc P== 03A3j=0 an-j YJ e K[Y] un polynôme d’Eisenstein séparable(a0= 1, an-j ~ et po-

sons E == K[n] . Considérons le polynôme o(Y) = P(n’Y + rr) e les racines de

0 sont les (j~/ïî) - 1 ~ H(E)K) . Il est clair que si Z est l’ensemble des

racines z de 0 telles que = 

v , alors

et

(avec les notations du § 2) . On en déduit aussitôt que les pentes des segments du

polynôme de Newton de 0(Y) ou de (y) sont les nombres rationels v

o  q  m - 1 . De plus, on voit que est égal à [T) E ... _ (1]) _ q Où

p q (y) = 03C0z~ G 
q 

(y - (z/n q)) .

On a

sidérons alors

Posons

, alors

Posons W = wE(bn u) , 0  u $ r , et définissons par récurrence descendanteu oU p ’

r, r-1, ... , &#x3E;o , = + et, ayant déterminé r,..., u+1,
on pose

où eo est l’indice de ramification de l’extension k = Q ou F ((X)) .
On a le lemme suivant.

7. - Si u u-1, alors u = û et si u = 
w .

Considérons la suite croissante ( j), 0  j  s , extraite de (}jL ) .
telle que io = r, is j= o, ij ij 1 et, d’une part si

= u, I..L . 1.. J 
= 81. 

J 

= on a
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On voit que les sommets du polygone de Newton de n o(Y) (indexés par des en-

tiers i ~ 1 ) autres que (0~ 0) et (n~ + ~)~ sont parmi les

points i. (n-p ij, i. -n) du plan réel tels que, si (n-pj, ij-n) et

(n - p ij’ ij’ - n) sont des sommets contigus j’  J ? alors j’ est le plus
grand entier tel que

Soit s le nombre des points (n - p. - n) , 1 ( 1  i 1, situés sur
q 1 i 1 q ’ q+

le segment joignant, (n - p q , i - n) à (n - p q+1, i - n) . Considérons

J3. E ii tel que 03B2piq+1i = b # on a wE(03B2i) = 0 et il exuste 03B1 E K tel que

1 03B2i)&#x3E;0 ° 

l pi m i 

wE (03B1i- 03B2i) &#x3E; 0.

LEMME 8. - Ôn a

est l’ensemble des racines du polynôme

COROLLAIRE.

(ii) Si la valuation p-adique de v est  1, on a n v =2014B-r e et
201420142014201420142014201420142014.2014 201420142014201420142014 q 2014~. 20142014~. q q p - 1 0 -

r = p .

Réunissant les théorèmes 2 et 3, on a le théorème suivant.

TEEOREME 4. - Soit K un corps local, et soit P E un polynôme d’Eisenstein

séparable de degré (e, p) = 1 .

Toute extension telle que E = avec pen) = 0 , est primitive si,
et seulement si, ;

(i) ou bien r = 0 , et n=e est un nombre premier.

(ii) ou bien c = 1 , et

a pour tout u , 0 E u  r , ( o- r)/(pr- 1)  ( u- r)/(pr-
(b) do étant le dénominateur de l’ unique nombre de ramification propre
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v

vo= ( o- r)/(pr-1) 03B1o le plus petit entier tel que p o 1

f =[S:F],03B2u la classe de b dans E et U étant l’ensemble des en-

tiers  tels que ( u- r)/(pr-P ) =vo; le polynôme de Ore So=
est irréductible dans (p’.] .

EN RESUME: Les extensions primitives séparables d’un corps local K sont

2014ou bien les extensions non ramifiées cycliques de degré un nombre 
** ou bien les extensions totalement ramifiées de degré un nombre premier distinct
de la caractéristique résiduelle p de K;

- ou bien les extensions totalement ramifiées de degré une puissance de p, véri-

fiant les conditions ( ii) du théorème 4.

Dans sa note aux Comptes rendus [4] Marc KRASNER donne la liste des extensions

primitives de degré 8 de Q .
L’exposé suit d’assez près [3] sauf que l’on se place dans la situation générale

des corps de valuation discrète complets, ce qui impose la modification de certaines

démonstrations. Dans [3], Marc KRASNER donne également des conditions peur que deux

polynômes d’Eisenstein définissent la même extension.
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