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INDICE D’UN OPÉRATEUR DIFFÉRENTIEL LINÉAIRE p-ADIQUE D’ORDRE 1

ET COHOMOLOGIE p-ADIQUES

Philippe ROBBA (

Groupe d t étude d t Analyse ultramétrique
(Y. G. P. ROBBA)
9e année, 1981/32, fasc. 3, n° J15, 10 p.
Journée d’Analyse p-adique
[ 19 82. 

septembre 1932

[Université Paris-Sud, Orsay]

Motivé par des travaux récents de ADOLPHSON et SPERBER sur des cohomlogies

p-adiques associées à des som,es exponentielles mixtes j’ai fait une

étude systématique des cohomologies analytiques p-adiques d’une variable.

Dans cet expo sé, j’indiquerai une formule permettant de calculer l’indice d’un opé-
rateur différentiel agissant sur les fonctions analytiques dans un disque, et je don-

nerai quelques exemples d’utilisation de cette formule (§ 1). Puis je mntrerai que
les cohomologies analytiques p-adiques de Dwork sont finies, et j e calculerai leur

dimension. Je ferai également une comparaison avec les cohomologies algébriques (2 2)

J’indiquerai comment ces cohomlogies sont utilisées dans l’étude des sommes expo-
nentielles mixtes, et l’on retrouvera en particulier un résultat de sur les

fonctions L (9 3) . J’indiquerai également comment on peut obtenir des estimations
des valuations p-adiques des zéros des fonctions L (§ 4).

Toutes les démonstrations et une bibliographie plus détaillée paraîtront dans un

prochain article 

1. Indice dans un disque.

Soit K un corps valué ultramétrique complet dont le corps résiduel K est de

caractéristique 0 . Soit Q une extension valuée complète dont le corps rési-
duel a est transcendant 

1.1 Indice d’ un opérateur linéaire.

Soient E et F deux espaces vectoriels sur un même corps. Soit D une applica-
tion linéaire de E dans F. On dit que D a un indice si son noyau est de dimen-

sion finie et son image est de codimension finie. L’indice de D est alors le nombr

~(~ 3 E , F) = dim Ker D - codim Im D .

On voit que l’indice de D est la caractéristique d’Euler-Poincaré du complexe

(*) Philippe ROBE§ 133 rae Nationale, 75(1) PARIS.
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1.2 Point et disque générique.

Soient et r 1’2 "* 1 . On dira que 1e point t de la circonférence

c( c , r) == K ; 1 x - cj = r) est un point générique si le disque ouvert

B( t , r-) , contenu dans C( c , r) , ne contient pas de point algébrique sur K.

(L’existence de t résulte de l’hypothèse faite sur Q ). Le disque r-) est

alors appelé disque générique.

1. 3 Formule d’ indice.

~ t .,
Pour c E 0, r = )Q ) ~ on pose :

= espace des fonctions analytiques dans le disque fermé B(c ~ r+)
c 

~2014 _ _ .. n

H c (r*) == espace des fonctions analytiques bornées dans le disque ouvert B(c ~ r )
= (f = 1 an(x - c) e 03A9[[x]] ; supn | an| r  + ce) .

Soit I) = a -r- + b avec a , b = K[x] . On pose :

si cet indice existe.

Pour a E on pose :

r) = if zéros de a dans le disque B(e, ?) .
c

On note p (D , r) le rayon de convergence d’une solution u de Du = 0 au voi-
e

sinage d’un point générique t de la ci.,rconférence C(c , r) .
r

"" "

THEOR.E}I1:E. - Supposons que, pour r = ra’ rO)  i+1°rS, ££ r V°1-

sin de D est injectif, et a un indice dans H (.?), p (D , r) est une
- , c c

fonction continue de r , et l’ on a

Remarquons que puisque D est injectif

1.4 Exemple.

On prend K == C .
-P

Etudions le cas considéré par DWORK dans son étude des sommes de Gauss j[Dvj’ On a

1~opérateur

La solution formelle de D est exp(- rrx) . Donc au voisinage du point t

avec = ~r ~ D a la solution
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Posons x=t+y,

Comme OE ~ (1 + a rayon de convergence )t) = r et exp(2014 ny) a ray-

on de convergence 1 . Donc

la valeur pour r = 1 s’obtient par continuité. On peut appliquer le théorème pour
r &#x3E; 1 , et l’on en déduit que, pour r &#x3E; 1 ~ D ci l’indice - 1 dans I:L.(r") *

Si or ~ JJL B Z , (l + a rayon de convergence y2014i- p-1/(P-l) et donc

Avant de donner un exemple moins trivial nous allons indiquer quelques propriétés
de l’indice d’un opérateur différentiel.

1.5 Propriétés de l’indice d’un opérateur différentiel.

On considère ici des opérateurs différentiels d’ordre quelconque à coefficients

polynomiaux.

/ ~

THEOREME. - Soient D et des opérateurs différentiels linéaires à coefficients~ - - " ~ *"" -- - - 

.*. .- - - 
 = - 

-- "

dans KJ[x] . Supposons que, pour tout r e [r-. y r.] (et. r e |03A9| ), I) et n

n’ont pas de solution analytique dans tout le disque générique de C(c ~ r) . Alors

D et 0394 sont des indices dans H (r") et.

(i) pour r0  r  r’  on a 0  x-c(D , r)  x+c(D , r)  x-c(D , r’) ,

(iii) considérons une partition de B(c ; f) en classes résiduelles distinctes :

B(c , r+) = 11 B(ci ’ r-) , alors xci (D , é) 
= 0 pour presque tout i, et l’on a

x+c(D , r) = 03A3i x-c(D , ) .
’~ i c .

Observons que si a E K[xJ , la multiplication par a a un indice dans

qui est - onr= (a, r) . il ne faut donc pas s( étonner si les propriétés de la fonc-

-tion X (D , r) ressemblent à celle de la fonction.. ordÔ(a , r) .
c c
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1.6 Comparaison des rayons de convergence des solutions au voisinage d’un point et
&#x26;n voisinage du point générique.

Un corollaire du théorème 1.3 est la propriété suivante~

suppose que les hypothèses du théorème 1. J sont satisfaites et que

de plus rO) = 0 (c’est-:à::dire: D n’a pas de singularité dans B(c, r"*))
Soit p le rayon de convergence d’une solution u de D au voisinage de c.

Alors 03C1  03C1c(D , r0) et o = r0) si, et seulement si, ~-c(D, ro) = 0 .

il résulte de ce théorème et du théorème 1.5 (iii) que pour presque toute classe

résiduelle du disque B(c , r~) le rayon de convergence d’une solution de D est

égal au rayon de convergence d’une solution au voisinage du point générique.

1.7 Exemple.

On prend K = C , D = 2014 - ;&#x3E;-1 . Une solution u de D près de test
u(x) = tP)/p) . Posons x = t + y ,

Pour ) tl = r  1 , c’ est le facteur qui a le plus petit rayon de con-

vergence et donc r) = p-1/(P-1) . 
’

Pour = r &#x3E; 1 , c’est le facteur y) qui a le plus petit rayon de

convergence et donc po(D , r) = p-1/(p-1)/rP-1 .
Le théorème 1. 3 s’applique si r)  r . Donc : si p-1/(p-1)  r  1

si 1  r

D’après le théorème 1.5 (iii) on s’attend que, dans certaines classes résiduelles

de la circonférence 1) , l’indice de D ne soit pas nul. D’après le théorème

1.6, ce seront les classes où le rayon de convergence d’une solution de D sera plus

grand que p"~ 2014"* ~ .
Près de t = 1 , on a la solution

Il est bien connu que exp(y + a un rayon de convergence &#x3E; P" * il
en est de même des autres facteurs et donc aussi de u( 1 + y) . Donc x7~D ~ 1)  (3 

Il en est de même dans les classes résiduelles 2 , ... , p - 1 . Oïl a donc

)~*(D ~ 1-)  0 pour c = 1 , 2 , ... , p - 1 et
c
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et donc

1. 8 Généralisation aux systèmes du 1 er ordre.

Le théorème de Turritin permet de ramener un système différentiel près d’un point

singulier à une forme normale. La matrice de passage peut avoir un rayon de conver-

gence nul, mais l’on sait grâce à Baldassari que, si 3&#x26;e différences des exposants du

système ne sont pas des nombres de Lionville, le rayon de convergence n’est pas nul.

Dans un disque où la matrice de passage converge, le système initial et le système
sous forme normale auront même indice.

On sait calculer l’indice de notre système différentiel dans l’espace vectoriel des

polynômes (indice algébrique). Si pour le rayon choisi l’indice analytique (c’est-à-

dire, dans l’espace des fonctions analytiques, dans le disque considéré) est égal à
l’indice algébrique on saura donc calculer l’indice analytique. Or on peut montrer

que l’égalité de ces indices se déduit de l’égalité des indices algébriques et ana-

lytiques pour certains opérateurs différentiels du 1er ordre. Les dernières vérifi-

cations peuvent donc se faire el! utilisant les résultats précédents.

2. Cohomlogies de Dwork.

2.1 Cohomologie rationnelle.

On prend K = C . Soit S un sous -ensemble fini de F(C 1 avec ~ ~ S . Soit

f (x) avec f) gauss = 1 , et supposons que les pôles de f appartiennent à S.

Soient E C , 1 i  S . Posons
i ~-P 1 

".

avec

Soit f l’espace vectoriel des éléments de C(x) qui ont leurs pôles dans S .

Alors la différentiation d envoie l’ espace Fr dans l’espace des différentielles

FE dx parce que F’/F La cohomologie rationnelle est l’espace

Ff On désire calculer 

Ce problème se ramène à un problème d’indice pour un opérateur différentiel. àl

effet on a un isomorphisme naturel entre f et FC défini par la correspondance

u )2014-&#x3E; De même, on a un isomorphisme naturel entre f et F dx défini par

la correspondance u Fu dx . Alors à l’ application d : Fr dx corres-

pond 2014&#x3E; C définie par D = F-1 . d dx . F = d dx + F’/F . Par
conséquente calculer équivaut à calculer codim Im D dans p .

Nous allons calculer l’indice âe D dans C dans une situation un peu plus 
rale.

Nous abandonnons l’ hypothèse que les pôles de f appartiennent à S, et nous ne
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supposons plus que les ai appartiennent à S. Alors F’/F peut avoir des pôles
en dehors de S . On choisit P e C [x] tel que on considère ltopé-
rateur différentiel D = P d dx + = o d dx . F .

différentiel D = d dx . F a dans f l’indice

2. 2 L’espace poignard de Monsky-Washnitzer.

A x B(O , : 1-) , Où les 1-) sont des classes rési-

ruelles distinctes. L’espace poignard ? (A) de Monsky-Wasnitzer est l’espace des

éléments analytiques sur A surconvergents c’ est-à-dire qui se prolongent sur un

ensemble de la forme A = B(0 ; (l + e)+) - A B(c . , (1 - e)-) où e &#x3E; 0 n’est
g 

J 

J
pas spécifie.

2. 3 Cohomologie analytique.

Soit F au début du paragraphe 2. 1. On suppose que 

~’’ (A) , et il en résulte que la différentiation d envoie .2 0 = (A) dans

l’ espace des différentielles 01 = dx . La cohomologie analytique est l’espace
1v = fi On désire calculer dim Comme dans le cas de la cohonnlogie ration-

r, e l l e, on a ’(+ ( A) (A) a

Jomm.e précédemment on va calculer l’indice de D dans H+ (A) dans une situation

peu plus On lm suppose pas que les pôles de f et les n :partien-

nent pas A . On choisit P ~ C [x] tel que PF’/F E R+ (A) , et l’on considère

l’opérateur différentiel D = PF"- c d dx . F .

On notera ’A f) la réduction de A (resp. f) dans le corps résiduel

(resD. F~~(x)) . c

On suppose que l’opérateur différentiel

7’B = F g dans R+(A) , l’indice

2.4 Comparaison des cohomologies rationnelles et analytiques.

Supposons que S ri A = Alors  ’J(+ (A) , et l’on a par conséquent une appli-

cation canonique W =£/D£ 2014&#x3E; W = R+(A)/DR+ (A) .

Une question importante est de savoir quand cette application définit un isomorphis-
33e de " aur W .

Cette question est entièrement résolue par le théorème suivant (et les calculs d’in-
dice; effectués précédemment).
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Soit 15 un espace métrique complet (ou une limite inductive de Fréchet)
Soit F un sous-espace vectoriel dense dans E. Soit D un homomorphisme de E

tel que D(F) ~ F . Supposons que D ait un indice dans E et dans F . Alors

x(D , E) ~ x(D , F) . Si l’on a x( ~ ~ E) = x(D , F) , alors et F/DF sont

iàoorphes, et un supplémentaire de DF dans F est un supplémentaire de DE dans

E .

Pour pouvoir appliquer ce théorème, il faut que f soit dense dans K (A) . Ceci

a lieu si, et seulement si, S a des points dans chaque classe résiduelle non con-

tenue dans A, c’ est-à-dire que, pour tout j, S n 1-) ~ # (rappelons que
00 ES) . 

3. Application aux sommes exponentielles mixtes.

Soit p un nombre premier9 et soit q = pm . On dénote par Tr 
r 

la trace absolue

F r --&#x3E; F . Soit 03B6 une racine primitive de l’unité dans C . On considère

le caractère additif

On considère le caractère multiplicatif

Observons que si, pour x E F ! -. Xl (x) = Teich x , alors, pour x E F 
r ,

F (x)) . (Nous notons ~ le caractère multiplicatif pour nous 

mer à la ceci n’a bien sur rien d voir avec l’indice d’un opérateur).

Soit g E !q[x], g f. 0 . Soient f , h e !q(x) telles que les plUes de f , les

pôles et les zéros de h soient des zéros de g .

On considère les mixtes

auxquelles est associée la fonction L

C’est un résultat classique A. que L est un polynôme sauf dans

le cas trivial (équivalent à f = Cte h = Cte ). De plus, si l’on pose

et, pour x e Z ,

on a
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Nous allons indiquer comment les sommes mixtes et la fonction L sont liées aux

cohomlogies de Dwork, et nous allons retrouver la formule pour deg(L) en utili-

sant les résultats du paragraphe précédent.

Nous faisons l’hypothèse g(O) = 0 .

On considère des relèvements g e C [x] , f* , h’ E C (x) de g , f , h respec-

tivement, tels que les de f et h soient des relèvements des pèles de f

et h .

On pose A = (x |x|  1 et 1) . Alors A est du type considéré

2. 2, les classes résiduelles manquantes étant les zéros de g . On lui associe

son espace poignand X+ (A) .

On pose F(x) = h*(x)-1/(q-1) exp 03C0 f*(x). (Dire qu’on n’est pas dans le cas tri-
vial équivaut à dire que F 4 »l~ (A) ) . 

_

Il résulte du fait que g E F [x] , que, E~ (,1) , la fonction ((,)
définie par

est un élément de H+ (A) . L’ application 03C8q est un inverse à gauche de l’ applica-
tion de Frobenius 03A6q ô 03B6(x) 1--&#x3E; ç(xq) . 

q

Définissons formellement

Il est clair que D envoie ? (A) dans lui-même (car D == x 2014 + xF’/F et

F’/F e C (x) et n’a pas de pôles dans A ). On peut également interpréter a comme

une application de + (A) dans lui-même (on écrit ce = .ç O (Ç -I F) et ,

interprète 03A6q(F-1) F comme un élément de H+(A) ). 

Notons que # transforme une fraction rationnelle en fraction rationnelle (toute-
fois en changeant les (F-1) F n’est pas une fraction rationnelle,

par conséquent l’opérateur 03B1 n’agit pas dans l’espace des fractions rationnelles,
et c’est pourquoi on doit considérer la cohomologie analytique et on ne peut pas se

contenter de la cohomologie rationnelle.

Posons W = 3~ (A)/IK’ (A) . On vérifie que le diagramme suivant

où Q’ est défini par réduction, est commutatif.

On montre, en utilisant la formule de trace de Monsky-Reich, que
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et par conséquent

vu du diagramme commutatif on en déduit

Par ailleurs or ayant un inverse à droite (qui est formellement F o ç e 1iC~) ,
c. est surjectif et donc 03B1 aussi ce qui implique que det( 1 - ta) (et donc la

fonction L ) est un polynôme de degré égal à dim W . On conclut alors en utilisant

le théorème 2. 3.

4. Estimation des valuations D-adiques des zéros de la fonction L.

Nous allons indiquer comment il est possible d’estimer les valuations p-adiques
des zéros de la fonction L.

Pour simplifier nous considérerons le cas où q = p (dans le cas q = p , 1,

il faut utiliser la théorie des applications semi-linéaires), g(x) = x, h(x) = 1
2014 iL

(donc on a à faire purement à des sommes exponentielles) et f(x) = L..-i=-d Üi x
avec d , d’:; 1 , p  d , P / d’, Ü -d f: 0 , ud ~ 0 .

On prend les relèvements g (x) = x , f (x) = I.- d u x avec Ui = 
Pcr conséquent, A est la circonférence C(O, 1) , est l’espace des

séries de Laurent appartenant à Cp[[x , 1 x]] qui convergent dans une couronne non

spécifiée e  x(  1/ e avec e  1 .

Ici D est injectif et, d’après le théorème 2.3y on a = d + d’ .

Soit C = 1 x] . D’après le théorème 2. 1, on a x(D , f) = - (d + d’ ) .

Comme l’indice analytique est égal à l’indice rationnel d’après le théorème 2.4,
les deux cohomologies sont isomorphes et un supplémentaire de D f dans 1" est un

supplémentaire de dans ~ (A) . On vérifie sans peine que 

forme une base d’un tel espace supplémentaire par passage au quotient, définit

une base de ’4 .

A partir de -3- -t- 
TI x f (x) = x rr peut

déterminer les coordonnées (ani) de x dans la base B , c’ est-à-dire

Par ailleurs si ç (x) = Z~ c X + (A) , on vérifie que
n

Enfin

Soit r = (03B3ij) , - d  i  d’ - 1 , - d  j  d* - 1 , la matrice de l’applicatio

quotient Gf dans la base 13 j, c’ est-à-dire que l’ nn a
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On déduit de ces différentes formules

Ces formules explicites, du courage, et quelques calculs, nous permettent d’obtenir

des estimations des valuations p-adiques des coefficients y...

Comme les valeurs propres de ex sont les inverses des zéros de la fonction L,
on peut en déduire des estimations des valuations p-adiques des inverses des zéros

de L.

Cc programme mené à terme (pour p # 5 ), , dens l’exemple ci-dessus, nous a permi
de montrer que :

Le polygame de Newton des valeurs propres de 03B1 est au-dessus du polygone de
Newton qui a ls pentes

et les extrémités de ces deux polygones désigne la "partie entière")

De plus~ si p = 1 mod d’ (ou d’ = 1 ) et si p = 1 mod d (ou d = 1 ) ,
alors les polygônes coïncident, c’ est-à-dire que les valeurs propres (wi) ,

? p euvent être ordonnées d e sorte que
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