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LES POLYNOMES D'HECKE. THEORIE p-ADIQUE
(d'aprés B. DWORK et A. ADOLPHSON)

par Hernando Enrique SIERRA-MORAL:S ()

Soit p un nonbre prenier, p >3 . Soit gp la couplétion de la clbéture algé-
brique du corps des nombres rationnels p-adiques. Soit F_ 1la clfture algébrique
du corps Ep . Soit A e;EP , N#0, 1 .0nnote par s 1l'ordre de A , clest-

a~dire
s =ord(X) = inf{seN; el }.

On consideére la fanille de courbes elliptiques de Legendre définies sur le corps

Eps et d'équation affine ?k

(0.1) E, : y2 -x(x - 1)(x - &) =0 .

I1 est bien connu que la fonction zéta associde a cette famille de courbes ast ds

la forne
(- () M) - (X)) T
(0.2) Z(A, 1) = e .l B ™) .
(1-9°1)
On va étudier 1l'expression

(0.3) Hk(T) =T I:I_ [ﬁ (1 - rcd('/'\)j ng('&)k~j Ts)]—l/s .

821 o;i(ﬂ)=s 3=0 - '

0,1

IHARA [Ih-1] a déuontré que de telles expressions sont relides aux polynénes
d'Hecke. Par la suite, DWORK [Dw-1] a nontré que H  pouvait s'interpréter 2
1l'aide de ses cohomologies p-adiques, et ADOLPHSON [Ad-17 a uené & bien le pro-
granniie de DWORK pour calculer le degré des polyndmes Hk at établir leur équa-

tion fonctionnelle.

La variation de la cohomologie de EA est conmandée par 1'équation différentislle
de la fonction hypergéonétrique 2Fl(;}; , %, 1, A) . Ici, au lieu de travailler
avec l'opérateur différentiel d'ordre 2 associé a 2Fl(i.jg , %, 1, \) comne
DWORK et ADOLPHSON, nous travaillerons avec le systéne différentiel d'ordre 1 as-
socié. Ceci siuplifie 1'exposition et permet d'éviter le recours au reléveuent ex-
cellent de Frobenius et pernmet de ne pas avoir & exclure les classes supersingu-

lidres. Nous allons

*
(") Hernando Enrique SIERRA-MORALES, Institut Henri Poincaré, 11 rue Pierre et
Marie Curie, 75231 PARIS CEDEX 05,
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(i) @Suontrer que Hk est un polyndne,
(ii) déteruiner le degré de g,

(iii) établir 1'équation fonctionnelle,
Je reuercie vivement Philippe ROBBA qui m'a ouidé dans ce travail.

L. Etude de 1a fonction zéta & 1'aide des cohonologies de Dwork.

(1.1) Cohouologie rationnelle. — Soit A le reldveuent de Teichmiiller de A ’

noté A := Teich(R) .

o 1 1 1 : .
Soit Ek g= gp[x Rl R M — EJ l'espace des fonctions rationnelles avec
A
ses pbles uniquerient en 0 , 1 ,-% et «,

Soit F  la fonction définie par FA(X) := Jx(1 - x)(l - Ax) .
On considére le complexe de De Rhan (CA)

d
(CX) 0 ——> FA(X) £, ——> Fk(x) ﬁx dx —=> 0

ob d désigne la différentiation

a(F (x) ulx)) = (% (®,(x) u(x)) ax .

Alors, d'apres [Dw-3], W = F‘A(x) £, dx/d FA(X) £ est un gp(/\) -module diffé-

rentiel libre de rang 2 , avec une base (pour la cohonologie ratiomnelle)

w (1) = [F,(x) ax], w, = [P,(x) 2]

ou [FA(X) u(x) dx] désigne 1'inage de la forue différentielle Fk(x) u(x) dx

dans l'espace quotient W .,

(1.2) Cohonologie analytique. - Soit

4 =80, 17 - (80, 1) uB(1, D) UBE, 1))

ou Blec, 1¥) est le disque ferné de centre c etderayon 1 , et Blec, 1) est
le disque ouvert de centre ¢ et de rayvon 1 .
Soit 3§(Ah) 1l'algebre de Banach des fonctions analytiques p-adiques sur Ay

surconvergentes.
On considére le couplexe de De Rhan (CA)

(c 0 -->TF,(x) ?@T(AA) NS F (x) mT’(AA) dx -=—> 0 .

\)

On utilisera librement les résultets de [Ro-17], [Ro-2] et [A4d-2]. I1 en résulte
en particulier que la cohouologie analvtique et la cohonologie rationnelle coineci~

dent W= 7 (x) #(a) ax/ar, (x) RT(A—A) .
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8
(1.3) Bxpression de la fonction zéta. — Si ord(X) =s , W= , et du fait

que

F. (x )
—F—,TX_T_ER(A)

on sait, d'aprés [Dw-3], définir les applications Dwork Dugs ’ Dw;s telles que

Dwgs o Frobgs p° TIdentits,

i

1
'Dubs ° Frob;s = ps Identité,

ol Frobgs et Frob;s , sont les applications Frobenius sur le couplexe de De
Rhan (C,) (voir [Dw-3], [Ro-43; [Ro-1]).

Ainsi, par passage au quotient, il existe une application aﬂs)
(1.3.1) oL£5) e w

telle que le nunérateur de la fonction zéta est

(1.3.2) dot(1 - 1) = (1 - () DU - (D) 1)

2« Variation de la cohomnologie.

(2.1) Systine différentiel associé a 1(3 , 5, 1, A) ., - On considdre nainte-

nant A comue une variable, et QP[A 'X’ 1 ] conite l'espace de constantes.

Ainsi le nodule différentiel W ,
1 A}
W= (F (x) £ ax/aF,(x) ), ~F,(x) ®(4,) ax/aF,(x) ¥ (&)

peut &tre considéré corme un module différentiel libre de rang fini égal a 2 sur

[A , i y T— ] , la dérivation sur W étant abtenue par passage au quotient de
l‘appllcatlon é%- sur F. (x) % (A ) dx . (Car 'EX od=4d e g% et donc é%- dé-

finit un norphisnme du couplexe C, .)

LEME 1e- W estun GLA, x, 1]--module différentiel libre de rang 2 .

Une base pour ce uodule dlfferentlel est

(2.1.1) w, (1) = [F,(x) ax] '2<A>~[F (x) 7227 .

La natrice de dérivation pour cette base est

-2 - 1/2
A A

(2.1.2) U(A) =1 5/2 -1 | S
1 - A 1 - A

Ce nodule différentiel a trois singularités réguliéres, O , 1
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.
Remarque. - Le systéme différentiel d'ordre 1
2
(2.1.3) I - U(A)

est le systime différentiel associé 2 2Fl(% y X, 1, N .

(2.2) Structure de Frobenius forte d'ordre 1 . — Puisque

P (=)
A T
A RRLECUE
A
on nontre, comme précédeuent, que 1l'on peut définir une action de Dwork du complexe

de De Rhan C, , dans le conplexe de De Rham Cho s ou

% d
(C,\p) 0 ——> F_/\p(x) ®(4) =>F

et donc, par passage au quotient, il existe une apnlication

.i-
Ap(x) %(4,) dx —> 0 ,

2.2.1 alA) ¢ W, ==> W .
(2.2.1) () 2 Wy -

Soit B=38(0, 17) - (B0, 17) uB(1, 17)) , et considércns 1'algdbre de Bamach

2@(3) des fonctions analytiques p-adiques sur B surconvergentes.

DWORK a déuontré ([Dw-2], [Dw-3]) que la matrice A(A) de 1'application o(A) ,
relativenent aux bases (wl(k) , wQ(A)) et (wl(Ap) , wz(kp)) , a ses coefficients
dans J@T(B) .

Considérons le module différentiel

Ve #'(B)
¢ [Akmr]
ﬂp PA? 1

cot.e un ﬂ?(B)-qmdule différentiel que 1'on notera encore W .

Le fait que les coefficients de A(R) appartiennent a MF(B) peut s'exprimer de

la fagon suivante.

LEMYME 2.~ W est un Hﬁ(B)-qnodule différentiel libre de rang 2 wuuni d'une

structure de Frobenius forte d'ordre 1 .

3. Interprétation des Ek & partir de la cohouologie associde aux puissances sy-
nétriques du nodule différentiel W . |

(3.1) Puissances symétriques du module différentiel de 1'opérateur différentiel

hypergéonétrique. - Soit Sk(W) la k-idwe puissance synétrique du RT(B)-nodule

différentiel W . On considére le conplexe de De Rhan , Ou

Dy
(n,) 0 —> 5, (W) NN 5,(W) ar ->0 .

LEMME 34— Soit un noubre entier k, k >1 . sk(w) est un % (B)-module diffé-

rentiel libre de rang fini k + 1 , nuni d'une structure de Frobenius forte d'ordre 1.
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Déronstration. - sk(w) a seuleuent trois singularités réguliéres 0 , 1 et =

puisque c'est le cas du %T(B)—n:odule différentiel W .

Puisque W adizet une base

o o
w (1)
alors _
v vo(#)
AT .
»vk(Al

est une base de S, (W) , o8 V3, §=0,1, .. ,k,v. = vj(k)==Wf(h) WQCIOk'i

J
Couize W est muni d'une structure de Frobenius forte, l'application qk(K)
(3.1.1) ok(§) : s, (W) —> s (v

AP)

produit tensoriel syuétrique d'ordre k de 1l'application «(A) est un isomorphisme.

La natrice Ak(A) de 1l'application o (A) relativenent aux bases vy et v,p
a donc ses coefficients dans 1l'espace %T(B) . Cette natrice est dite natrice de

Frobenius. Donc Sk(W) est muni d'une structure de Frobenius forte dlordre 1 .

(3.2) Espace de cohonologie associé & D + - On a d'une part Kerg () a= {0} .
x

D'autre part, coune sk(w) a seuleuent des singularités régulicres 0 , 1 et
© , puisque c'est le cas pour W , on peut donc appliquer les résultats de Christol-
Adolphson ([Ch-1], [Ad-1], [Ro-2]) pour en déduire que si V) = sk(w)/dsk(w) est
1l'espace de cohomologie associé a Dk , alors

din V, = rang sk(w) (Nonbre de trous de B - 2 )

ol rang Sk(W) =k +1 et Noubre de trous de B =3 , ainsi

din V= (k+1)(3 -2) =k + 1.
(3.3) Application de Dwork sur le couplexe D+ - Si
Yo
vV = :
Tk

-

' T k s s
est une base de Sk(W) et si u-= (a y see g uk) € (gﬁ(B)) +1 , on définit les
applications de Dwork (1es inverses des applications de PFrobenius & facteur p-

prés)

Dwg : sk(w) - sk(w)

par
0 .
pr : UsV —=> D Y(E_Ak(ﬂ))-v ’
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et de néue, on définit
1
» A —— T, 3
pr : sk(w) aA == sk(v) ar
par
1 dA . dA
pr P UV -x > Y(}&' Ak(/\)).v X

avec Y 1'opérateur [Dw-3] tel que

' 1
(3.3.1) v(g) () == 2 &(t);
P LP_
t¥=Y
ces deux applications ainsi définies ont la propriété d o Dwg = Dw; ° d, par pas-

sage au quotient, ceci définit une apnlication v

(3.3.2) ERAE
ou V, = sk(w)/dsk(w).
PROPOSITION 1.
(3.3.3) | det (1-1y) =5 (D) .

Déuonstration. - Soit vy : V, --> 7V, 1'application définie en (3.3.2).

On sait que Yy est un opérateur & trace, et d'aprés la fornule de trace de
Dwork ([Dw=2], [Se-1])

(3.3.4) r(y) = - 2 Te(a(h),
AP=A
MO, 1
et égalenent
(3.3.5) Tr(Yj) == %'_ Tr(Ak’(j)(A)) ’
AP oA
MO, 1
ou
j-1
(3.3.6) Ak,(j)(”) =4 (M) 4 (W) Looa ().

Par ailleurs

.oqd md
(343.7) det(1 - Ty) = exp(- ?;1 Tr(y?) 7r) = exp(- 2 @15; 1 Tr(Ak,(j)(X)'TT)))

A
A0, 1

puisque, lorsque )\ps = A
Aky(ms)()\) - [AK’(S)(A)]U y Vo, m=1,2, ...

On déduit de (3.3.7),
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V © SD
(3.3.8) det (1 - Tvy) = exp( X > T ( (M) —
! o s=1 ord A=s : Ak , (ns) )) )
A= 'Ibich(_);)
20,1
ou encore

(3.3.9) det (1 -1Ty) = Tl T exlt 3 ayE (@)
i K s21 ord A=s P[S o1 Tr(Ak,(s)( ) n ]
A=Teich(?)
#0,1

clest-3-dire, coupte tenu de (1.3.2),

(3.3.10)  det (1-1Ty) = T ' ot (0 = 7° -1/s
) Y) g ord(ﬂ/\)‘s [det (1 - T Ak’(s)(A)]
A =T sich(X)

20,1

B N A S CRER O AL K DS /Ll
sz1  ord(X)=s J=0
A=Teich(7)
70,1

Ainsi det (1 « Ty) = Hk(T) .

COROLLAIRE 1, - Hk(T) est un polynbue de degré k + 1 .

DéLonstration. — En effet, <y est un isomorphisme de Vk , donc deg(Hk) = dim %{,

d'ol le corollaire d'aprés (3.2)

4, Equation fonctionnelle.

(4.1) Théorie duale. - On note

Ré := 1'algébre de Banach des fonctions analytiques dans la couronne

r < lX‘ <1 ( r non précisé).
Ri := 1'algébre de Banach des fonctions analytiques dans la couronne
r<|x-1l <1 (r <1 non précisé).

R; := 1'algébre de Banach des fonctions analytiques dans la couronne

1< |x| <i%- ( r <1 non précisé).

On définit aussi R'(B) = RY©R] OR! . Ona

(4.1.1) %T(B) R}, %T(B) CR!, RT(B) < R!

et par 1'application
+
N> (1, 1, 1)

1'algeébre mT(B) se plonge, diagonalenent, dans R'(B) .
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On considére le nodule différentiel sur R‘(B)

(4.1.3) §k(w) = Sk(w) 835'(13) R'(B)

et & partir du nodule différentiel

t T
(4.1.4) (W) := Hon (s, (W) #(B))

sk RT(B) k ’ 4
dual de Sk(W) (au-dessus de :}(’,T(B)) , on construit 1'espace

(4.1.5) élz(w) = slt(w) ®3€T(B) R'(B) ,

dual de Sk(W) (au—dessus de R'(B) ).

Ainsi §k(w) et éﬁ(w) sont deux R'(B) -modules différentiels libres de rangs

finis dgaux & k + 1

On définit, conme en [Dw-3], la forme lindaire sur R'(B) ("l'intégration sur le
bord de B "),

Si geRl(B) et g:(go,gl,gm) avec §O€R6’, §1€Ri, §m€R;,

(4.1.6) fb% § dA := Rés(go) + Rés(%l) + Rés(gm) ,
avec '
Rés(go) =a_, si § = ZrEZ_ A%
Rés(gl) =a, si § ZrEZ_ a (1 - )"
-l Lo n
Res(gw) =-al si gm_Zrﬁéan NT o

D'aprés [Dw-3], 1l'intégration sur le bord de B nous pernet le lenre suivant.

LEMME 4.,

(i) La forne bilinéaire

R'(B) x R*(B) —> "Qp
(g, M) = ENAA
“ra*B

net en dualité R'(B) avec lui-uéme

(i) #'(B) est son propre polaire dans cette dualité

et

et

(4.2) Application synplectique. - On consideére les conplexes de De Rhan

at

Dkoh

t

() 0 —> 8.() S siw) ar —> 0

et
(13;) 0 —> §1Z(W) 4 ‘s‘;(w) dA —> 0 .
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On net en dualité Sk(W) et Sk(W) dA par la dualité notée ( , )

%
sk(w) x 8, (W) ar —— o
(4.2.1)
(M, 1 an) (- M, N an .
IaTB '

On et aussi en dualité Sk(W) ar et é;(W) par la dualité, notée encore ( , 7,

A ) ~t
S () ak < 5 (W) —=> ¢
(4.2.2)
. ¥* . 3%,
(gar , &) j—=> [ 4 (5, 8)dr.
d'B

I1 résulte du lenue 4 que S;(W) dA  est lt'espace nolaire de Sk(W) pour la
dualité (4.2.1), donc 1l'espace dual de Sk(W) peut s'identifier & l'espace

é;(w) dx/sk(w) aA .

Egalenent, l'espace dual de Sk(W) dA  peut s'identifier & 1'espace é;(W)/Sk(W).

Il est clair que, dans cette dualité, la transposée de la différentiation d est

- d . Cormae d envoie St

t 7’ .
k(W) dans Sk(W) dA , on peut définir, par passage au quo-

tient, 1l'application

d é;(w)/s;(w) _— §;(w) dA/SE(W) an .

On a observé que dans la dualité définie ci-dessus, la transposée de d est - d.
Il en résulte que dans cette dualité Kk := noyau de d s'identifie avec 1'espace

dual de 1l'espace Vk t= Sk(W) ar/a Sk(W) , car d Sk(W) est ferné dans Sk(W) an .

Le diagranue comvutatif suivant (dont les colonnes sont exactes)

0 0
| L

0 —> s;(w) N S;(w) dA -—> 0
! i

0 - &(w) -4 &) an — 0

L e

at t d _ at A :
0 ——> sk(w)/sk(w) —_— fI(w) dA/Sk(W) dA —> 0
0 0
peut &tre interprété counue une suite exacte de conplexes.
La suite exacte longue de cohorologie s'écrit
t

d at -
(402.3) 0 —>FKer . d-->Ker,, d-=>K—=>7V -=>7V -=> Coker d —>0

sk(w) sk(w)

1ltapplication d est appelée application symplectigue..
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On en déduit la suite exacte

(4.2.4) 0 —>Ker,,  d -->Ker d —> Ker d —> 0 .

5.(w) éﬁ(w)

Nous savons que KerS:(w) d = {0}, et donc

(4.2.5) Ker d ~Ker , d.
sk(w)

Déteruiner Kerét(w) d équivaut & la déteriiination des solutions dans R'(B) du
k

produit symétrique d'ordre k de 1l'opdrateur différentiel

d2 1 -2A 4 1

4 = 1h2 TXNIT - K Ak T INI =N

associé & la fonction hypergéonétrique F(A) = 2Fl(% , 3,1, 7).

On note

(4.2.6) F(A) = :=o (_ﬁés_)ﬁ)z;\j

(4.2.7) B(A) := -2 §§=1<€?%%>2 (1 + &+ 5+ eoe + %) AJ

et Ao 1l'opérateur différentiel produit symétrique d'ordre k de 1l'opérateur dif-

férentiel 4 .
Comme en [Ad-1] et [Dw-1], on a clairement

KerR,(B) Zk = KerR(5 zk @ KerRi ik @KerR(:o 4k

et donc

dim KerR,(B) zk = dim KerRé Lk + dim KerRi zk + dim KerR;J zk .

LEMME 5.

R 2 si k dimpair
dim Ker 4 = dim KerR,(B> A = 3

6]
B

k pair .

Démonstration. — On sait que 1l'opérateur différentiel X , ol

@ 1-o2r 4 1

YRS ) @ I - R

admet comme base de solutions {F(A) , G(A)} ob
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|
M
—
r
(.
SNt
>

F(A) =

]

G(A) = P(a) 1og A - B(A)
o B(A) est définie en (4.2.7).

Alors une base de l'espace des solutions de l'opérateur différentiel jk est dm-

née par {Gka—J})j=O,l, e s ,k‘

Linsi toute solution g(A) de 1'opérateur différentiel Ak est de la forme

k k j j-1 8
.28 A) = A A) (L A .
(4.2.8) g(r) =2, o C[F (1og A)? + 29— B_(4)(1og 2)7]
On voit que g € Ré si, et seulement si, Cj =0 pour j=1, et donc les so-
lutions de ﬁk dans Ré sont les multiples de Fk . Par conséquent,

Du fait que l'opérateur différentiel 4 est stable par l'action A |-=>1 - A,
k
on en déduit que la seule solution de 4  dans R est F(1 - A)" et donc
(4-2.10) dinm KerRi Jak =1,

Du Tait que v(A) = N FC%) est solution de 1l'opérateur différentiel 4 au

voisinage de 1'infini, et du fait que

u(r) = ')P‘]/? u(—i—) (modulo p) .

On trouve que,

)Cké Fk(%o est solution de 4, dans R( ,

si k est impair, la seule solution de 4 dans R! est la solution identique-

si k est pair,

ment nulle.

Donc

Q
(4.2.11) dim KerR; b ={o

si k est pair
si k est impair .

Alors de (4.2.9), (4.2.10) et (4.2.11), on déduit le lemme 5.

(4.3) Action de Frobenius et de Dwork sur le complexe Dk « = Du fait que le mo-

dule différentiel Sk(W) est muni d'une structure de Frobenius forte dlordre 1

(4 3.3) et du fait que B est invariant par 1'action de Frobenius, on peut définir

~

les applications de Frobenius et de Dwork sur le complexe de De Rham Dk
A A d A
—_— W) ——— A = .
(n) . 0=-=>5. (W) —=> 8, (W) ar —>0

A at PP
Pour la dualité entre les complexes (Dk) et (Dk) définie au ¥ 4.2, on trouve

que les applications de Frobenius et de Dwork sont transposées 1l'une de 1'autre.
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Précisément on a le résultat suivant [ Dw-3].

~

3 Py
LEMIE 6. - 81 §e5 (V) et § € S;(W) » ona

(4.3.1) 5, Frovg(e),s” av) = [yr, (8 D" an)
(4.3.2) I (Frob)(8a8) , € = [ 1 (sans Do (5))
(4.3.3) [+, D) , & an) = Y Frob (€ dh))
(4.3.4) J!aTB (DwIl)(gd')\)A, £) = J"a,rB (EdA , Frobg(g*) )

(4.4) Equation fonctionnelle. — Comme le module F,(x) RT(AA) est canoniquement
isomorphe & son module dual F;l(x) QIAK) , 11 en résulte que l'application sym-
plectique ([Dw=37 § 2.5) définit un isomorphisme T entre le module diffdrentiel

t
Wx y dual de WA , et WK

(4.4.1) T 2 ‘Jf\ ——> WA. .

Cet isomorphisme définit aussi un isomorphisme entre wt

AY et Wkp que nous no-

terons encore T .

Par dualité, on déduit de 1'isomorphisme o(A) , défini en (2.2.3), un isomorphe

HOW

* . % "
B (A) ¢« W, == W
B (A) Wy —> »
et 1'on a (d'aprds [Dw-3], Théordme 4.7)
* .
(4-4-2) T © B ()\) =%a(/\) ° T o

3i 1'on considére maintenant le produit tensoriel symétrique d'ordre k, sk(wk) y

on a 1'isomorphisme & = Sk(T) ,

by SMUNIE sk(wf\) —> 8, (W)

t
et de méme entre Sk(wkp) et Sk(Wkp) .
* #
On vérifie facileuent que o = Sk(a) et By = Sk(B ) se correspondent encore
par dualité, et de la relation (4.4.2) on déduit

3+ 1
(4.4.3) 8 ° By =;‘1€ o © 8 .

De (4.4.3) et de la définition de 1'application de Frobenius sur S;(W) découle

inuédiatenent le lemme suivant.
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Lm‘lIVIE 7.
)
t
5,() —=Fm> 5, ()
Frobo FrobO
p 5 P

SP(0) —fms 5 (W)

. . \ ko N
le diagramme ci-dessus est com.utatif & un facteur p -pres, c'est-a-dire

. 0 k 0

(4.4.4) & Frobp =P FrobP ék R

Au ¢ 3.3, on a défini l'application vy : Vk —_— Vk comnie 1'application induite
par l'action pr sur le coumplexe Dk o« 31 1'on note ¥ 1l'application sur Vk
induite par 1l'action Frobp sur le complexe Dk , on a
(4.4.5) y ° B = p Identité.

Par passage au quotient, 6k définit l‘is&morphisme
(4.4.6) 6 : VS o vV

'k k?

o VP = st(w) ar/a st(w)
k Tk Kk

Donc le lemme 7 entraine le corollaire suivant.

CCROLLAIRE 2.

t b

t .
v, - Vk Vk —_— vk
t .t ,
Y ‘l l'{ B , l B
t 8 t 8
v, ——> vk vk —_— vk

. . . \ k .
les diagranmes ci-dessus sont commutatifs & facteur p -prés, c'est-a-dire gu'on a

t  k
S ey =p vy-°b
(4.4.7)

5 o3t = p¥Bos.

Conue S;(W) est stable par Frobg et Dwg , on obtient encore, par passage au
quotient, des endomorphismes

é;(w)/s;(w) LS §;(w)/s£(w)

et
At t Tronl  at t
sk(w)/sk(w) —2ZR sk(w)/sk(w) .

Puisque Dw, et Frob, sont des morphisues de conplexes alors Kk := Ker d est

stable pour les applications ﬁﬁg et F?Sbg .

<% %
Nous noterons ces endonorphisues de Kk s, Y et B respectivenent.

Le lermwe suivant découle de [Ro-3] ¢ 5.5 et du corollaire 2.
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LENME 8. X
At
)
3 ot X
y 0y P Y
d t 6
K, >V, >V
et R
R T
b S
* R X
B8 l i 8 ‘{ p B
S By
K ™ > 'k

sont connutatifs.

Mais du lemme 8, il découle tout de suite le corollaire suivant,

COROLLAIRE 3.

B et Yy sont stables sur Im & ° a

3% * a
B et vy sont stables sur Ker & ° d .

On a vu au 9 4.2 que d et & ° d ne sont pas bijectives. Néanmoins & ° d éta-
blit un isomorphisre entre Kk/Ker a et Im(6 o a) . De plus, on vérifie facile-

uent que, dans la dualité entre Kk et Vk , Ker d est le polaire de Im(6 ° &).

_’ % A
Notons B 1'application déduite de B  par passage au quotient sur Kk/Ker d .

, i
I1 résuite du lerne 6 et de la remarque précédente que g est 1'application

transposée de 1l'application vy l In(d o a) . Ces deux applications ont donc wéme

polyndue caractéristique et donc
(4.4.8) H (1) = det (1 - T8 ) = det (1 - Ty | In(s » ) .
D'aprés le leune 8,

(4.4.9) det (1 - 'T.‘B*)

det (1- Tp~ 8 | (s » 4))

Cénpte tenu du fait que vy ° 3 = p Identité, on obtient
B (1) = det (1 - T8 ) = det (1 - Ty | Im(s ° Q)

—det(L - Ty | In(s o @) det (- pt 71 3| (s &)
K

Lol g = or® B ()

p - 1
= CT" det(1 - p
k+1 T

ou C est une constante, et
- R 3 si k pair
p = deg Hk = din Vk -~-dinKerd=k +1 -

2 gi k inpair.

Posons Pk(T) = det (1 - TB% | Ker a) « On a donc Hk(T) = Pk(T) ﬁk(T) , Ou ﬁk(T)

vérifie 1'équation fonctionnelle
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5 (7) = 1P § (——t
Lk(T) = CT Hk(;EITTE) .

Noug allons détertiiner le facteur trivial Pk .

(4.5) Facteur‘trivials - I1 s'agit de trouver les valeurs propres de l'opérateur

de Frobenius 8 agissant dans Ker a . Or nous savons déja au § 4.2 que

Ker a4 ﬁ’KerAt d Q‘KerR,(B) Lk °‘KerR(3 ﬁk c:KerR{.@k @Kerﬁg° Lk .

On a vu que Keng 4~ dtait engendré par F(A)k . I1 en résulte de [Dw-2], for-

nule (6.2.8), que F(A) est vecteur propre associé & la valeur propre (- 1§b—3/2,

et donc F(A)¥ est vecteur propre associé & la valeur propre (- 1)k(p-1)/2 . On

a vu que Kerp, 4 était engendré par F(1 - K)k . I1 résulte de [Ad-1] que
1

F(1 - K) est vecteur propre associé & la valeur propre 1 , donc F(1 - K)k est
vecteur propre associé a la valeu; propre 1 égalenent. Enfin on a vu que

z . z —k2 lk . _
KerR; %, était engendré par A F(¥)" pour k pair (et Kerp, 4 = {0} pour
w inpair) et encore en suivant [ Ad-1], on trouve que A”k/Z FC%)k est vecteur

propre associé & la valeur propre 1 .

Finalenent on obtient
(1 - (- 1)1{(35"1)/2 (1 - 7)° si k pair

Pl = (1 - (= 1)1{(1’"1)/2 1)(1 - 1% si k inpair.
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