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UNE GENERALISATION DU THEOREME DE TATE-SEN-AX

Jean-Pierre WINTENBERGER

Groupe d’Etude d’Analyse Ultramétrique
(1987-1988)

RESUME. Soit R un anneau noethérien intègre normal de corps des fractions F de caractéristique
O. On suppose que Ie schema Spec(R) peut être désingularisé. Soit F une clôture algébrique de F

et R la clôture intégrale de R dans F soit x un element de R. Nous prouvons que Ie sous-anneau

de la completion x-adique de R formé de ses éléments qui sont fixes par Ie groupe de Galois
est la completion x-adique de R1.

_ 2014 """ ~~

Soient R, F, F. R et x comme dans Ie résumé. Notons R et R les complétions x-adiques de

R et de R respectivement , R = lim ",I et R= Km 
",I Soit G Ie groupe de

Galois de G sur R se prolonge à R. Comme R est normal, Fhomomorphisme
’"" .:::::::..

naturel de R dans Rest une injection.

S Le schéma Spec(R). Supposons qu’il existe un ct un

morphisme propre biratiannel 03C0:Sreg ~ S. Alors ()G~ R.

PROPOSITION 1([1]) - Pour tout n~N, désignons par H1(G,R)(xn) le noyau de la multiplication

par xn dans H1(G,R)(xn), l’homomorphisme de

(x 
n+l. 

) 
étant induit par la multiplication par x . un

isomorphisme de -modules de ()G/ dans Tx(H1(G,R)).

Demonstration. Les suites exactes de cohomologie galoisienne associées aux suites exactes:

donnent des suites exactes :

1 Le texte qui suit est, à la remarque 4) Ie texte de la Note C.R. Acad Sci. Paris, L 307,
Série 1, p.63-65, 1988.
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qui donnent l’isomorphisme de la proposition. Le théorème résulte alors de la proposition
suivante :

PROPOSITION 2. - nne F contenue dans F, on note (3* son

groupe de galois, R’ la fermeture intégrale de R dans F’ et H1(G’,R’)(x~) le sous R-module de

II (G’,R*) sont tués par puissance de x. sous les hypothèses du

théorème, il existe un entier a, indépendant de F’,tel que xa H 1 (G’,R’) {x~} = 0 .

On peut préciser a. Supposons Notons 1’ensemble des idéaux premiers de

hauteur 1 de R contenant est donc un ensemble fini), Pour chaque 

notons la caractéristique de R/PR et a p un entier tel que ap===0 si si 

Soit a0 un entier ~aP pour tout Soit d’autre part ai un entier

tel q ue annule le R-module noethérien formé des éléments de qui sont tués par"° 8

une puissance de x. Alors, on peut prendre a = ao + al .
Un argument classique utilisant une résolvante permet de prouver que si y est un élément de

RB alors tr F’/F ( y ) annule En particulier, le degré [F’: F] de 1’extension F’/F annule

HBG’,R’).

COROLLAIRE.- Supposons R r le produit des nombres premiers divisant [F’: F].

Alors H1(G’,R’) est tué par r si 2 ne pas r, et par 2r si 2 divise r.

La demonstration de la proposition 2 utilise la propriété de pureté suivante :

PROPOSITION 3.-Supposons R associés au R-module H1(G’,R’)

sont de hauteur 1.

Remarques:

1 ) Comme H 1 (G’,R’) est tu6 par [F’: F] , H1(G’,R’)=(0) si Rest une Q-algèbre et on a 
.

-G .-.()G~ dans ce cas.

2) On connaît l’existence de Sreg et 03C0 lorsque R est excellent de dimension ~2, [2j.
3) Le théorème est un théorème de J. T. Tate lorsque R est un anneau de valuation discrete

complet à corps residuel parfait de caractéristique p, [3]. Sous les mêmes hypothèses que celles de

J. T. Tate, c’est un théorème de S. Sen que est tué par p, [ 1]. Si R est un anneau de

valuadon henselien à corps résiduel de caractéristique p, J. Ax a prouvé que est tu6 par
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p si p~~ et par 4 si p=2, [4].
4) Soit 0 un anneau de valuation discrete complet de caractéristique mixte corps residuel

parfait ; i on note K Ie corps des fractions de O. Soit R une O-algèbre plate, intègre, normale,
essentiellement de type fini. Soit R’ la fermeture intégrale de R dans une extension maximale non

ramifiée de R[ Soit F la clôture algébrique de F dans R’[ 0 la fermeture intégrale de

o dans F, et 0394=Gal(R’[1/p]FR[1/p]). Alors, G. Faltings
- 

J si Rest lisse sur 0 et R contient d unites dont les dérivées logarithmiques

engendrent ou d est la dimension relative de R sur 0.

- R’ ~[ lip ] = RO[ si R [ est lisse sur le corps des fractions K de 0, et R

contient d unites dont les dérivées logarithmiques engendrent 03A91
Démonstration de la proposition 3. Supposons donc R régulier et soit P un idéal premier de R . fl

s’agit de prouver que si la hauteur ht(P) de P est ~1, P n’est pas associé au R-module

Hl(G’,Rt). Comme Hl(Gt,Rt) est de torsion, (0) n’est pas associé à R. Supposons done ht(P)~2

; par localisation, on se ramène au cas ou R est local d’idéal maximal P. Soit 6 annul6 par P ; il

s’agit de prouver que 6=0.

Pour yE P, notons SuppR(y) l’ensemble des idéaux premier de hauteur 1 contenant y. On

voit faciiement que si Yl et y2 sont deux éléments non nuls de P, (y1,y2) est une suite régulière si

et seulement si 

Soit P, Comme P est de hauteur ~2, P n’est pas contenu dans P~ ni dans aucun

des idéaux P’E Supp~(x~, done n’est pas contenu dans leur reunion ([5] (I.B». 11 existe done

x2E P, x2~p2 et On a la suite exacte :

Soit relevant 8 . Soit i l’homomorphisme de R’/x2R’ dans Ie localisé

(R’/x2R’)x, Comme on a 

Par suite (x1 , X2) est une suite régulière dans R’ et i est injectif. i() est
entier sur R/x2R. Comme x103B4=0,i()~(R/x2R)x2 Comme x2EP et R/x2R est un2 

anneau régulier ([5] (17.F)), done normal. On voit done que et 8==0 ce qui prouve la

proposition.

Demonstration de la proposition 2. Supposons tout d’abord R régulier. Posons

I il s’agit de prouver que M est tué par X8. Comme M s’injecte dans Ie produit
de ses localises MP pour P parcourant les idéaux premiers associés à la proposition 3
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permet de se ramener au cas ou R est un anneau de valuation discrète. Soit alors P l’idéal maximal

de R. L’assertion est claire si x~ P ou si la caractéristique résiduelle de Rest nulle, puisque R est

alors une alors une Q-algèbre (voir la remarque 1 ). Supposons done que xE P et que la

caractéristique résiduelle est p;t:{) ; il s’agit de prouver que est tué par p si p~2 et par 4
si p=2. Lorsque R est complet, le théorème de J. Ax ( [4] ) permet de conclure. Pour R non

nécessairement complet, comme est un R-module de torsion et que R est plat sur R,
on a :

Soient P’ un idéal de R’ au dessus de P, R’ Ie comply de R’ pour Ia topologie P’-adique et
",.....

D’ Ie groupe de décomposition de P’. Le G’-module R’ø RR s’identifie au module induit

IndG’D’ (R ’) ( [6] Chap.2, Prop.4 ) , d’où: H (G’,R’) = H (D’, R ce qui ramène au cas ou Rest
complet et achève de prouver la proposition lorsque Rest régulier.

Pour achever de prouver la proposition 2, il suffit de voir que lorsqubn a une désingularisation

TI on a une suite exacte :

of : .OU:

- S" est la fermeture intégrale de relativement à Spec(F’) et f le morphisme naturel de
S" dans .

- est le faisceau coherent sur dont la restriction à tout ouvert affine

Spec(A) de est Hl(G’,A’) , où A’ est la fermeture intégrale de A dans F.
- si ~ Ker(H1(Sreg,QSreg )~H1(S",OS")) est représenté par un cocycle à la Cech

il existe avec alors, pour 

agi-gi ne depend pas de i et appartient à R’, et on associe à  la classe de 

dans H~(G’,R’),
- ie morphisme de dans est Ie morphisme défini par
localisation.
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