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UNE FORME CANONIQUE
POUR
LES GRAMMAIRES SIMPLES DETERMINISTES

par Bruno COURCELLE
Communiqué par M. NivAT

Résumé. — Cet article reprend I’étude des langages simples déterministes, introduits par
Hopcroft et Korenjak. Voici les résultats essentiels : tout langage simple, défini par une
grammaire, peut étre effectivement décomposé en un produit de langages simples atomiques
(c’est-a-dire de langages non produit de deux langages simples); tout langage simple est
engendré par une grammaire simple particuliére, qui ne dépend que du langage et que I’on
peut construire. C’est I’analogue de I’automate minimal d’un langage rationnel.

INTRODUCTION

Hopcroft et Korenjak ont introduit une classe particuliére de grammaires
de Chomsky, les grammaires simples dont 1’équivalence est décidable [2], [1].
Nous reprenons 1’étude des grammaires simples équivalentes : si N est I’en-
semble des non-terminaux d’une grammaire simple G, nous étudions la
congruence sur. N* définie par m = m’ ssi L(G, m) = L(G, m’). Nous en
déduisons : 1) que le monoide des langages simples est librement engendré
par '’ensemble des langages simples atomiques (i.e. ceux qui ne sont pas le
produit de deux langages simples), 2) une nouvelle présentation de 1’algo-
rithme de Hopcroft et Korenjak, 3) que deux grammaires simples équivalentes
dérivent d’une unique grammaire simple, dite canonique, par une transfor-
mation d’une certaine classe G de transformations des grammaires de Chomsky
qui conservent le langage engendré. Toutes les propriétés des grammaires et
des langages simples que nous énongons sont décidables. La grammaire
canonique d’un langage simple peut éire effectivement construite. Les notations
sont pour la plupart empruntées a [3] out ’on trouvera aussi la démonstration
des théorémes que nous rappelons au début.

IRIA, Rocquencourt.
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20 B. COURCELLE

1. LE MONOIDE DES LANGAGES SIMPLES

Nous désignerons par Z* le monoide libre engendré par X, par 1 son unité
le mot vide, par Z* I’ensemble des mots non vides de T*. |x| désignera la
longueur d’un mot x de X*.

Un langage sur X est une partic de 2*. Définissons sur I’ensemble des
langages £(Z) I’opération binaire produit : LL' = {xy/x € L et y€L }
qui fait de £(Z) un monoide dont I'unité est { 1 }. La réunion de deux langages
L et L' sera notée L + L'.

Soit X un alphabet fini et N = {S,,...,S, } un ensemble de variables
(représentant des langages sur X). Une grammaire algébrique G(N, X) est un
systéme d’équations algébriques i.e. de la forme

Sp=my+ ..+ my,,

Sn == m,,'l + vor + ’7‘,,.’,l

ou m; ; sont des mondmes en les variables non commutatives de N et a coeffi-
cients dans X, soit encore : m;; €(Z U N)*.

Une solution d’une grammaire algébrique est un n-uplet de langages sur X
vérifiant les équations du systéme.

A la grammaire algébrique G(N, X), associons les régles de réécriture

S;—m, ; pour 1 < j < r; qui en font une grammaire de Chomsky habituelle.
*
Nous désignerons par 3> la dérivation, cloture réflexive et transitive de la

relation m g~ m’ ssi m = uSp et m' = um, v et par L(G, m) pour m € (X U N)*
le langage { w € 2*/m *, w } qui est dit engendré par m.
G

Une grammaire algébrique est dite propre si r; > 1 pour tout i et si
pour tout j, m; ;¢ {1, Sy,..., S, }.

Le théoréme suivant, dii a Schiitzenberger [3], établit la relation entre
les langages engendrés et les langages-solution d’une grammaire algébrique :

Théoréme : Une grammaire algébrique propre, G(N, ) admet une solu-
tion et une seule. C’est le n-uplet { (G, S,), ..., L(G, S,) ) .

Nous écrivons m = m’ pour m, m’' € (ZUN)* si I(G, m) = L(G, m').
G

Corollaire : Soient G(N, X) et G'(N, X), deux grammaires algébriques
propres telles que pour tout i et j(j') il existe j'(j) tel que m,; = gmj ;. Alors
pour tout S € N, (G, S) = L(G’, S).

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



FORME CANONIQUE DES GRAMMAIRES SIMPLES 21

Démonstration : Puisque G’ est propre, il suffit de vérifier que
{L(G, S) Dsen satisfait les équations du systémes G'. Or, si 1 <i<n,

ri ré
LG, S) = U LG, m;)) = U L(G, m};) d’aprés 'hypothése. Si
i=1 =1

m;-,j' = alsilaz ves Sik(xk+1 alOl'S L(G, m;-,jl) = “IL(G, Sil) az .os L(G, Sik)a~

k41

et donc { I(G, S}) > 1< j<nsatisfait lai-éme équation du systéme G'. C.Q.F.D.

Le théoréme de Schiitzenberger peut étre renforcé ainsi :

Soit G(N, Z) un systéme algébrique propre, G un systéme algébrique 2
coefficients dans £(Z) obtenu en remplagant dans les membres de droite des
équations de G certaines occurrences des variables par le langage L(G, S;)
correspondant. < L(G, S;) >;<i<n est 1'unique solution du systéme G.

REMARQUE : Les langages solution des grammaires algébriques sont exac-
tement les langages « context-free » ne contenant pas le mot vide. Nous appel-
lerons ces langages algébrigues. Nous appellerons encore non-terminaux les
variables d’une grammaire algébrique.

Une grammaire algébrique est dite réduite si pour tout S € N,L(G, S) # &.
Toutes les grammaires que nous allons considérer seront propres et réduites,
sans que nous devions le préciser.

Une grammaire algébrique G(, ) est dite en forme normale de Greibach
si toute équation est de la forme S; =a;m;; + .. +am;, oum;;EN*
et a; € Z. On notera Mg, , I’ensemble des m; ; tels que a; = a.

Une grammaire en forme normale de Greibach est dite simple si pour tout
a€Xet S€N, Mg, contient au plus un élément, que 1’on notera alors myg ,.

L C X* est un langage simple si il existe une grammaire simple G(N, X)
et meN™ tel que L(G, m) = L.

Pour tout L € L(Z) et u € Z*, soit Lju = {we Z*|uwe L }.

Lemme 1 : Si G(N, X) est une grammaire simple, uv € X* et my, € N*,
uv € L(G, m,) ssi il existe m € N* tel que m, X umetm>>v. S’il existe un
tel m, il est unique et L(G, m) |u = L(G, m).

Démonstration : 1l est clair que la condition est suffisante. Montrons, par
récurrence sur la longueur de u ’existence et 1’unicité de m.

Si |u| = 0 c’est trivial.

Si u = u,a et a € X alors par hypothése il existe un et un seul Sm; e N*

* . .. .
tel que my —, uSmy et Sm; % av; cette derniére condition n’est réalisée que
si il existe m, tel que S — am, et mym, *, v. Donc

mo X wam,m, et mym, *s 0.

n°® mars 1974, R-1.



22 B. COURCELLE

L’unicité résulte de la définition d’une grammaire simple.
Il est clair alors que L(G, m,) |u = L(G, m).

Il en résulte en particulier que les langages simples sont préfixes (i.e. si
u€lL et |v| #0,uv ¢ L)

Soit M(Z) I’ensemble de langages simples sur 1’alphabet X, augmenté

du langage {1 } (qui est en fait (G, 1)). La proposition suivante montre
que M(Z) est un monoide dont I'unité est {1 }.

Proposition 1 : Le produit de deux langages simples est un langage simple.

Démonstration : Soient L et L’ deux langages simples, soient G(N, X)
et G(N',X') deux grammaires simples, m € N* et m’ € N'* tels que
NNN =g, L=L(G,m)et L' = L(G',m’). La réunion de G et de G’ est
une grammaire simple G"(NU N’, 2 U X') et LL' = L(G", mm’).

REMARQUE : Si u est facteur gauche d’un mot de L et si pour m, € N*,
m *, um, alors (LL') |u = L(G", mym’) = I(G", m,)L(G"m’) = (L |w)L".

On appelle valuation sur un monoide M un homomorphisme = : M — N,
le monoide additif des entiers naturels, tel que si m % 1 alors t(m) £ 0.

HM(Z) est un monoide valué par (L) =inf { |[w|/we€L }. 1l est clair
en effet que ©(LL") = (L) + ~(L') et que si L est un langage simple (différent
de {1 }) il ne contient pas 1, le mot vide.

Nous allons étudier maintenant les propriétés du produit dans M(Z).

Proposition 2 : Le produit est une loi simplifiable a droite et a gauche,
iie. si LL' = LL" ou L'L = L"L alors L' = L".

Démonstration : Soient L, L', L" des langages simples.

Si LL' = LL" et si u€ L alors L' = (LL') |u = (LL") |u = L".

Si L'L=L"LetuecL’ mais u¢ L"” (et donc L’ £ L"),

@ ou bien il existe w 7= 1 tel que uw € L” mais alors

L=(L'L)|lu=(L"L) |u=(L" [u)L et oL |u)#0

car w5 1, on ne peut donc pas avoir 7(L) = t(L" | u) + (L) et ce cas est
exclus ;

@ ou bien u = vw, v € L” et est facteur gauche propre d’un mot de
L'(i.e. w5 1). Alors L= (L' | v)L et ©(L’ | v) # 0. On ne peut donc avoir
(L) = (L' | v) + 7(L) et ce cas est exclus. Il en résulte que L' = L". CQFD.

Un monoide M est dit équidivisible s’il vérifie la condition suivante : pour
tous my, m,, ms, my € M tels que mym, = mymy, il existe ms € M tel que :
ou bien m; = msms €t msm, = m,, ou bien m;ms = m5 et m, = msm,.

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



FORME CANONIQUE DES GRAMMAIRES SIMPLES 23

Proposition 3 : M(Z) est équidivisible.

Démonstration : Pour tout L C Z* soit (L) ’ensemble des mots de L de
longueur minimale (i.e. égale 3 1(L)). Il est clair que o(LL’) = o(L)o(L")
Soient L,, L,, L3, L, des langages simples tels que L,L, = L3L,, tous diffé-
rents de {1} (sinon la démonstration est finie) ; supposons de plus que
(L) < v(Ls). Alors o(L,)o(L,) = o(L3)o(L,). Soit u € o(L,). C’est un
facteur gauche d’un mot de Lj. Puisque u€L,; et grice a la remarque
L, = (L,L,) I u = (L3L,) l u=(L; I u)L,.

Par le lemme 1, L; | u € M(Z) et L,(Ls | u)L, = L3L, ; la proposition 2
montre alors que L;(L; | u) = Ls.

On appelle atome d’un monoide M un élément qui n’est pas le produit
de deux éléments de M différents de 1’unité. Nous appellerons langages ato-
miques les atomes de AL(Z).

Le théoréme suivant est dii a Levy.

Théoréme : Un monoide équidivisible valué est librement engendré par
lensemble de ses atomes.

Démonstration : M est engendré par ses atomes : remarquons tout d’abord
que si t(m) = 1 alors m est un atome. Cela résulte de ce que

T(mymy) = (my) + w(my) > 2

si my et m, sont différents de 1. Soit m € M de valeur ~(m) minimale s’il en
existe qui n’est pas un atome ni un produit d’atomes. Puisque m n’est pas un
atome, m = mym,, t(m,;) < t(m) et t(m,) < t(m) donc m, et m, sont des
produits d’atomes par hypothése et il en est de méme de m contrairement a
I’hypothése.

Il reste & montrer que si les @;, et les b; sont des atomes etsiay ... g, = by ... bi
alors k =l et a; = b; pour 1 < i < k. L’équidivisibilité de M implique qu’il
existe c tel que a; = b;c ou a,c = b,. Puisque a, et b, sont des atomes, ¢ = 1
et donc a; = by. Par suite a,...a, = b, ...b,. Le méme argument répété
montre que (@)1« i<k = bi1<j<r-

Nous pouvons reformuler ce théoréme qui vaut également pour les langages
préfixes :

Théoréme 1 : Tout langage simple est le produit d’une maniére unique
d’une suite finie de langages simples atomiques.

n° mars 1974, R-1.



24 B. COURCELLE

2. EQUIVALENCE DES GRAMMAIRES SIMPLES

Soit G(N, Z) une grammaire simple.

Soit ¢ I’homomorphisme N* — M(Z) défini par $(m) = L(G, m).

La communauté des images définit une congruence notée = (ie. m= m’
ssi L(G, m) = L(G, m")).

N* est valué par T o ¢ (que nous noterons encore t pour simplifier).
La congruence = sur N* respecte donc la valuation = sur N* (i.e. m = m’
implique 1(m) = 1(m’)). Nous appellerons R(z) la congruence sur N*
définie par t(m) = t(m’).

Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoréme 2 : La congruence = sur N* est décidable.

Rappelons tout d’abord quelques propriétés des congruences engendrées
sur un monoide M.

Soit M un monoide et 4 une partie de M X M. A4 désignera sa fermeture
réflexive et symétrique et 4 sa fermeture transitive.

Si BCM XM, A-B désignera {(mym,, msm,) | (m;, ms) €A et
(m,, my) € B }. Soit A4, la suite croissante de relations sur M définie par :

Al = 1-4.-
An+1 = An ‘\jn
LA
etsoit 4 = A,
n>1

Proposition 4 :

(i) ﬁ est la congruence la plus grossiére sur M contenant A.
(i) Si M = N* est valué par v et A C R(x) alors AC R(7).
(iii) Si de plus A est fini, A est décidable (i.e pour chaque (m, m') € N* on
peut décider si (m, m’) € A).
Démonstration : (i) et (ii) sont laissés au lecteur. Prouvons (iii).
Montrgns que pour tout » > 0 on peut calculer I’ensemble fini des
(m, m’) € A tels que 1(m) = t(m") = n.

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



FORME CANONIQUE DES GRAMMAIRES SIMPLES 25

Pour tout n, soit By = {(m, m')|<(m)=(m") =n et (m,m’)e A}
Définissons par induction la suite des C, C N* X N* :

Co=Bo={(L,1}

Coii=Bu VU {CCrlm+m =n+4+1,metm > 1)

=Uec

n>0

11 résulte de cette construction que :

(i) 4cC,

(ii) pour tout m € N*, (m, m) € C(yy

(iii) pour tout n, C, est symétrique. (C’est clair pour n» = 0 ; si c’est vrai
jusqu’a n, CmCn est symétrique pour m et m’ < n, ainsi que B,y ; il en
est de méme de B,.; U C,C,, et donc de sa cloture transitive, soit Cp.y),

(iv) pour tout n, C, est transitive et donc C,, est une relation d’équiva-
lence.

(v) pour tout n et n CnCn: © Cppne et donc C,, est une congruence, et
donc avec (i) : Ac Cos

(vi) pour tout n, C, C 4, et donc A= Ce.
Chaque B, et chaque C, est fini et calculable et (m, m’) € A ssi t(m) = t(m")
et (m, m’) € C,,y- Donc A est décidable.

Revenons & la congruence = sur N* définie par une grammaire simple
G(N, X); soit &£ = {(S,m)/SEN,meN*et S=gm}.

Proposition 5 : La congruence =g est engendrée par .

La démonstration résulte par une récurrence simple du corollaire suivant
de la proposition 3 :

Corollaire 1 : Le sous-monoide de M), image par § de N* est équi-
divisible, que I’on peut formuler de la maniére suivante :

Corollaire 1 bis : Si Sm = S'm’ pour S,S' € N et m,m’' € N*
alors (i) si ©(S) = (8", alors S= 5" et m= m',
(ii) si ©(S) < ©(S"), il existe m" € N* tel que S' = Sm" et m = m"m’.
Démonstration : 1l suffit de reprendre la démonstration de la proposition 3
avec L, = L(G, S), L,= LG m), Ly=LG,S), L,=LG m). Si
(S) < ©(S"), Lz = LG, m"), m"€ Nt (lemme 1) et si ©(S) = ©(S") alors
Lsfu={1}.

n° mars 1974, R-1.



26 B. COURCELLE

11 reste 2 montrer que 1’on peut calculer §. Nous allons définir un ensemble
fini et calculable de relations finies sur N*, qui seront contenues dans £ et
dont £ sera la plus grande : une partie 4 de N* X N* est consistante si :

(i) AC {(S,m)/S€EN, meN* 1(S) =(m) },
(i) si (S, S'm) €A eta€ X alors mg,, et mg. , sont simultanément définis
et (ms,q, ms: ;M) €A }.

A
Proposition 6 : Si A est consistante et (m,m’) € 4, alors m = m'.

Démonstration : En vue de cette preuve, introduisons les relations d’équi-
valence suivantes sur N : pour s entier positif, m et m' € N*, m = jm’ ssi
les mots de longueur inférieure ou égale a4 s de L(G, m) et L(G, m’) sont les
mémes.

Soit s, le plus petit entier s’il en existe, tel qu’il existe ng, m et m’ vérifiant
(m, m’) € C,, (notations de la proposition 4) et m # gym’.
1l existe dans D = B, U U C,C, un tel couple (m, m’). Sinon, puisque
n+n'=ng
C,, est la cloture transitive de D et que = ,, est transitive, tous les éléments
de C,, seraient équivalents modulo = . Alors :

® ou bien (m, m’) € C,C,., et n+ n’ = n,, et donc
m = mm,, m' = mim;., (mb m;.) € Cn et (m2> mé) € Cn"
A cause du choix de s, que nous avons fait, m; = ; _ymj et my, = ;- mj.

Il est clair alors que m,m, = ,m;m; contrairement a I’hypothése;

® ou bien (m,m')€B,. On ne peut pas avoir m' = m. Donc
(m, m") = (S, S'm,), soit « € 2* de longueur s, tel que

o € L(G, S) ssi « ¢ L(G, S'm,).
Distinguons encore deux cas :

® ou E)ien |oc| =so=1,a=a€Z AlorsAa € L(G, S) et a¢ L(G, S'm,)
Puisque 4 est consistante, (ms,,, ms ,m;) € 4. Mais par ailleurs m, , = 1.
et mg,m, 7 1. Donc A ¢ R(t) contrairement & la proposition 4 (ii) ;

® ou bien a = af, (m,,, my m,) €A et
B € L(G: ms,a) ssi B ¢ L(G9 ms',aml)'
Puisque |B| = s, — 1, ceci contredit la définition de s,. ~ CQFD.
Théoréme 2A : m = m'’ ssi il existe une partie consistante de N* X N* telle
que (m,m') € A. La congruence = est décidable.

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



FORME CANONIQUE DES GRAMMAIRES SIMPLES 27

Démonstration : La condition est suffisante (proposition 6). Il est clair
que & est consistante et la condition est nécessaire (proposition 5). La condi-
tion (i) de la définition des parties consistantes entraine qu’elles sont en
nombre fini et la condition (ii) est décidable (proposition 4 (iii)). On peut
donc énumérer les parties consistantes 4 de N* X N* et décider pour chacune
d’elles si (m, m’) € A. La congruence = est donc décidable.

Cet algorithme grossier permet de décider 1’équivalence des grammaires
simples : soient G{(N;, X, 0,) et G,(N,, %, 6,). Quitte & remplacer N, par un
ensemble équipotent, supposons que N, 1 N, = (F. Soit alors

Gs(Nx U N3, 2) = G1(N1, Z)u GZ(NZa Z).
On peut décider si oy =g, 0, (1. si L(G,, 6;) = L(G,, 0,)), grice au théo-
réme 2.

Nous allons décrire un algorithme efficace pour décider si m = m’ pour
tout couple (m, m") € N* X N*. 1l est dii & Hopcroft et Korenjak [2].

Lemme : Soit G(N, X) une grammaire simple. Il existe un algo-
rithme se terminant toujours qui, avec (m, m') € N* X N* pour donnée, cons-
truit F(m, m') C N X N* ou échoue & construire cet ensemble et tel que :

(i) si la construction échoue, m = m',

. . A -

(ii) sinon, (m, m’) € F(m, m') et (m = m’ ssi F(m, m") C =).
Ce lemme est une version « effective » de la proposition 5.

Démonstration : Définissons récursivement cet algorithme par les régles
suivantes :

1) si 1(m) %= +(m") alors la construction échoue,

2) F(1,1) = &,

3) F(Smy, Sm{) = F(m,, m}),

4) F(Smy, S'm}) avec =(S) < (8'). Soit u € L(G, S) de longueur =(S).

Calculons m, € N* tel que S’ *, um,. S’il n’en existe pas, la construction
- G
échoue.

Si (S, Sm,) € ﬁ(ml,mzm;) alors F(Smy, S'm{) = F(m,;, mymj). Sinon
F(Smy, S'my) = { (S', Smy) } U F(my, mymy),
5) Si 7(S) > 1(S’), F(Smy, S'm{) = F(S'my, Smy).

Cet algorithme se termine toujours : en effet, ou bien la construction de
F(m, m') échoue, ou bien elle utilise F(m,, m") avec «(m,;) < ©(m). La suite
des appels de la procédure F est donc finie.

n° mars 1974, R-1.



28 B. COURCELLE

Montrons que pour tout (m, m’) € N* X N*, la condition P est remplie :
si 1(m) 3= 7(m’) alors m = m’ et la construction échoue donc P est vraie,
sinon, montrons-le par récurrence sur n = 1(m) = (m’).

Sin=0,0mm)=(,]1) et P est vraie.
Si (m, m’) = (Smy, Sm}) et P(my, m}) est vraie alors si la construction
de F(m, m') échoue, c’est parce que celle de (m,, m}) échoue, donc

m, # my et Smy # Smy;

si elle réussit, (Sml, Sml) € ﬁ(mi, ml) = I?’(m m’) car (my, my) € Il}(ml, my);
d’autre part, m = m’ ssi m, = m,’ssi F(m,,m,") C = ssi F(m, m’) C = puisque
F(m, m") = F(m,, m,").
Si (m, m') = (Smy, S'my) et ©(S) < ©(8*), m = m'ssiil existe u € 6(L(G, S))
et m, € N* tels que S’ *, um,, S’ = Sm, et m; = m,m}. P en résulte.
Si (m, m’) = (Smy, S’'m}) et «(S) > «(S"), P est vraie pour (Sm,, S'mj) ssi
elle est vraie pour (S'm{, Sm,) et on est ramené au cas précédent. CQFD.
Nous pouvons maintenant écrire I’algorithme :
Etant donnée une grammaire simple G(N, ), (m, m}) € N* X N*, cons-
truisons la suite croissante de parties de N X N* définie par :
@ Eo = F(mo, m;)
(i) Epvy = E; U U { Fims,, ms. gm)a € S et (S, S'm) € E; }
L’algorithme s’arréte dés que, pour un i > 0 :
ou bien il existe (S, m") dans E; et ©(S) #~ w(m"),
ou bien la construction de E; échoue et il répond m, # m{, dans ces deux cas,
ou bien E;,, = E; et il répond my = mj.

Proposition : L’algorithme ci-dessus s’arréte toujours. Il est correct ; si
mo = m} et E;, = E; alors E; est consistante et (m,, m}) € E;.

Démonstration : L’algorithme termine toujours car I’ensemble des parties
E de N X N* contenues dans R(z) est fini. Si 1’algorithme s’arréte et dit que
my = my{, alors il existe i tel que E;,, = E; et, puisque la construction n’a
pas échoué, E; C R(7) et pour tous a et (S, S'm’) € E;, mg , et ms. , sont snmul-
tanément définis ; F(mg,, ms ;m") CE;,y = E;, donc (mg,, ms: M N eE

Nous venons de vérifier que E; est consistante. (mg, m) eEo c E et
donc my = m{ (proposition 6). Si m, = m{, montrons par récurrence que la
construction de E; ne peut pas échouer et que E; C =. Cela résulte du lemme
pour E,. Si S=Sm et a€Z, mg, et ms , sont simultanément définis, et
alors mg , = mg ;m. La construction de E;,,; ne peut donc pas échouer et
E;,, € = (lemme). L’algorithme ne peut donc pas répondre m, % m).

CQFD.
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EXEMPLE (tiré de [2]) :
L =1{ab},N={A4,BCDEFG}.

A = bAB + aB
B=5
C=a

G D=0bDF + a
E = bG
F=b
G=a

Soit a décider si AC = DE.
1) %(AC) = «(DE)

2) E, = F(AC, DE) = F(DE, AC) = { (4, DB) } U F(E, BC)
= {(4, DB),(E, BC) } (car D —>a et A — aB).

3) E, C R(7) ; il faut continuer et construire E,.

4) E, = Ey U F(4B, DFB) U F(B, B) U F(G, C) = E, U { (4, DF),(G, C)}
5) E, € R(x).

6) E, = E;, UF(B, F)U F(4B, DFF)U F(1,1) = E, U {(B, F) }.

7 E;=E,UF(B,F)=E,.

Nous venons de prouver que AC = DE.

3. GRAMMAIRES SIMPLES
ENGENDRANT UN LANGAGE DONNE

Une grammaire algébrique (resp. simple) avec axiome est la donnée
G, 2, 6) d’une grammaire algébrique (resp. simple) G(N, 2) et d’un
axiome ¢ € N*. Le langage engendré est L(G) = L(G, o). Deux grammaires sont
équivalentes si elles engendrent le méme langage. On dit que G est réduite
par rapport @ o, si pour tout S € N, L(G, S) &~ & et il existe u et v € Z* tels

que ¢ *, uSv.
G

Nous allons définir une classe de transformations des grammaires algé-
briques conservant le langage engendré. Les grammaires simples engendrant
un langage donné sont les images par ces transformations d*une unique gram-
maire simple appelée grammaire canonigue du langage. On peut construire
effectivement cette grammaire et décider si une grammaire donnée dérive de
la grammaire canonique.
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Définition : Soient G(N, X) et G(N', £) deux grammaires algébriques en
forme normale de Greibach et / un homomorphisme de N'* — N*¥. Nous
dirons que G’ dérive de G par I, ce que nous noterons G = ,G’, si

1. / est continu (i.e /(S’) € N* pour tout S’ € N'),

2, pour tous a€X,SEN,S €N’ et m; € N* tels que IS') = Sm,,
(Ms.;) = Mg ,my (Y). Pour deux grammaires avec axiome, G(N, Z, o) et
G(N’, Z, ¢") on ajoutera la condition :

3. l(¢') = o.

L’exemple suivant éclaire la signification de la relation G = ,G’ : soit G
la grammaire (simple) :

G, : S =aSSS + b. Soit N, = { T, U, V} un nouvel ensemble de non-
terminaux.

Nous allons chercher une grammaire G,(N,, Z) telle que
L(GZ’ T) - L(Gh SS)’ L(GZ’ U) = L(GI’S)’ L(G29 V) = L(le S)s

les langages engendrés par S, T, U, V doivent vérifier :

S =aSSS+5b
| T=assss +bs
Gi U=aSSS+b
V=aSSS+5b

Appliquons le corollaire du théoréme de Schiitzenberger : T, U, V peuvent
étre définis par :
S=aSSS+5b
T=aTlT+ bU
Gy U=aVT+b
V=aVUV+5b

Cette nouvelle grammaire G, dérive de G, par ! : Nf — Nf défini par
KT)=SS,(U)=I¥V)=S. Plus généralement, si G = ,G’, on peut cons-
truire G’ a partir de G de maniére semblable.

Proposition 7 : S; G'(N', Z, 6') dérive de G(N, Z, 6) par | alors pour
tout 8' € N', L(G', §") = L(G, I(S")). G et G’ sont équivalentes.

(1) Rappelons que Mg, = { m € N*S — om } .
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Démonstration : Puisque G’ est en forme normale de Greibach, elle est
propre. D’aprés le théoréme de Schiitzenberger, il suffit de vérifier que
{ L(G, I(S") > sren+ €St une solution du systéme G'.

Soit S"€N’et S’ = Z am; I’ equatlon associée et /(S") = Sm”. L’équa-
i=1
tion de G assoc1ee aSestS= Z a;m; et pour tout i, I(m{) = mym”. Or
i=1

L(G, S) = U a,L(G, m;). Donc

L(G, I(S")) = L(G, S)L(G, m") = U a;L(G, mjm") = LIJ a,L(G, I(m"))
i=1 i=1
1

= 9 a;L(G, I(S},)) ... L(G, I(S},)))

si pour tout im; = S}, ... S}

3,ri

Ceci n’est autre que 1’équation a vérifier.

REMARQUES : 1) Si G = ,G’ et [ est un isomorphisme de N'* sur N¥, les
grammaires ne différent que par le nom des non-terminaux. On les consi-
dérera comme identiques.

2)Si G= G'et G’ = ;,.G" alors G = ;..G" avec '’ = lol’.

Une grammaire simple G(N, X) (resp. avec axiome) est dite canonique si
(i) tout non-terminal S de N engendre un langage atomique,

(ii) pour tous S et S’ dans N, S = S’ implique S = §".

Cette définition a la conséquence immédiate suivante : m = gm’' = m = m’.

Théoréme 3 : Soit G'(N', Z, 6') une grammaire simple équivalente a une
grammaire canonigue G(N, Z, c) et I la relation sur N'* X N* définie par
m'lm <> L(G’, m") = L(G, m). | est un homomorphisme N'* — N* et G’ dérive
de G par l. Si G’ est canonique, l est un isomorphisme.

Démonstration : | est une relation fonctionnelle car m'Im et m'lm”
impliquent m = gm” et, puisque G est canonique m = m”. C’est un mor-
phisme pour le produit sur N'* et N*. Montrons que tout S’ € N’ a une image
dans N* : puisque G’ est réduite par rapport a o et d’aprés le lemme 1, il
existe u € X* et m’ € N'* tels que o’ _> uS’m’. Puisque L(G") = L(G), u est

facteur gauche propre d’un mot de L(G) Il existe donc S ... S; € N* tel que
o X, uS, ... S;. Il en résulte que

L(G) | u = LG, S,) ... (G, S) = L(G, S)L(G’, m').
Puisque les L(G, S;) sont atomiques, L(G', S") = L(G, S,) ... L(G, S,) avec

1 <r<k Donc i(S')=3S, ... S.. Il est clair que I(S") # 1 et que I(¢’) = ¢
d’aprés les définitions. Il reste & montrer que si /(S’) = Sm, et a € = alors

I(mS’,n) = Mg N
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Or
L(G's S,) l a= L(Gls mS’,a) (l)
= L(G9 Sml) I a= (L(G’ S) ] a)L(G: ml) = L(G9 ms,a)L(G’ ml)'
Autrement dit I(ms. ,) = mg m,. Si de plus G’ est canonique, / est bijective
et c’est un isomorphisme. CQFD.
Nous appellerons taille d’une grammaire simple G(%, X) I’entier

1G) =Y. «(S) = Y. (LG, S)).

SEN SEN

Théoréme 4 : I/ existe une grammaire canonique engendrant un langage
simple donné : C’est la grammaire de taille minimum engendrant le langage.

Soit G une grammaire, S et 7 deux non-terminaux. Nous dirons que
S est divisible par T s’il existe un langage simple L, tel que L(G, S) = L L(G, T).
II résulte de la proposition 2 que L, est unique; nous I’appellerons le quotient
de S par T.

Lemme 2 : Tout non-terminal non atomique est divisible par un non-
terminal atomique de la méme grammaire.

Démonstration :@ Soit S un non-terminal non atomique, non divisible par
un non-terminal atomique de G et de taille t(S) minimale, s’il en existe.
L(G, S) = LyL,; soit u€ L,y et S ... S; € N*, tels que S % uS, ... S;. Alors

G

Ly = (LoLy) |u =G, S) | u = L(G, S; ... S;). Il en résulte que
(S + o + 7S = w(Ly) < <(S) et (S, < (S).

Donc S, est soit atomique, soit divisible par un atomique de G. Il en est
donc de méme de L, = L(G, S; ... S;) et par suite de L(G, S) contrairement
a I’hypotheése initiale. CQFD.

Lemme 3 : Si S est divisible par T, atomique et si S _, aS, ... S, alors,
ou bien S = T ou bien S est divisible par T. ¢
Démonstration : Soit L(G, S) = L,L(G, T) et S _, aS; ... S
G
I(G, S) | a= (Lo | 9)L(G, T) = L(G, Sy ... Sx-DL(G, Sp)-

Puisque L(G, T) est un langage atomique, il existe L, dans AM(Z) tel que
L(G, S;) = L{L(G, T). CQFD.

(1) Ceci contient aussi le cas o0 L(G’, §) | a = @ i.e. mg’ 4 n’est pas défini.
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Proposition 8 : Soit G(N, Z, 6) une grammaire simple non canonique. Il
existe une grammaire simple G{(N,, Z, ¢,) équivalente et de taille strictement
inférieure a (G).

Démonstration : Pour tout non-terminal T soit E(T) C N I’ensemble des
non-terminaux équivalents & 7 et différents de T et D(T) I’ensemble de ceux
que T divise.

Si G n’est pas canonique, il existe au moins un non-terminal atomique T,
tel que E(T,) U D(T,) # & (lemme 2).

Nous appellerons N’ I’ensemble des nouveaux symboles non-terminaux
{[S | Tol/S € D(T,) }. 1l résulte du lemme 3 que chaque équation de G asso-
ciée a S € D(T,) est de la forme :

k
S = Z am,S; + Z amR; ou S; € D(Ty), R, € E(To) U { Ty}, m; € N*
i=l+1
et a; 6 Z Assomons alors a [S | T,] I’équation

[SITo] = ; aimi(SilTO] + Z am;.

i=l+1

Ajoutées aux équations de G(N, X) ces équations constituent une grammaire
simple G'(N U N’, Z, o).

Il est clair que pour tout S € N, L(G’, S) = L(G, S). Montrons que pour
S € D(Ty), L(G', S) = (G, [S | ToDL(G', To) en appliquant la forme forte du
théoréme de Schiitzenberger (voir § 1) : il suffit de vérifier que

(LG, S| ToD-L(G', To) > sencre

satisfait les équations :

k
S = Z am;S; + Z asm;R; (o0 mi; est le langage L(G', m;)) pour chaque
= i=l+1
Se D(To)

Or c’est vrai d’aprés la forme des équations correspondant aux [S | Tol
et le fait que R, = L(G’, Tp).

Les non-terminaux de G’ vérifient donc les équations suivantes :

(i) S=[S]| TolT, pour tout S € D(T,),

(i) S = T, pour tout S € E(T,).

Remplagons dans ’axiome ¢ et dans les membres de droite des équations
de @', chaque S € D(T,) par [S | T,]T, et chaque S € E(T,) par T,. D’aprés
le corollaire du théoréme de Schiitzenberger, la grammaire G” ainsi obtenue
est équivalente & G’ non-terminal 4 non-terminal i.e, pour tout S€ N U N’,
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L(G', S) = L(G", S)) et L(G’,6) = L(G", ¢"). Puisque les non-terminaux
S € D(T,) U E(T,) ne figurent pas dans les membres de droite des équations
de G” ni dans I’axiome ¢”, la grammaire G,(N;, Z, ¢”) ol

Ny = NUN"— (D(To) U E(T,)),

obtenue en supprimant les équations correspondant aux variables de
D(Ty) U E(T,) est une grammaire simple équivalente 4 G”. Calculons sa
taille :

WG = X W)+ > wW(S|TH— 2, (H— X wS)
SEN SED(To) SED(To) SEE(To)
(Dans cette équation, la taille d’un non-terminal est calculée par rapport a
I'une quelconque des grammaires G, G', G”, G; dont il dépend. Ceci est
correct car les langages engendrés sont les mémes lorsqu’un non-terminal
dépend de deux grammaires.) D’autre part, ©([S | To]) = ©(S) — (T,) pour
tout S € D(T,). Donc ©(G,) = H(G) — w(To)|E(To)| + |D(To)|). Nous avions
supposé¢ au départ que D(T,) U E(T,) # &, donc (G,) < 7(G). CQFD.

Démonstration du théoréme 4 : Soit G(N, 2, o) une grammaire simple non
canonique.

Il existe alors (proposition 8) une suite de grammaires Gy, G, ... €quiva-
lentes & G et dont les tailles décroissent strictement. Puisque la taille est supé-
rieure ou égale a 1, la suite G; est finie et la derniére grammaire est canonique.
La grammaire canonique d’un langage simple est donc la grammaire de taille
minimale engendrant ce langage.

Théoréme 5 :

(i) Etant données deux grammaires en F.N.G., G et G', on peut calculer
Pensemble fini des | : N'* — N* tels que G = ,G’.

(ii) Etant donnée une grammaire simple G(N, Z, ), on peut construire la
grammaire canonique équivalente a G.

Démonstration :

(i) Si / est tel que G = ,G’, alors (proposition 7) L(G’, S") = L(G, I(S")),
pour tout S’ € N’ et donc (S") = 7(/(S")). Puisque pour tout S € N, %(S) > 1,
il existe un nombre fini d’homomorphismes continus respectant cette condition.
On peut les déterminer et dire ensuite pour chacun d’eux si G = ,G".

(ii) 11 suffit de rendre effective la construction de la proposition 8 et c’est
I’objet de lemme suivant :

Lemme 4 : Il existe un algorithme se terminant toujours, qui pour toute
grammaire simple G(N, X) dit si elle est canonique, et si elle ne I’est pas, déter-

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



FORME CANONIQUE DES GRAMMAIRES SIMPLES 35

mine un non-terminal atomique T, tel que D(T,) U E(T,) # & ainsi que les
ensembles D(T,) et E(T,).

Démonstration : Soit G(N, X) une grammaire simple et 7, un non-terminal
atomique. Soit R; ©€ N la suite croissante définie par :

(@) Ro={SEN/S#T, et 1(S) < «(Ty) }

(i) Riyy =R, U {SEN|S£T, et il existe S’€R,,m € N* et a€ X
tels que mg , = mS’ }.

Puisque N est fini, il existe / tel que R,,,; = R,. D’autre part puisque = est
décidable, on peut calculer cette suite R; et donc R, Montrons que pour
tout i, R, C N —(D(To) U {T, }U E(T,)). C’est clair pour i =0. Grace
au lemme 3, si c’est vrai pour i, c’est vrai pour i + 1. Donc

R, € N—(D(To) U E(To) U { T, })
et
D(To) c D'(To) = N'—(Rl U E(To) U { T, })

Par construction de R,, D'(T,) vérifie le lemme 3, i.e.: si S € D'(T,), mg,, se
termine par un non-terminal de D'(T,) ou de E(To) U { T, }. Cette condi-
tion suffit pour appliquer la construction de la proposition 8, qui montre
que D(T,) = D'(Ty).

Revenons au probléme initial : pour tout entier positif k, soit N, (resp. 4;)
I’ensemble des non-terminaux S € N (resp. non-terminaux atomiques) tels
(S) < k.

Pour tout k, 4, C N, et si A, = N, alors A, = N, ssi pour tout
T € A, D'(T)= & (lemme 2) et ceci est décidable d’aprés ce qui précéde.
D’autre part 4, = N;. On peut donc déterminer le premier & tel que 4, # N;
ou il existe S et T dans N, tels que S = T et S 5 T. Si on n’en a pas trouvé
aprés avoir épuisé N, G(N, Z) est canonique. Sinon, ’algorithme aura permis
de calculer T atomique tel que D(T) U E(T) # & ainsi que D'(T). On peut
calculer E(T) puisque M est décidable. CQFD.

EXeMPLE : Reprenons la grammaire G, de I’exemple de ce § en prenant
comme axiome o, = TV.

T =alT + bU
G,y U=aVT+b
V=aVUV+b donc =(G,) =4
11 est clair que U est atomique et que T est divisible par U (algorithme du
lemme 4). [T| U]= aT[T | U]+ b. D’autre part ¥V = U.
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La grammaire G5 suivante est équivalente a G,.

o3 = [T | UIUU
G3 [T | Ul=a[T| UIU[T | Ul + b
U=aU[T|UU +b

On s’apergoit alors que U = [T | U] et on obtient la grammaire G, cano-
nique,

6y = UUU
Gy
U =aUUU + b

Je remercie M. Nivat qui a suivi 1’élaboration de ce travail et guidé sa
rédaction, ainsi que P. Butzbach pour ses remarques sur une version préli-
minaire.
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