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UNE GARACTERISATION
DES GENERATEURS STANDARD

par J. M. AUTEBERT et J. BEAUQUIERC1)

communiqué par J. BERSTEL

Résumé. — Un langage algébrique L est générateur du cône rationnel des langages
algébriques, si, pour tout élément V de ce cône, il existe une transduction rationnelle T
telle que x(L) = L'. On caractérise dans cet article les générateurs standard (de la forme
(D'n* n K), où D'n* est le langage de Dyck sur un alphabet à 2n lettres et K un langage
rationnel). Cette caractéristion porte sur le rationnel K, plus précisément sur une propriété
des automates finis reconnaissant K. Elle permet de retrouver la plupart des générateurs

I. INTRODUCTION

On appelle générateur algébrique tout langage algébrique L tel que, pour
tout langage algébrique L\ il existe une transduction rationnelle de L sur L'.
En d'autres termes le cône rationnel engendré par L, c'est-à-dire l'ensemble
des images de L dans une transduction rationnelle, est la famille des langages
algébriques.

Du théorème ancien de Chomsky et Schützenberger découle immédiate-
ment que le langage de Dyck sur deux lettres, Df est un tel générateur algé-
brique.

L'étude de ces générateurs a été développée par S. Ginsburg et
S. Greibach [4] dans le cadre de leurs travaux sur les familles agréables de
langages (AFL) et quelques-unes de leurs propriétés ont été démontrées par
plusieurs auteurs (Boasson [2], Nivat [7], Schützenberger [8]). Mais leur carac-
térisation est un problème toujours ouvert, si bien que la démonstration
qu'un langage déterminé est ou n'est pas générateur reste toujours chose
pénible (cf. [8]).

(1) Institut de Programmation, Paris.
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64 J. M. AUTEBERT ET J BEAUQUIER

Ci-dessous, nous proposons une caractérisation des générateurs algé-
briques de la forme (D'n* fï K) (K est un langage rationnel) ou générateurs
algébriques standard. Cette caractérisation permet de retrouver la plupart
des générateurs connus. De plus, tout langage algébrique est image par trans-
duction rationnelle d'un langage standard [3], et tout langage algébrique très
simple est rationnellement équivalent à un langage standard [7],

De nombreux exemples d'application pourront être trouvés dans [1].

2. PRELIMINAIRES

Nous supposons connues du lecteur les notions classiques de Théorie
des Langages : langage rationnel, algébrique, automate fini, transduction
rationnelle... ([5], [6]s [7]).

Signalons cependant que nous notons lx» (ou plus simplement 1) l'élément
neutre du monoïde libre X* et énonçons quelques définitions plus particu-
lières.

2.1. Langages de Dyck

Soient Xn = { cu a2, .•., cn } et Xn = { 5U 52> —> n̂ } deux alphabets dis-
joints et Ert = Xn U JPB. Les lettres de Xn seront dites non barrées, celles de Xn

barrées. Si x est une lettre de Sn, x désigne, soit ât si x = au soit cr; si x = ât.

On désigne par 0 la congruence engendrée par les relations :

api == 1 pour Ï = 1,..., n

et l'on appelle langage de Dyck D^ sur Sn la classe du mot vide modulo la
congruence 0. L'ensemble des mots premiers de D'n* est :

D'n = { w | w € D'n*/{ 1 } et w = wtw29 wx € D'n*l{ 1 } entraîne w2 = 1 }

— D'n* est le sous-monoïde libre engendré par D'n.

— D'n* est un langage algébrique.

— Si w est un mot de D'n*y considérons la suite de mots :

W = W o , Wu . . . , Wk = 1

où :

Vi € [0, k— 1], 3/ € [1, n], 3 ui9 vt € 2*tels que wt = upjöjüt et wi+i = utVi
Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



UNE CARACTERISATION DES GENERATEURS STANDARD 65

Une telle suite existe et permet d'établir une bijection unique entre les
occurrences des lettres non barrées de w et les occurrences des lettres barrées.
Nous appelons une telle bijection réduction de Dyck du mot w en le mot vide.

— Si w = w1Giw2Giw3 est un mot de D'n* et si at et 5t se correspondent
dans la réduction de Dyck de w, alors w2 € D'n* et wxw3 € Df

n*.

2.2. Lemmes combinatoires relatifs au langage de Dyck

Définitions

— Un mot h sera dit facteur strict d'un mot g si g = oA(3 avec a(3 ̂  1.

— Un mot w de D'n* est de puissance inférieure à k0 (où k0 € N+) si et
seulement si :

w = ^dxd2 ... dk$ et d% € ̂ (pour i = 1, 2,..., k) entraîne k < k0

— Un mot h de D'n* est de hauteur inférieure à k0 (où k0 € N+) si et
seulement si, pour toute suite d0 = w,du ..., dfc de mots de D£*f{ 1 } tels
que d£ est un facteur strict de d ^ , o n a H k0.

Lemme 1

Pour tout entier N ^ 0, l'ensemble :

Df
n* H { w € S* \w est de hauteur inférieure à A êt de puissance inférieure à N }

est fini.

Preuve

Nous allons prouver par récurrence sur h que les ensembles :

A(h,p) = D'n* n { w G S* |H> est de hauteur inférieure à A et de puissance infé-
rieure à p } vérifient :

(Jt + X • n

w e à(h,p) => \w\ ^ 2p —— (|w| désignant la longueur du mot w)

Si h = Q, alors H>eA(/*,/?) s'écrit :

w — X J X J ^ ^ . . . xr3cr (r < /?)

et

|H ^ 2p.
n° mars 1974, R-I.



66 J. M. AUTEBERT ET J. BEAUQUIER

Si h = 1, alors :

w = wxw2 ... wr (r < p) où wt = GjW'iëj et w\

et

\w\ *

Supposons démontré que :

A/i * >> i i ^ (Ph—1)w 6 A(# — 1,/?) => \w\ ^ 2/? p

et soit w un mot de A.(h, p). Alors :

w == W i ^ -• vvr(r < /?) où ivf = OJWIGJ et w- <

Donc :

• — 1 p —

Q.E.D.

Lemme 2

Soit w> un mot de D'n* qui s'écrit :

5, ' a, p, y, S € E* p,

Soit w (resp. v) le plus petit facteur de w contenant p (resp. y) et appar-
tenant à D'n* :

1° On n'a pas :

l/l = l/'l «/ kl = \s'\
2o Si | / ' | > | / | et \g'\>g alors :

ƒ'=ƒ/* ^' = %

et le mot hk contient une occurrence de la lettre c.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



UNE CARACTERISATION DES GENERATEURS STANDARD 67

3o Si \f'\ < l/l et |g'| < |;| alors :

ƒ=ƒ '* ' g = k'g'

et le mot h'k' contient une occurrence de la lettre c.
La preuve se fait par cas.

2.3. Langage standard

Nous disons que le langage algébrique L est standard s'il existe un entier n
et un rationnel K de 2* tels que :

II est d'ordre n si :

D'n*nK

3. CARACTERISATION DES GENERATEURS STANDARD

Nous allons maintenant démontrer une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un langage standard L = D'n* H K soit un générateur du cône des
langages algébriques. L'idée générale qui guide cette démonstration est la
suivante : si le langage L est générateur, il est rationnellement équivalent au
langage D'£ que nous savons être générateur, et il contient alors D'2* sous
une forme « codée ».

La démonstration se fait en plusieurs étapes : chaque étape considère un
mot de L d'une certaine complexité. L'étape suivante considère un mot d'une
complexité plus grande et utilise les résultats démontrés à l'étape précédente.
A chaque niveau, les résultats obtenus peuvent se représenter dans la mise
en évidence d'un certain sous-automate d'un automate A(K), reconnaissant
le rationnel K.

Lemme I

Si le langage algébrique L de E* s'envoie par transduction rationnelle sur
le langage L' de 2f, il existe un homomorphisme de semi-groupe A :

tel que

n°mars 1974, R-l.



68 J, M. AUTEBERT ET J. BEAUQUIER

Preuve

Supposons :
L' =

oxxR<^Z* est un rationnel et 9 : Z* ~> S * et ty : Z*
morphismes alphabétiques :

Posons :

Hu - { z € Z|<Kz)

Si le mot ƒ de 2J s'écrit :

sont deux homo-

T '0))

soit :

A est un homomorphisme et, de sa construction, il résulte que :

Q.E.D.

Lemme II

Soit B la partie de SJ : B = { aïa^â^â^ | a € N+}.
Si le langage standard L = Di* fl ^ est tel qu'il existe une transduction

rationnelle T vérifiant : 2? £ x(Z,) ç Z)̂ * alors, il existe un rationnel K' Ç ̂ T,
reconnu par un automate du type suivant :

avec : tyt$u UstUst, vv, 7)7), UK- € 2>i*

Preuve :

Considérons les mots Ma = a î a ^ ^ ï où a € N+.
Pour tout entier naturel a, Ma est un mot de Z)J*.
D'après le lemme I, il existe un mot w de L tel que :

w e ACMJ (A étant l'homomorphisme associé à T)

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



UNE CARACTERISATION DES GENERATEURS STANDARD 69

et Ton peut écrire w sous la forme :

W = UXIU&ÎU * X * " * * > *

avec uf € H^ pour i 6 [0,4a]

4 € X(<y2)

X4 € X(âi) pour * € [1, a]

HGI) est une partie finie de SnU { 1 } . Donc, k étant un entier arbitraire, il
existe un entier a et un élément x de Xfai), tels que l'élément x ait au moins k
occurrences dans le mot :

xtxx ... xt

Le mot w correspondant à l'entier a choisi s'écrit, dans ces conditions :

w = Ç0*£i* — xÇ*-ixW Ç| € S* Ï = 0, ..., (A: — 1)

en mettant en évidence les occurrences de l'élément x.

Un automate reconnaissant le rationnel K, A{K) = { Sn5 E, s0, 5", S } ,
est un automate fini (avec \L états). Considérons la suite de ses états lorsqu'il
lit successivement les mots :

/ étant un entier arbitraire, on peut choisir l'entier k tel qu'il existe un état
Su de E9 qui apparaît au moins / fois dans cette suite. Nous pouvons alors
écrire le mot w correspondant au choix fait, sous la forme :

w =
avec :

Montrons que l'on peut toujours faire un choix tel que les mots :

soient tous distincts. Cette justification concerne uniquement le cas où

JC = 1.

n° mars 1974, R-l.



7 0 J. M. AUTEBERT ET J. BEAUQUIER

Supposons donc que, pour tout entier m :

gu g2, gs€Z* g = g&gs € R, <p(g) € L et <p(g2) = 1

En choisissant m suffisamment grand, on peut décomposer le facteur g2

en :

de telle manière que

Or : <p(g(p)) = <p(g) € L
et ^(^(p))i^2f pour/? ^ 1, d'où une contradiction.

Nous pouvons donc choisir tous les JC£J non vides. On définit des mots de
Dyck Xi de la façon suivante : à chaque mot x^\ on fait correspondre le plus
petit mot de Dyck qui le contient et qui soit un facteur de w. Pour tout entier
arbitraire /, on peut trouver a tel que l'on ait / mots Xi àc ce type.

Nous désignerons par Qt (resp. F() l'état de A(K) lorsque, lors de la lecture
du mot H>, l'automate est sur le point d'absorber Xi (resp. vient d'absorber Xi).

D'après le lemme 1 plusieurs cas sont à envisager :
Quel que soit l'entier /w, on peut choisir / (et par conséquent a) de telle

manière qu'il y ait m facteurs xu P o u r *' € [1, m] <lui s o n t •

— soit strictement emboîtés,

— soit non strictement emboîtés,

— soit consécutifs.

Dans chacun de ces cas, K et R étant deux rationnels, on peut choisir
l'entier m (et par conséquent a) de telle manière qu'il y ait 2 facteurs, %p et x«
satisfaisant :

— QP = Qq

— Il existe un mot g € R tel que <p(g) = w qui s'écrit g = g'^gl — g2c2g2

avec <p(c!) - Xp e t <p(c2) = X«>
tel que les états de l'automate reconnaissante soient les mêmes après la lecture
de chaque g\ (resp. chaque g[c^) {i = 1, 2).

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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1er cas : xP et Xq SOQt strictement emboîtés.

Cette hypothèse correspond à la configuration suivante :

Xq

LJ

D'après le lemme 2 l'un au moins des mots v ou v contient un élément
de A ^ ) . Il est clair que l'on peut choisir les Xi de telle sorte que ce mot ne
contienne que des éléments de AOJ et A(l).

De plus, l'hypothèse où v contient un élément de A(<J1) contredit le fait
que la transduction rationnelle T envoie L dans D'£.

On a donc mis ainsi en évidence un rationnel K' contenu dans K et reconnu
par un automate du type suivant :

A

2e cas : xp et Xq s o n t n o n strictement emboîtés. On a donc la configuration
suivante :

(Ou la configuration symétrique.)

Il existe un mot g de R tel que

g = g1hg2 et gxh*g2 est inclus dans R

avec :
( r > 0 )

n° mars 1974, R-L



7 2 J. M. AUTEBERT ET J. BEAUQUIER

comme d appartient à D'n* et que l'on est dans le même état de A(K) avant
et après avoir lu ce facteur de w, si w±dw2 = w le mot w' = w1d

2w2 appartient
à D'n* O K et il existe g' e R, g' = gtA2^ tel que <p(g') = w'.

Or on a alors ^(g') $ D'2* car <p(A) = cr"! (r > 0).

D'où une contradiction qui exclut cette hypothèse.

3e cas :

Xp e t Xq s o n t consécutifs.
Cette dernière hypothèse correspond à la configuration suivante :

XP contient au moins un élément de À(a1) donc xP appartient à A(a[) avec
/ > 0 (comme dans le premier cas). En posant xPf ~ d9 on se retrouve dans
les conditions du second cas. Seule la première hypothèse est donc valable.

De la même façon, on peut faire cette construction en considérant la
lettre a2 au lieu de la lettre ax.

Il en résulte qu'il existe des mots $[, ty'2, TJ, îj, Ut-t de Sn et des états / et 7
de A{K) vérifiant :

> +0 = Kso, Virù = t

C'est-à-dire que nous mettons ainsi en évidence l'existence d'un rationnel
inclus dans K, reconnu par un automate analogue à celui représenté ci-dessus.

La conjonction de ces deux résultats prouve le lemme IL

Posons :

( V a € N + ) Jlfail
et

(V i € N+) M«ti+

enfin, soit C la partie de L£ : C = { Mati | ce, i € N+ }.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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Nous allons démontrer le :

73

Lemme m

Si le langage algébrique standard L = (Df
n* Ci K) est tel qu'il existe une

transduction rationnelle T vérifiant C s T(L) £ DÇ* alors il existe un langage
rationnel K\ inclus dans K, reconnu par un automate fini du type suivant :

ts

avec :

Preuve :

Si l'on refait la construction du Lemme II, le passage du mot Mati au
mot Ma>i+u introduit deux paires d'états. Il suffit de remarquer que, en choi-
sissant i suffisamment grand, on peut toujours trouver deux telles paires
identiques. La mise en évidence d'un automate du type ci-dessus est alors
aisée.

Posons :

(V m € N+)ra,p.m = [MaJ
mct E = { T^m\«.,p, m € N+ }

Démontrons le :

Lemme IV

Si le langage algébrique standard L = (D'n* Ci K) est tel qu'il existe une
transduction rationnelle T vérifiant E ^ r(L) S D'2*9 alors il existe un langage
rationnel K\ inclus dans K, reconnu par un automate fini du type suivant :

n° mars 1974, R-l.
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avec :

\ >U ..V'VWrV./iA.W,

Preuve :

Écrivons : rajVB = M^M^... M™. Pour chaque facteur Af£>
(i = 1,..., m), la construction du lemme III permet d'obtenir m quadruplets
d'états. Le mot w choisi pour cette construction s'écrit : w = wxw2 ... wm.
Soit : <Ù = Û)16)2 ... wm, le sous-mot de w obtenu en ne conservant que les
occurrences x telles que : ^f[(p~1(x)]^ 1. Pour tout entier k, nous pouvons
choisir m de telle façon que la suite : <ol3 co2,..., o>m contienne au moins k
mots identiques. Pour tout entier /, nous pouvons choisir k de telle façon que,
parmi les k mots identiques déterminés ci-dessus, il y en ait / : û l f Q2,..., £ït

qui, en posant :

w ~ £1^1 £2^2 ••- ^z£z+i (Yt étant le facteur correspondant à Qt)

satisfont la relation :

(V i =1 , . . . , / ) ,

1 et (Xj est la p occurrence de Q )̂] => [S(50, Ç1F1...

Il suffit en effet de choisir : k > /(x(2pa+1). / étant un entier arbitraire nous
pouvons prendre les entiers a, p et m et le mot w de A[r(a, », w)] de telle
façon que, en particulier, chaque facteur Vt(i — 1,...,/), puisse se mettre
sous la forme :

avec :

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



UNE CARACTERISATION DES GENERATEURS STANDARD

Ce que nous pouvons représenter schématiquement sous la forme

75

même état

même état

même état | j

même état

Pour simplifier les notations, posons :

Deux cas sont à envisager :

1e
cas

II existe un entier jÇL

On pose alors :

j < /) tel que le mot hj soit un mot de D'n .

et l'on a :

= s avec 7-e/K'

C'est-à-dire que l'on a mis en évidence l'existence d'un rationnel K' inclus
dans K reconnu par un automate du type annoncé dans le lemme III.

2e cas :

Quel que soit l'entier y(2 < j < /), le mot hj n'est pas un mot de Z>̂ *.

Or, d'après le lemme 1, pour tout entier ko> il existe un entier /tel que le mot :

h^h2 ... hx soit ou bien de puissance supérieure à k09 ou bien de hauteur supé-
rieure h k0.

n° mars 1974, R-l.



76 J. M. AUTEBERT ET J. BEAUQUIER

Séparons en deux sous-cas ;

1er sous-cas

S'il existe un choix de l'entier fc0, supérieur à (JJL + 1), tel que le mot cor-
respondant : hxh2 ...ht = h, soit de puissance supérieure à k09 alors, ce mot
peut s'écrire : h = hxh2 ... h(i-i)Qi'idxdxh'j)hj+x... ht avec :

ht = A/A?,

et de plus :

= A/AJ, A? —

En effet, d'après l'hypothèse faite, le mot h peut s'écrire :

où /f€/>J*«=l,...,(|i+

Désignons p a r / / ^ la dernière lettre du mot ft et considérons la suite des
états de l'automate fini À(K), lisant le mot w :

Deux éléments de cette suite sont identiques : $(S0,...//
a)) = S(S0,... fju))

d*où la forme annoncée du mot A.

Posons maintenant ;

et

S(s0, Usos,dx) - *, 8(jf v,... 5,) = ^S(ï, rf,) - r.

Nous avons ainsi mis en évidence l'existence de mots vérifiant :

8(*>, Usos,dx) = j , Kl dxdx) = s (avec (dxdx) € />;•),

(3 Sf € F)>S(i; rft ̂ r5/) - J, (avec

c'est-à-dire, en fait d'un rationnel K', inclus dans 7§T, reconnu par l'automate
fini représenté schématiquement de la manière suivante :

Revue Française d*Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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2e sous-cas

Si l'hypothèse ci-dessus n'est pas vérifiée, alors, en choisissant
k0 ~ (p + l)2 + l, on peut trouver un entier / tel que le mot h soit de puis-
sance inférieure à kOf mais de hauteur supérieure à k0.

Dans ces conditions, h peut s'écrire :

h = hth2 ... hti-vWUMUidUJ

où : ht = hlU3, (U3UXU2U4) eDi*d€ D* U3 et U2 sont équivalents (au sens
de la réduction de Dyck) à des mots uniquement constitués d'occurrences de
lettres non barrées, 8(s0,1XVX ... V^^Q = 8(ÏO> 1XVX... V^^U^U^y

En effet, d'après l'hypothèse faite, h s'écrit : A =

ou:

et,

/ H

ƒ(

« i Pi

=*i / i Pi

Considérons la suite des états de l'automate fini A(K), lisant w

II y a dans cette suite au moins ([L + 1) états identiques, correspondant
aux indices : ku k2,..., A:(tJt+1).

Désignons par ft
l la première occurrence du mot fx et considérons la

suite des états de A(K) lisant w :

Deux au moins de ces états sont identiques (correspondant aux indices p
et q), d'où la forme annoncée de h.

j_1 h. v.

! fn

même état même état

n° mars 1974, R-l.
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Nous avons ainsi mis en évidence l'existence de mots, vérifiant :

9(s0, Uo) = s', 8(5', J73) = s, Kl UtU2U3) = s, 8(1 UxU2fq) - r, 8(r, *

et :

avec :
i*. fq

Finalement, et de manière générale, nous avons ainsi mis en évidence un
rationnel K\ inclus dans K, et reconnu par un automate fini du type annoncé
dans le lemme IV.

Définissons maintenant l'application O de C X 2* dans ^* P a r :

(V w € Sf)(V a € N+)<ï>(Afatl, w>) ==

(V w € Sf )(V a € N+)(V i € N

et posons :

enfin, soit F la partie de SJ : JF = {/>«,P(m,1'|*, A w, i € N+ }.

Lemme V

Si le langage algébrique standard L = (Z>̂ * fl ^ ) est tel qu'il existe une
transduction rationnelle T vérifiant .F ç T(L) Ç D2* alors il existe un langage
rationnel K\ inclus dans K> reconnu par un automate fini du type suivant :

avec :
ilkk, vv', vv"9a, uJiMt, utsuts, ut}eD'n*.
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Preuve :

Considérons un mot w de A(PatPmtt) :

OÙ

La construction du lemme IV appliquée aux mots :

Wj, W>2, ».» < et

permet la mise en évidence d'un rationnel K", inclus dans K9 reconnu par un
automate fini du type suivant :

II s'agit d'un automate obtenu en «emboîtant » deux automates du type
de ceux définis au lemme IV. En considérant le mot PatP,mti9 on met, de la
même façon, en évidence, un rationnel JK'(i+1), inclus dans K, reconnu par un
automate obtenu en « emboîtant « (/ + 1) automates du type de ceux définis
au lemme IV. Il suffit de remarquer que, en choisissant i suffisamment grand,
on peut trouver deux tels automates correspondants aux mêmes quadruplets
d'états (s,s, t,l)9 pour établir le lemme V.

La construction faite en considérant la partie i7 s'applique à D-f et nous
pouvons affirmer que tout langage algébrique standard qui s'envoie par
transduction rationnelle sur D'2*, vérifie une propriété analogue à celle énoncée
au îemme V. Dès lors, énonçons le :

Lemme VI

Si Ku K2, ...5 K8 désignent les langages rationnels reconnus par les auto-
mates finis suivants, sous-automates de l'automate fini du lemme V (voir
page suivante),
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alors, on a :

D'n* = 0

Preuve

Ce lemme résulte de la construction même effectuée aux lemmes II, III,
IV, V, associée au fait qu'un mot de Dyck admet une réduction unique.

Les lemmes V et VI donnent donc une condition nécessaire pour qu'un
langage algébrique standard soit générateur. Le fait qu'elle soit suffisante
découle de propriétés bien connues des transductions rationnelles. Énonçons
donc le :

Théorème I

Une condition nécessaire et suffisante pour que le langage algébrique
standard L = (D'n* f\K) (n > 1) soit générateur est que le langage Kcon-
tienne un langage rationnel K\ reconnu par un automate fini du type suivant :

satisfaisant le lemme VI avec :

//, *£, ustüst, utsüt5, vv, yfi, hh, uft € A;*

Si on remplace D'2* par DJ* une construction analogue fournit le :

Théorème II

Une condition nécessaire et suffisante pour que le langage algébrique
standard L = (A/* H K)(n > 1) s'envoie par transduction rationnelle sur le
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langage Z>/* est que le langage rationnel ^contienne un langage rationnel K\
reconnu par un automate fini du type suivant :

satisfaisant le lemme VI avec :

II kk9 hh9 VV\ VV", rfi,Uft € D'n*

4. EXEMPLE D'APPLICATION

Proposition

Le langage algébrique L, engendré par la grammaire

( S^aSSb

est un générateur du cône rationnel des langages algébriques.

Preuve :

Soit 2 2 == { 8, b, 6, b },-2>2* le langage de Dyck construit sur Sf et K le
langage rationnel : K = { 8*66, 9, b }*.

D'après une propriété connue [7], le langage L est rationnellement équi-
valent au langage L' — (8Z>2* fi K) (c'est-à-dire qu'il existe deux transductions
rationnelles T et T' telles que : T(L) = L' et T'(L') = L).

Considérons le rationnel K\ reconnu par l'automate fini suivant :

(zbbBbQ)

Clairement, K' est inclus dans A'et d'après le théorème I, L' est générateur.
L l'est donc aussi.
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