
REVUE FRANÇAISE D’AUTOMATIQUE INFORMATIQUE
RECHERCHE OPÉRATIONNELLE. INFORMATIQUE THÉORIQUE

PIERRE LESCANNE
Équivalence entre la famille des ensembles réguliers
et la famille des ensembles algébriques
Revue française d’automatique informatique recherche opérationnelle.
Informatique théorique, tome 10, no R2 (1976), p. 57-81
<http://www.numdam.org/item?id=ITA_1976__10_2_57_0>

© AFCET, 1976, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Revue française d’automatique informa-
tique recherche opérationnelle. Informatique théorique » implique l’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la
présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ITA_1976__10_2_57_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


R.A.I.R.O. Informatique Théorique
(vol 10, n° 8, août 1976, p. 57 à 81).

ÉQUIVALENCE ENTRE LA FAMILLE
DES ENSEMBLES RÉGULIERS

ET LA FAMILLE DES ENSEMBLES ALGÉBRIQUES (*)

PIERRE LESCANNE (l)

Communiqué par M. Nivat.

Résumé. — Vune des conséquences du théorème de Kleene [14] peut s'énoncer comme
Véquivalence entre les langages réguliers et les langages engendrés par des grammaires liné-
aires à droite. Gruska [11] et McWhirter [17] ont démontré un théorème similaire affirmant
Véquivalence entre les langages définis par des expressions régulières d'un certain type et
les langages engendrés par les grammaires à contexte libre. Nous généralisons ces théorèmes
aux sous-ensembles d'une algèbre plus générale. Nous définissons les ensembles réguliers
et les ensembles algébriques; le théorème principal affirme que les ensembles réguliers et les
ensembles algébriques coïncident.

1. INTRODUCTION

1.1. Trois définitions des langages de type 3

Adoptant la classification de Chomsky [4], nous nous proposons d'examiner
à titre d'exemple les langages de type 3. On peut les caractériser de trois
manières radicalement différentes.

1.1.1. Définition par un système d'équations

V* désigne l'ensemble des mots sur V, ^$(F*) l'ensemble des parties
de K* et À le mot vide. Soit le système d'équations :

u H i J ) u
i € Ij I 6 Jj

xn= u « î **«.»> u U P".

(*) Reçu mai 1975.
O Centre National de la Recherche Scientifique, Unité d'Enseignement et de Recherche

de Sciences Mathématiques, Université de Nancy I.
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58 P. LESCANNE

où Ix , . . . , / „ et Jx , . . ., Jn sont des ensembles finis, k (/, 7 ) e { 1, . . . , « } ,
ay et (3 ƒ appart iennent à K*.

U n n-uple L = (L x , . . . , Ln) de parties de K * est une solution du système
si pou r tout j on a :

J M ; )
i e ƒ j » e J j

Considérons l'ordre produit de l'inclusion. Tout système admet une solution
minimale pour cet ordre; un langage est de type 3 s'il est première compo-
sante de la solution minimale d'un système du type ci-dessus, appelé aussi
système linéaire à droite.

Exemple 1 : Si V = { a, b }, la solution minimale du système

Xx =aX2vX3vb,

X2 = aX2\jb,

X3 = abX3yj A,

est un langage de type 3.

1.1.2. Définition par un automate fini

Un ensemble muni d'une loi de composition externe à opérateurs dans
un ensemble V et d'un élément distingué X est appelé une algèbre monadique
sur V\ V * est une algèbre monadique où l'élément distingué est le mot vide A.
Si se est une algèbre monadique sur V, il existe une application J^ unique
telle que

c'est pourquoi on désigne parfois K* sous le nom d'algèbre monadique
initiale par référence aux catégories (cf. [19]),

Un langage L de V* est de type 3 s'il existe une algèbre monadique finie se
et une partie r de ̂  telle que

Un couple (rf, t) est souvent appelé un automate fini (déterministe).
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ENSEMBLES RÉGULIERS ET ENSEMBLES ALGÉBRIQUES 5 9

Exemple 2 : La figure 1 schématise un tel automate sur { a, b }.

S'il y a un arc étiqueté par a de i vers7, cela signifie que a.i = j . Le langage
reconnu par cet automate est le même que celui de l'exemple 1 si Ton prend
t = { 1,2,4} et X = 1.

Figure 1.

Un automate.

1.1.3. Définition par une expression régulière

On appelle expression régulière, une expression correctement parenthésée
qui utilise uniquement les signes u, ., * et les éléments de V. Par définition,
un langage est de type 3 s'il peut être exprimé par une expression régulière
de K* où u désigne l'union, . le. produit et

L* = { a | a = p! , .. ., P„ , p, G L, n £ 0 pour 1 ^ 1 ̂  n }
est l'itéré de L.

Autrement dit, les langages de type 3 sont obtenus à partir des langages
finis par produit, union et itération; ce résultat est connu sous le nom
de théorème de Kleene [14].

Exemple 3 : Le langage L = a*.b u (a.Z>)* est un langage de type 3,
c'est d'ailleurs le même que celui qui a été vu dans les exemples 1 et 2.
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60 P. LESCANNE

1.2. Deux définitions des langages de type 2 (langages à contexte libre)

1.2.1. Définition par un système

Soit le système d'équations

* i = u «i1.
i l

Xj = U «/'
islj

X n = U a?,

où It , . . . , /„ sont des ensembles finis et a/ des mots sur V u { X t , . . • , Xn }.
Un ft-uple L = { Lv ..., L n } de parties de V * est une solution du système

si on a :
Lj^ (J A{ pour ƒ = 1 , . . . , n,

où yl/ est obtenu en substituant, pour chaque k, L k à la place de Xk à chacune
de ses occurrences, dans <xj.

Un langage est de type 2 s'il est la première composante de la solution
minimale d'un tel système.

Exemple 4 : X = a X b u A a pour solution minimale { an bn J n g: 0 }.

1,2.2. Définition par une expression substitutive

Dans la caractérisation de McWhirter, la substitution et la substitution
itérée jouent un rôle prépondérant.

1.2.2.1. Substitution

On appelle substitution de L en a dans L' l'opération notée [a «— JL] (£/)
et définie par

[a <— L] (V) = { a0 Pi ai . . . pw an | chaque pf e L et ot0 a at , . . . , a a„ e L'

et a n'a pas d'occurrence dans at}.

1.2.2.2. Substitution itérée

C'est l'opération notée JL*a et définie par

où
(L) = {a} et
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ENSEMBLES RÉGULIERS ET ENSEMBLES ALGÉBRIQUES 61

Une expression substitutive sur V et W est une expression correctement
parenthésée qui utilise uniquement les signes u, [a <—], *a pour as W, les élé-
ment3 de V et de W et le signe A.

McWhirter [17] a démontré que pour qu'un langage soit de type 2, il faut
et il suffit qu'il puisse être exprimé par une expression substitutive.

Exemple 5 : { an bn 1 n ^ 0 } = [c <- A] ({ a cb }*c).

1.2.3. Les langages de type 2 ne sont pas reconnus par les monoïdes finis

Les systèmes d'équations que nous avons définis sont liés à la structure
de monoïdes de K*. La question que l'on peut se poser est de savoir
si tout langage de type 2 est l'image réciproque d'une partie finie d'un monoïde
fini. En fait, il n'en est rien, on obtient seulement ainsi les langages de type 3
(cf- [7], P- 62) qui forment une famille strictement plus petite.

13. P lu

Dans la suite, nous allons faire quelques rappels d'algèbre universelle
(partie 2) pour définir correctement les notions générales :

— d'ensemble algébrique (partie 3.3), c'est-à-dire solution minimale
d'un système d'équations;

— d'ensemble reconnaissable (partie 3.4), c'est-à-dire image inverse
d'une partie finie d'une algèbre finie;

— d'ensemble régulier (partie 4), c'est-à-dire obtenu à partir des ensembles
finis par substitution et substitution itérée.

algébrique-* — >-régulier

reconnaissable

Figure 2.
Trois équivalences.

Notre but est de montrer un théorème qui généralise le théorème
de McWhirter et le théorème de Kleene et affirme l'équivalence entre ensembles
algébriques et ensembles réguliers (partie 5), c'est-à-dire l'équivalence (3)
de la figure 2. Dans cette figure, les équivalences (1) et (2) qui ne sont vraies

août 1976.



62 P. LESCANNE

que pour les théories libres de base finie ont été démontrées par Mezei
et Wright [18] pour (1) et Thatcher et Wright [21] pour (2). Nous allons,
quant à nous, montrer l'équivalence (3) dans le cas des théories conformes;
dans ce cas plus général, c'est la seule équivalence qui reste valable comme
le montre l'examen de la théorie des monoïdes. Nous allons, par le fait,
généraliser le théorème de Gruska [11] et de McWhirter [17].

La définition de la notion .d'ensemble algébrique suppose que l'on puisse
munir l'ensemble des parties d'une structure identique à celle de l'algèbre
elle-même, ce n'est pas toujours le cas, c'est pourquoi nous introduisons
la notion de théorie conforme (partie 2.2); un contre-exemple simple est
celui des groupes; envisageons le groupe Z/2 Z, on a :

Par conséquent, l'ensemble de ses parties muni du prolongement .naturel
de l'opération + n'est pas conforme. Cette classification des théories
algébriques entre conforme et non conforme est nouvelle et plus commode
que la classification entre théorie libre et non libre, en effet, la plupart
des théories algébriques que l'on rencontre quand on étudie les langages
sont conformes sans être libres (ce qui est le cas pour les monoïdes).
Le théorème que nous donnons est une illustration de l'utilité de cette notion :
il généralise agréablement des résultats connus sur les théories libres.
Ce qu'il faut bien voir, c'est que hors du cadre des théories conformes,
on ne peut pas parler d'ensemble algébrique, c'est pourquoi nous reprendrons
l'introduction de ce concept dans ce nouveau cadre.

2. THÉORIES ALGÉBRIQUES CONFORMES

Nous reprendrons les notations et les concepts d'Eilenberg et Wright [8]
à quelques exceptions près cependant : ce que nous appellerons théorie
est la catégorie opposée à celle que ces auteurs définissent sous ce nom
{cf. [19], chap. 3); ainsi les foncteurs contravariants deviennent covariants
et les notations postfixées deviennent préfixées. De façon classique, N° est
la catégorie opposée de |M> c'est une sous-catégorie de chaque théorie.
Nous ne ferons pas de différences entre l'entier n et l'ensemble { 1, 2, . . . , n }
de la catégorie N, n est la somme directe de n fois 1 dans N, donc le produit
de n fois 1 dans |\|°. Les morphismes d'une théorie sont appelés « schémas
d'opération » ou « opération »; l'opération p —• 1 qui correspond à la z-ième
projection sera notée xx\ c'est un morphisme de la catégorie N°. De manière
assez systématique, nous utiliserons la notation x pour les w-uplets {xx , . . . , xn).

Revue Française & Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



ENSEMBLES RÉGULIERS ET ENSEMBLES ALGÉBRIQUES 63

2.1. Multiplicité

Si N° [Q] est une théorie libre sur Q9 on définit pour chaque entier z,
une fonction de l'ensemble des morphismes de |\|° [fï] vers les entiers, notée mt

et appelée multiplicité de xh elle vérifie les axiomes :

MULl m^Xf) = î o ù X i ' . p - ^ l ,

MUL 2 mi(xk) = 0 où xk:p->\ et k ^ i,

MUL 3 m,.(<p) = m£(x1<p)+...+mI-(xllq>),

MUL 4 si (oeQM alors m£(cû(p) = m£(<p).

Intuitivement, la multiplicité mt (cp) désigne le nombre d'occurrences de xt

dans cp.

Exemple 6 : Si cp = 71 (x2, TC (X2 , JCX)), mx (cp) = 1, m2 (q>) = 2, m3 (cp) = 0.

2.2. Théorie conforme

Une théorie algébrique est habituellement définie comme le quotient
d'une théorie libre N° [O] et d'une congruence Q sur cette théorie;
la congruence Q elle-même est définie comme la plus petite des congruences
qui contienne une famille T — { TJn entier } de relations binaires [Tn est
une relation sur |\|° [Q] (n, 1)]. Le couple (Q, F) est appelé une présentation
de la théorie.

Une présentation est conforme si elle vérifie

CONF {Vw, ieN}, {Va, peN°[Q](rc, 1)},

C'est-à-dire que pour chaque couple relié de Fn, toutes les multiplicités
coïncident de part et d'autre et valent un ou zéro. Une théorie est dite conforme
si elle admet une présentation conforme.

Exemple 1 : La théorie M des monoïdes est conforme.

Contre-exemple : La théorie G des groupes est habituellement présentée
ainsi :

Q0 = {e} Qx = {inv} O, = {n} et O*=<3 pour k > 2,

Tt = {n(xl9 inv(xj)~ e; n(xx, e)~x1},

T2 = {n(n(xu x2), xz) ~n(xu-n(x
et

^0 = Ffc = 0 pour k > 2.
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64 P. LESCANNE

Cette présentation n'est pas conforme, en effet :

m](7t(xi, invixj) = 2 ^ ml(e) = 0.

REMARQUE : Le cas de Z/2 Z et le théorème de Gautam permettent
d'affirmer que G n'admet aucune présentation conforme.

2.3. Théorème de Gautam

Gautam [10] a démontré qu'une théorie T admet une présentation conforme
si et seulement si pour toute T-algèbre A, le prolongement des opérations à A
(ensemble des parties de A) est possible et munit A d'une structure de T-algèbre.
Les théories algébriques que l'on rencontre habituellement dans l'étude
des langages formels sont conformes : c'est le cas des théories libres, entre
autres celles des algèbres monadiques et c'est le cas de la théorie des monoïdes.

3. ENSEMBLES ALGÉBRIQUES ET ENSEMBLES RECONNAISSABLES

A partir de maintenant, nous nous plaçons dans une théorie conforme T
à laquelle nous faisons implicitement référence.

Dans cette partie, nous introduisons la notion d'ensemble algébrique,
comme plus petite solution d'un système d'équations. Pour cela, nous défi-
nissons ce qu'est une application polynômiale, c'est-à-dire une application
de 3̂ (A)k vers ty (A)n induite par un « polynôme ».

Considérons le cas des monoïdes de base { a, b }, c'est-à-dire les monoïdes
qui ont en plus de l'élément neutre e, deux points distingués a et b.

P : ( X, Y)^(aX, Y a X, Y b) est un polynôme et

Q : (X, Y)^(a Y u e, Xb)

est aussi un polynôme, si

on a

(L l s L2) = ( aL 2 uÀ, Ltb)9

c'est-à-dire que (L x , L2) est un point fixe de g, c'est d'ailleurs le seul, donc
le plus petit. Sa première composante Lx est alors un ensemble algébrique.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



ENSEMBLES RÉGULIERS ET ENSEMBLES ALGÉBRIQUES 65

3.1. Polynômes

3.1.1. Un polynôme k\-»n est un w-uple P = ( P 1 > . . . , P J où Pi est
un sous-ensemble fini de T {k, 1). Les éléments de Pt sont appelés les consti-
tuants de P. Si chaque Pt est réduit à un seul élément, P est dit monomial.

3.1.2. Application associée à un polynôme

Si A est une algèbre, si X = ( X 1 ? . . v, Xk) e ^ (A)k> nous définissons

PiX= U <f(Xu ...9Xk),

PX = (P1X, . . . ,P r t X) .

Alors P induit une application P^ : $ 04)*-» ty (Att).
s$ (A)k est muni de la structure de treillis produit, c'est-à-dire :

X c Y si Xt c Yt pour tout 1 g i ^ n,

3.1.3. P^ est une application continue, c'est-à-dire :

PROPOSITION 1 : Si X° a X1 c . . . cXffl c . . . e^ w«e chaîne (c'est-à-dire
une suite dénombrabîe croissante d'ensembles), alors PA (\J Xm) = (J PA (Xm). •

m m

3.2. Point fixe et polynômes

3.2.1. Théorème du point fixe

Si P est un polynôme n~+n, le théorème du point fixe [2] affirme que P^
admet un plus petit point fixe noté PA = ( PA 1(, .'..., PAtn) et que celui-ci
est donné par :

?A = {)PA0 OÙ 0 = ( 0 , . . . ,
A;

et

P* = ^ P i t o P A o . . . o P i l

3.2.2. Transfert du point fixe

Dans le cas particulier où l'on a affaire à l'algèbre initiale notée Ao,

nous écrirons P au lieu de P^o. La proposition suivante montre le rôle très
important joué par l'ensemble P. Si %A : Ao —> A est Tunique morphisme
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66 P. LESCANNE

de Ao vers A, nous notons par le même signe %A l'unique morphisme de Ŝ (A0)
n

vers ty (A)n prolongeant ^4 . On a alors :

PROPOSITION 2 : PA = \ A P.

La démonstration provient du diagramme commutatif ci-dessous

3.3. Ensembles algébriques

Une partie X d'une algèbre ,4 initiale est dite algébrique s'il existe
un entier n et un polynôme P :n—> n tels que X = P ^ i , c'est-à-dire que
X est la première coordonnée de la plus petite solution ¥A de l'équation
PX = X. On a les propriétés suivantes :

1) Un singleton est algébrique.
2) L'ensemble vide est algébrique.
3) Si Xx et X2 sont algébriques, il en est de même de Xt u X2.
4) Si (pe («, 1) et si Xx , . . . , Xn sont algébriques, alors (Xt , . . . , Z J

l'est aussi.

3.4. Ensembles reconnaissables

Un sous-ensemble X de Ao est reconnaissable s'il existe une algèbre finie A
et une partie t de A telles que X = ^A

 1 r. Mezei et Wright ([18], voir aussi [8])
ont montré :

THÉORÈME 1 : Si Ao est F algèbre initiale d'une théorie libre finement engendrée
{c'est-à-dire que (J Qk est finie), les ensembles reconnaissables et algébriques
coïncident, m k

Ce théorème ne s'étend pas aux théories libres engendrées par une famille
infinie; par exemple, si V* est l'algèbre monadique initiale sur un ensemble
V = { ax , . . ., an, . . . } infini, K* est reconnaissable [reconnu par exemple
par ({ X}, {X })], mais n'est pas algébrique car un polynôme n '« utilise »
qu'une famille V ' finie d'éléments de V et admet toujours comme plus petite
solution un w-uplet de parties de K'*.

Ce théorème ne 5'étend pas non plus aux théories conformes puisqu'il est
faux dans le cas de la théorie des monoïdes : en effet, dans ce cas, les ensembles
algébriques sont les langages à contexte libre ou de type 2 (dans la classification
de Chomsky) et leur famille contient strictement celle des ensembles reconnais-
sables qui sont les langages de type 3.
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4. ENSEMBLES RÉGULIERS

Avant de définir les ensembles réguliers et de les utiliser, nous allons préciser
quelques notions relatives aux algèbres libres.

4.1. Algèbres libres

4.1.1. Introduction

Dans [8] et dans [19], on trouve introduite la notion d'algèbre libre sur
un ensemble fini [en l'occurrence l'intervalle { 1, . . . , k } des entiers pour tout k,
il s'agit de T (k, 1)]; il n'est guère plus difficile de définir une algèbre libre
sur V pour tout ensemble fini F; nous la noterons T (F) . Nous considérons
dorénavant T ({ xx , . . . , xk }) et T (k, 1) comme la même algèbre.

Exemple 8 :

1) Une algèbre monadique sur F libre sur X est par exemple l'ensemble
F * (I u { X }) des mots composés d'une suite finie d'éléments de F terminée
par X, ou par un élément de E.

2) Une algèbre libre sur F de la théorie M des monoïdes, c'est-à-dire
un monoïde libre sur F est l'ensemble F * des mots sur F.

4.1.2. Les algèbres libres comme algèbre initiale d'une théorie

Considérons la théorie T présentée par (Q, R), on peut construire une théorie,
notée T [K] et présentée par (Q', R') de la manière suivante : Çl'o = Qo u F
(on suppose F disjoint de Qo), QJ = Qt pour i ^ 1 et Rt = R^ pour tout i\
la théorie T [ F ] est dite obtenue à partir de la théorie T par adjonction
d'une famille V de constantes.

La catégorie des T [F,]-algèbres est une sous-catégorie de la catégorie
des T-algèbres; elle est formée des T-algèbres dans lesquelles on a distingué
les images des éléments de K, les T [K] morphismes sont ceux qui conservent
ces images. Une T [K]-algèbre initiale est alors une T-algèbre libre sur F.

4.1.3. Preuves par récurrence dans les algèbres libres

Pour prouver qu'une propriété Prop (x) est vraie pour tout x d'une algèbre
libre sur F, il suffit de prouver :

(RECl) Prop (a) pour tout a e F,

et

(REC2) P r o p ^ ) A . . . A Prop(xJ A <peT(n, 1)

=> PropCcpCx ,̂ ...,q> OO).

août 1976.



68 P. LESCANNE

On peut justifier cela de la manière suivante : supposons que P est une appli-
cation de T ( F ) vers {vrai, faux }; si l'on considère Palgèbre à un seul
élément { a }, l'algèbre de ses parties { 0 , { a }} est une algèbre à deux éléments
où l'on fait correspondre { a } à vrai et 0 kfaux.

On voit alors que { vrai } est une sous-algèbre et que Prop est un morphisme
de T (F) vers cette algèbre; c'est aussi le seul, de T (F), vers { vrai, faux },
qui vérifie (REC 1), donc Prop est identiquement vraie.

4.2. Substitution

4.2.1. Définition de la substitution

Soient a e V et L un sous-ensemble de T(F) . Considérons l'application
sb { a, L } de F vers ty (T (F)) définie par :

sb{a, L}(a)=L,

sb{a, L}(b) = {b} si b * a,

puisque T est conforme, ty (T (F)) est une T-algèbre, donc sb { a, L }
se prolonge de manière unique par un morphisme [a *— L ] :

L'image d'tin élément r par ce morphisme est notée [a <«— L ] (r ).
Notons que si r e T ( F - { a }), alors [a <— L ] (r ) = r.

Exemple 9 : Soit F = { Û, è, c }. Plaçons-nous dans le monoïde libre F*
si L = { ac, b } :

[a <- L] (aa) = [ac ac, acb, bac, b2 } ,

[a <r- L] (bcb) = [a <- 0 ] (bcb) = bcb.

4.2.2. Substitution d'un ensemble dans un autre

Le morphisme [#<_! , ] s'étend de manière unique en un morphisme
toujours noté [a*-L~\ de ^P(T(F)) vers ^P(T(F)); il est ainsi défini :

U l>
4.2.2.1. C/«e propriété de la substitution

Soit P = (Pj , . . . , Pm) un polynôme k->m de la théorie T [ F ] ;
si a e F, on peut aussi lui associer un polynôme Q = {Q1 , . . . , Qm) \k-\-\—*m
de la théorie T [ F ~ { a }] de la manière suivante : «on remplace toute occur-
rence de a dans P par xk+l », ce qui s'énonce plus formellement ainsi :
T [ F ] (k, 1) est une T-algèbre libre sur F u i , par conséquent, l'application

ƒ:
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où ( K - { û } ) u H l est considéré comme un sous-ensemble de

et où

f(b) = b si beV~{a},

f(xt) = X; si 1 S i S K

se prolonge de manière unique en un morphisme

ce morphisme est d'ailleurs un isomorphisme.

NOTATION : Dans la proposition qui suit, nous adopterons les notations

Pi=[)<Pij> <P=/(<P), Qt =U<Py
j J

Avec ces notations, on a

LEMME : Si cp e T [ ^ ] (fc+1), flfow

[a <- L] (<p (r)) = ç ([a - L] (rx), • . •, [a - L] (rfc), L).

Considérons la propriété

Prop (cp) : [a^-L] (<p (r)) = ç ([a ^ L] ( r j , . . . , [a <- L] (r,), L).

Cette propriété va être montrée par récurrence pour tous les éléments
de la T-algèbre libre sur V u k :

si <p =? ô e K et è ^ a, on a <j> = é et Prop (cp) tient

pour cp = tz, on a cp (r) = a et [a <— L ] (à) = L ,

par conséquent, (p = xk + 1 e t < p ( . . . , L ) = L , donc on a encore Prop (<p) :

pour <p = je*, on a 9 = 9 = xf :

[a - L](cp(r)) = [a <- L](rf) = ip ( . . . , [a ^- L ] ^ , . . -, [a ^ L](xk), L).

Soient

* e T ( H , 1) et cpl5 ...,<P»e

tels que Prop (cpj, . . . , Prop (cpn).
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On sait que

- • ( . . . , [ o -L] ( (p , ( r ) ) , . . . )
), ..., [a «- L ] ^ , L ) . . . )

=• + («Pi, • • •. <PJ([a - L] ( r j , . . . , [a - L] (rk), L). •

PROPOSITION 3 : >4vec /es notations ci-dessus, on a

[ a - L'](P,.(L))= Q 7 ( [ a - £] ( ! . , ) , . . . , [a «- L'] (£*), L').

Sans nuire à la généralité, on peut supposer P monomial, autrement dit,

[a <- L'](P,(L)) = [a <- L'](q>j(L)) = U [« - £]<!»ƒ«
reL

où (py est l'unique élément de Py

Le résultat découle alors du lemme et des propriétés de la substitution. •

4.2.3. Substitution itérée d'un ensemble

4.2.3.1. Définition

La substitution itérée transforme un sous-ensemble L de T (V) en un sous-
ensemble noté L ** de T ( F - { a }). Elle est définie par L*° = (J Lpa où

LOa - 0 et Lpa = [a «- L(p '1)û] (L).

Z,*a est la plus petite solution de X = [# <— Z ] (L ).

4.2.3.2. Comparaison avec les autres définitions

La substitution itérée que nous proposons, diffère de celle proposée habi-
tuellement, par le fait que LOa = 0 , alors que les autres auteurs (sauf
Engelfriet [24]) proposent LOa = L (Gruska, [11]) ou LOa = { a }
(McWhirter, [17], Thatcher et Wright, [21]).

Nous l'avons choisie ainsi pour deux raisons :

1) La substitution itérée effectuée, il semble préférable que la « variable »
par rapport à laquelle on l'a effectuée ait disparu.

2) La présentation que nous faisons s'intègre agréablement dans le cadre
de la théorie du point fixe, en effet, L*a est la plus petite solution de l'équation
simple
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Exemple de substitution itérée : Si {a,b,c }* est le monoïde libre sur
{ a, b, c } et si L = { bob, c } :

Llfl = {c}, L2a = {bcb,c}, L3a = {b2cb\ bcby c}

et

4.2.3.3. Des propriétés de la substitution itérée

Nous donnons ici quelques propriétés de la substitution itérée qui inter-
viendront dans la suite.

Soit P = (P1 , . . . , P J un polynôme k-*m de la théorie T [ F ] ;
si a e F, on peut lui associer un polynôme R = (Rt , .. ., Rm) de la théorie
T[F— {a }] de la manière suivante : « on remplace toute occurrence de a
dans P par xt ».

NOTATION : Dans les propositions qui suivent, nous adopterons les notations

PROPOSITION 4 : Si L x n'a pas d'occurrence de a, c'est-à-dire si

îa^LjPjiL» L2, . . . ,

Donnons-en tout de suite le corollaire qui nous servira.

COROLLAIRE : Si L c T [K], alors

[a^L*a]Pj(L*a, L 2 ) . . . , Lm)

= ^ ( L*% [a ̂  L*a] ( L2), . . . , [a - L*0] ( LJ).

Ici aussi nous pouvons supposer Pj monomial, il nous faut alors montrer que

[«K-LjqKLi, L2, . . . , Lm)=~v(Ll9...9[a^L1-]{LJ), . . .)•

Nous le ferons par récurrence :

sicp = è # û t o u 9 = JCI(Ï-# 1), le résultat est immédiat;
si q> = a, alors <p = xx et 9 (L x , . . . , Lm) = Lx et

[a <- LjcpCLi, . . . , Lm) = L t = <ç(Lu . . . ) ;

si q> = jtx 9 alors (p = x t :

[ f l ^ L j ^ i , - . , Lm)=[a+- L^iLt)- L^ylL^ . . . , LJ.
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Supposons que cpt , . . ., cpn vérifie la propriété et soit \|/ e T («, 1), on a alors

et

[ j L ) . ...)

Cette proposition a deux variantes.

PROPOSITION 5 : Si L a T ( F ) ,

[ a ^ Z / j P ^ L , , . . . . I * ) < = K y ( I u [a < - ! ] (L!), L2) . . . , Lm).

Nous ne donnerons pas la démonstration complète qui se fait par récurrence
comme celle de la proposition 4; examinons le point clé, c'est-à-dire les cas
9 = a et (p = *! ;

si <p = a, alors <p = xx et

[a+-L]y(Lu ..... Lm) = [a - L](a) = L

) , . . . . Lm) = L u [a «

si <p = Xi , alors q> = xt et

PROPOSITION 6 :

[a ^ L- ] ^ ( L , L2,.. . ., L J = ^,(L*Û, [ a - L*Û](L2), . . . , [a ^- L*a](LJ).

4.3. Ensembles réguliers

Un sous-ensemble d'une T-algèbre libre T (W) sera dit T-régulier (ou sim-
plement régulier s'il n'y a pas d'ambiguïté) s'il est obtenu à partir des ensembles
finis d'une T-algèbre libre T ( F ) (où V z> W) par un nombre fini de substi-
tutions ou substitutions itérées. Cette définition généralise la notion de langage
régulier au sens du théorème de Kleene (cf. 1.1.3), c'est-à-dire engendré
par une expression régulière. Notons que nous n'utilisons pas la réunion
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dans la définition, car celle-ci peut être obtenue par substitution; en effet,
si L ! et L 2 sont des sous-ensembles de T ( V ) et si L 3 = { a, b } où a et b
n'appartiennent pas à V :

On aurait pu utiliser la réunion dans la définition et on aurait alors remplacé
« ensembles finis » par « singletons ».

Exemple d'ensembles réguliers : Dans le cas de { a, b, c }* monoïde libre
sur {a, b9 c} on a vu que { bn cbn 1 n ^ 0 } = { bab, c }*a, donc c'est
un ensemble M-régulier.

5. ÉQUIVALENCE ENTRE LA FAMILLE DES ENSEMBLES RÉGULIERS ET LA
FAMILLE DES ENSEMBLES ALGÉBRIQUES

5.1. Énoncé du théorème

Dans F algèbre initiale, un ensemble est régulier si et seulement si il est
algébrique.

NOTATON : Si p = ( Px , . . . , Pm) est un polynôme, nous allons poser :

p) = Pj{pX~~x, . . . , p1^"1) pour tout j compris entre 1 et m.

5.2. Stabilité de la famille des ensembles algébriques par substitution

PROPOSITION 7 : La famille des ensembles algébriques est stable par substitution.

Soient L = Px où P = ( Px , ...., Pm) et L' = g i où Q = (Ôi , . . . , Ö J ,
deux ensembles algébriques.

Montrons que [a <— L'] (L ) est solution minimale du polynôme
R = (Rt , . . . , Rn+m), construit ainsi :

jç si 1 ^j^m, Rj est obtenu en substituant xm + lka dans Pj (cf. 4 .2 .2 .1) ;

^ si 1 ^ j S n, Rj+m est obtenu en « décalant » de m les indices des variables
qui figuraient dans Qjy autrement dit en substituant xJ+m à Xj dans Qj.

Remarquons que si 1 S J;^ n :

Rj+m(0, ...,0, XU . . . , Xm) = Qj(Xu . . ., Xm),

car Rj+m ne contient pas de variables xt pour 1 <; / ^ m; donc
Rm + 1 = Ql=L'.
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Considérons la suite d'ensembles définie par

et

r ? = 0 si l^j^

r°j = Rj si m<j^

On voit facilement que pour tout k, r* c r* c Rp en particulier r* = ~Rj

si y > m. Par conséquent, (J r* = Rj. Montrons que pour j — 1 . . . m :
*£0

C'est immédiat si k = 0; supposons le résultat vrai pour k— 1 :

( i ) _

O = ^ y ( r l > • • *' rm > &m+l> • • •» ^m + n)>

(2)

1 rf

(4 )

(1) est la définition de r);

(2) par hypothèse de récurrence;

(3) d'après la définition de Rj pour 1 ^ j ^ m et d'après la proposition 3;

(4) d'après la définition de pk
y

De ce résultat, on tire :

RJ = U r) = U [« - -L'] (PÎ) = [« - £ ] ( U Py)

en particulier [a <— £/] (L) = i?i. •

5.3. Stabilité de la famille des ensembles algébriques par substitution itérée

PROPOSITION 8 : La famille des ensembles algébriques est stable par substi-
tution itérée.

En définissant R comme dans le paragraphe 4.2 .3 .3 , nous allons montrer
que ¥*a = Rx.
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Exemple 10 : Considérons dans { a, b, c }* le polynôme

Pt = ax2 u c u À ,

P2=x1f t .

Sa solution minimale est le couple (Z^ , L2) où

L1= s{a"c6"|nè0}-u{aBfc" |»è0}

L2 = {ancbn + l | n ^ 0} u {an6" + 11 n ^ 0}.

On voit que L*c= { afc 6fc | k ^ 0 } et que cet ensemble est première compo-
sante de la solution minimale du polynôme obtenu en remplaçant toute
occurrence de c par xt , c'est-à-dire

xx = ax2 ux jU A,

x2 = Xi b.

LEMME 1 : Si L c Rt

Pour k = 0, on a [a <— ̂  ] (0 ) = 0 <= ^
Si la propriété est vraie pour 1 - 1 , ona alors [a <— L ] ( z^-"1) c ^y pour

tout ƒ et donc

[a <- L] (p5) = [a +- L] (Pj {p\~\ . . ., /£"x))

<= ,R;(Lu [a <- L\{p\-l\ . . . , [a-- L ] ^ " 1 ) , . . . )

La première inclusion provient de la proposition 5 du paragraphe 4 .2 .3 .3 ,
la seconde de l'hypothèse de récurrence et de la croissance de R. •

Comme Pj = \J p), on obtient donc
Jfc^O

[a <- L](Pj) = [a ^ L]( U p1}) = [j [a <
k ^ 0 fc^O

En particulier, si L a Rl9 on a [a <— L ] ( Px) cz Rx , c& qui va nous servir
à démontrer le lemme suivant :

LEMME 2 : P *û c S t .

Il est immédiat que P?a = 0 c ^ .
Supposons p(«-Da c- ^^ e t a i o r S j d'après ce qui précède
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ainsi

Réciproquement, montrons que Rt a P*a ; pour cela, montrons que P fa

est la première composante d'une solution du polynôme R. Choisissons-la
ainsi : .

On a alors d'après la proposition 6 :

Rj{Llt ..., Ln+m)=\a*-Pr~\Pj{Pu P2, . . . . Pn)

Lj. u

PROPOSITION 9 : Tout ensemble régulier est algébrique.
Vue les deux propositions précédentes et vu le fait que les ensembles finis

sont algébriques, ce résultat est immédiat.

5.4. Inclusion de la famille des algébriques dans celle des réguliers

PROPOSITION 10 : Tout ensemble algébrique est régulier.
Remarques préliminaires : On a vu que L1 u L2 est obtenu par substitution.

D'autre part, si Lt , . . . , Ln sont des ensembles et cp e T («, 1),

L = cp (Lx , . . ., Ln)

est obtenu par substitution; en effet, si U = { cp (at , ..., an) } :

Démonstration de la proposition : Soient L un ensemble algébrique et
P = ( P 1 ? . . . , Pn) un polynôme dont « L est solution »; par commodité,
nous supposerons sans nuire à la généralité qu'ici L = Pn.

Nous allons raisonner par récurrence sur n.

5.4.1. Cas n=l
n

P = \J <pt où (PieTClJ), alors P = P *JC1, ici P est vu comme sous-
i = i

ensemble fini de l'algèbre T(l , l ) libre sur { xx } . Cela provient immédia-
tement des définitions

Pi= U P i - U PF-P** 1 .
À;£0 JtâO
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5.4.2. Cas général

Avant de démontrer le cas général, posons quelques notations :

— P = ( Pl , . . . , Pn) est un polynôme à n variables ;

— Q = ( ô i » • • •» ô«- i ) e s t u n polynôme à «—1 variables, déduit de P
en supprimant Pn et en considérant xn comme constante.

La solution minimale Q est un «-uplet de sous-ensembles de l'algèbre
initiale T ({.*„}) et par hypothèse de récurrence Qt est régulier.

Nous noterons Qn le sous-ensemble fini de T ({ xn }) (n— 1,1)'déduit de Pn

en supposant xn constant. L'ensemble M = Qn (Qx , . . . , gn_x) est régulier.

Posons Lrt = M*x
n et Ly . . - [xn ̂ - Ln] (gy) pour 1 ̂ 7 ^ n - 1 . Ln est

régulier ainsi que Lj. Il reste à montrer que Ln = Pn.

Première étape : Pn a L n.

Pour cela, il suffit de montrer que

P(L19 . . . , La) = (Ll9,.., L J .

O r

Pj(Lu . . . , Ln_u Ln) = Pj([xn^Ln]CQi), . v . - ^ L j c â , - , ) , ^)-

On applique la proposition 3 (en intervertissant les rôles de P et Q et
en remplaçant a par x„) :

si 1 g y ̂  n - 1 :

si / . = n :

- [xn ̂  LJ(M ) = [x„ ̂  M •*-] (M )

= Ln.

Deuxième étape : Ln e P„.

Nous avons besoin de plusieurs lemmes.

LEMME 1 : Pour tout k :> 0, tout i{\ ^ 1 ̂  n.—1), L a Pn implique

On démontre cela par récurrence sur /c. Si /: = 0 :
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Si la propriété est vraie pour k-1, d'après la proposition 3 :

[_xn^ L\{qkù= P&x»^ L\(q\-\ . . ., [*„> L](^l{), L).

Or chaque ensemble qui intervient est inclus dans Ph donc :

LEMME 2 : Si L C Pn, a/ors [xn <^-L ] (g ;) c: Pi#

LEMME 3 : Si L <=Pni alors \_xn <- L ] (M) <= Pn.

En effet

[x„ <- L](M) = [xK ̂  L](Pn(Qu . . . , ë n - i ,

Or d'après le lemme 2, chaque terme de ce «-uplet est inclus dans P(. m

LEMME 4 : Pour tout k ^ 0 , M kx» c Pn ;
si /: = 0, c'est évident en appliquant îe lemme 3 pour L = 0 ;

si k ^ 1 et si le résultat est vrai pour k— 1, on obtient alors :

et on applique le lemme 3 et l'hypothèse de récurrence.

Démonstration de la deuxième étape : Elle nous est donnée par le lemme 5.

LEMME 5 : M **« c ¥n,

M*x» = (J Mk\ or chaque Mkx» est inclus dans Fn d'après le lemme 4,k = ° _
donc Àf *x» c PB. •

6. CONSÉQUENCES ET APPLICATIONS

6.1. Applications aux algèbres monadiques

Si nous reprenons à la lumière du théorème les exemples du paragraphe 1.1,
nous sommes amenés à distinguer deux cas : suivant que A est fini ou infini;
si A est fini, les théorèmes de Thatcher et Wright [21] et de Mezei et Wright
([ 18] et [8]) s'appliquent et donnent en définitive le théorème de Kleene ([14]).
En effet, il est très facile de montrer dans ce cas précis, l'équivalence entre
les reconnaissables et les algébriques (voir, par exemple, [13], p. 33). Si A est
infini, le résultat est plus significatif puisqu'alors on sort du domaine d'appli-
cation des théorèmes de Thatcher et Wright et de Mezei et Wright.
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6.1.1. Cas où A est fini

Ici les ensembles algébriques sont les langages de A*, solutions minimales
des systèmes linéaires à droite (cf. [7], 1.1). Le théorème de Kleene est équi-
valent à l'énoncé suivant : « un langage est solution minimale d'un système
linéaire à droite si et seulement si il est obtenu à partir des langages finis
par un nombre fini de réunions, de produits et de produits itérés ».

Cet énoncé sera une conséquence de notre théorème : il suffit d'exprimer
le produit à partir de la substitution, d'exprimer le produit itéré à partir
de la substitution itérée et réciproquement. La réunion est, on le sait, un cas
particulier de la substitution.

6.1.1.1. Expression de Vitération en terme de produit

Si L est un langage de A* V et si a e F, associons à L trois langages :
(F et A sont disjoints);

Lx — L n y4*.(F—{ a }) qui est l'ensemble des mots ne se terminant pas
par a;

L2 — L — Lt qui est l'ensemble des mots de L se terminant par a; et
le langage L3 de A* tel que

L2 = L3.a, L3 = L2a~l (suivant la notation d'Eilenberg dans [7]).
On a alors

et

où L* est le produit itéré au sens habituel.

6.1.1.2. Expression du produit en terme dHtêration

II est immédiat que

L* = ( L o u L)*a,

6.1.2. Cas où A est infini

Comme nous l'avons dit au paragraphe 3.4, les reconnaissables ne coïncident
pas avec les algébriques, pourtant, les réguliers sont les algébriques et eux seuls •

6.2. Applications à la théorie des monoïdes

Ici, les langages algébriques sont les langages à contexte libre; la substi-
tution est celle que l'on connaît sous ce nom dans le monoïde libre, comme
on Ta vu dans les différents exemples. On retrouve le théorème de
McWhirter [19] lui-même très proche du théorème de Gruska [11].
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On trouvera dans [16] des applications de ce résultat à d'autres structures
algébriques.

7. TRAVAUX RELIÉS AUX NOTRES

7.1. Extensions possibles

Turner ([22]) a généralisé le théorème de Mezei-Wright aux théories algé-
briques hétérogènes, c'est-à-dire aux théories où les algèbres ont plusieurs
types d'objets. En généralisant le concept de théorie conforme à ce cas, on doit
pouvoir étendre notre théorème aux théories hétérogènes.

7.2. Travaux voisins

Parmi lés travaux qui sont très proches, il faut citer Wand ([23]) qui,
en terme de u-clan, énonce un théorème similaire, mais il n'est pas traductible
directement car une telle théorie met côte à côte des aspects purement algé-
briques et des aspects qui relèvent spécifiquement des treillis, ce que nous avons
voulu distinguer nettement en introduisant les théories conformes. On doit
aussi rapprocher cela des travaux sur le « point fixe » en théorie de la program-
mation, en particulier de ce que Scott et De Bakker appellent itération
([20] et [6]) et Hitchcock et Park V « élimination des points fixes multiples »
([12]).
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