GUY VIRY
Factorisation des polynomes a plusieurs variables

RAIRO. Informatique théorique, tome 14, n°?2 (1980), p. 209-223
<http://www.numdam.org/item?id=ITA_1980__14_2_209_0>

© AFCET, 1980, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « RAIRO. Informatique théorique » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.
org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique est
constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

NumbaM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ITA_1980__14_2_209_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

R.A.IR.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics
(vol. 14. n® 2, 1980, p. 209 a 223)

FACTORISATION DES POLYNOMES
A PLUSIEURS VARIABLES (*)

par Guy Viry ()

Communiqué par J. BERSTEL

Résumé. — On-donne un algorithme généralisant celui de Musser et Wang aux polynémes a plusieurs
variables a coefficients dans K ou K=2Z, R ou C. Le polynéme donné P(x,, ..., x,) est d’abord

transformé en un polynéme unitaire ;(x,, ..., X,), puis on factorise F(x 1, 0, ..., 0); a chacun des
diviseurs obtenus g;elK[x ] on associe Q;€K|[x,, ..., x,] tel que tout diviseur Q de P soit égal a un
produit Q; ... Q; . Larecherche des diviseurs de P est facilitée grace a un critére de divisibilité qui
permet de vérifier si Q;, ... Q,; divise P sans effectuer la division.

Abstract. — We give an algorithm that generalizes the algorithm of Musser and Wang to the
multivariate polynomials over I where IK=2Z, R or C. The given polynomial P(x,, ..., x,) is first

reduced to amonic polynomial P (x,, ..., x,), thenwe factorize P (x,, 0, ..., 0); we use the factors g,
of P(x,,0, ...,0)toconstruct polynomials Q ;€K [x,, ..., x,) such that each factor Q of P is equal
to aproduct Q;, ... Q; . The search for the factors of Pis simplified by a theorem that allows to test if
Qi, ... Q,, is a factor of P without executing the division.

1. INTRODUCTION

La factorisation des polyndmes a plusieurs variables & coefficients entiers et a
coefficients dans une extension algébrique finie de Q a été étudiée par [3, 5 a 8);
l’algorithme est implémenté sur ordinateur dans le systtme MACSYMA (projet
MAC, M.I.T.), mais il se complique lorsque le polyndme n’est pas unitaire; de
plus la recherche des diviseurs réels du polyndme est longue.

La méthode proposée ici est valable lorsque les coefficients du polyndme sont
entiers, réels ou complexes. On transforme d’abord le polynéme donné en un
polyndme unitaire. On utilise une méthode de factorisation des polyndmes & une
variable. Pour les polynémes a coefficients entiers on choisit la méthode de
Berlekamp [1] et pour les polyndmes a coefficients réels ou complexes on choisit
une méthode d’analyse numérique, par exemple les méthodes de Bairstow et de

(*) Regu mai 1979, et dans sa forme définitive octobre 1979.
(') Département de Mathématiques, Faculté des Sciences, Abidjan.
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210 G. VIRY

Newton. Une des étapes de la factorisation consiste a décomposer des fractions
rationnelles en éléments simples; on utilise la méthode proposée par Kung et
Tang dans [2]. On traite entiérement un exemple de factorisation d’un polyndéme
a trois variables, puis on étudie la complexité des calculs en majorant le nombre
d’opérations dans le cas des polynémes a coefficients entiers.

2. FACTORISATION D’UN POLYNOME P

Dans la suite on considére les polyndmes de K [x, x;, ..., x,JoulK=Z, Rou
C. Pour tout polynéme P delK{x, x{, ..., x,] on note 3 P le degré de P suivant
x. Supposons que P soit ordonné suivant les puissances croissantes de x. On dit
que P est unitaire en x si le coefficient du mondéme de degré le plus €levé en x est
égal a 1. Rendre P unitaire en x revient en fait & I’écrire sous la forme
P=Ax"+B(xq, ..., X,)x" *+...4+D(xy, ..., x,) ou A€K; en effet si P
s’écrit sous cette forme on peut le rendre facilement unitaire en le divisant par A
lorsque K= R ou C et en prenant x'=A x comme nouvelle variable lorsque
K=2Z.

Considérons un polynéme P de A [x4, ..., x,] ou A=K[x]. On note 3 le
degré de P suivant x,, ..., x, et on écrit P sous la forme P°+P'+ ... +P%on
P' est une forme de degré i de A[x, ..., x,]. On veut décomposer P en un
produit de s polyndmes irréductibles @ ; ... Q. On a la relation

PO . 4P+ . =(Q3+Qi+...)@3+Q3+..)...(Q2+01+...). (D
La relation (1) est équivalente au systéme suivant :
090%...07=P°

0i10%...00+0703:08%...Q0+...+=P",
......................................... (2)

P*=P*~ ¥  0103...0%
0Liy, ..., i<k
i+ +ig=k

La méthode de factorisation consiste d’abord a factoriser P° en un produit de
facteurs premiers; alors chacun des polyndmes cherchés Q ? est un produit de un
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FACTORISATION DES POLYNOMES 211

ou plusieurs des facteurs premiers de P°. La factorisation de P revient a résoudre
des équations de la forme

0%09%...02+0%0%08%...0%+... =P~ 3)

Les deux membres de (3) sont des polynomes homogeénes de Alxy, ..., x5
en identifiant leurs coefficients on obtient des €quations de la forme

b¥QY%...0%+09b%09%...0%2+...=a*, 4)

oubk,...,a* Q9% ..., 0%K][x].
En divisant les deux membres par Q¢ ... Q2 on obtient :

A S,
QY T ed 0f...0¢

On doit d’abord résoudre les équations (5) pour tous les polyndmes a* de A qui

()

sont coefficients des monomes xﬁl‘ e xi" dans P* : alors b¥ est le coefficient de
xal‘ e xi" dans Q%. On résoud d’abord ces équations pour k=1, on en
déduit :

152=P‘2—ZQ2...Q,.1...Q;...Qg,
]

puis on continue la résolution des équations (3) jusqu’a k=3.

3. CONDITIONS IMPOSEES AU POLYNOME P

Pour que les résolutions successives des équations (3) ne donnent pas
d’indéterminations il faut que les équations (5) admettent une solution unique. It
suffit pour cela que le premier membre de (5) soit la décomposition en éléments
simples de la fraction rationnelle a*/Q? ... Q.

Les deux conditions suivantes doivent donc étre vérifiées :

1° les polynomes Q9, ..., Q0 sont deux a deux premiers entre eux;

2° d%*%<d®Q? pouri=1, ..., s.

La premiére condition signifie que P° n’a pas de facteur carré. On impose pour
cela la condition :

(1) P n’a pas de facteur carré

Remarquons que si P avait un facteur carré on pourrait I’obtenir facilement en
calculant PGCD (P, 0 P/0x). De plus si (i) est vérifié, on verra au théoréme 1 ci-
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212 G. VIRY

dessous qu’avec un changement de variables on peut se ramener au cas ou P° est
lui aussi sans facteur carré.

La deuxiéme condition d® b¥ <d® Q?, s’écrit encore 0Q ¥ < 9Q ? (0 désignant le
degré suivant x). Cette inégalité est vérifiée si Q ; est unitaire en x. Il suffit pour
cela que P vérifie la condition :

(ii) P est unitaire en x

On définit dans le paragraphe 4 ci-dessous un changement de variable
xi=x;+a;x, ..., xp=x,+a,x permettant de transformer P en un
polynOéme unitaire.

L’algorithme de Wang [5] impose comme ici la condition (i) mais pas la
condition (ii); il utilise un autre changement de variable xj=x,+a,, ...,
x,=Xx,+a, qui ne rend pas P unitaire et les diviseurs Q ; obtenus ne sont pas
entiérement définis.

En résumé, si P est unitaire et sans facteur carré on sait déterminer une
décomposition @ ; ... Q, de P A partir d’une décomposition Q9 ... Q2 de P°.
Afin de ne pas recommencer les calculs pour toute décomposition de P on part
de la décomposition de P° en facteurs premiers Q , ... Q. Alors les diviseurs Q
de P seront obtenus & partir d’un produit extrait de Q; ... Q,. Le probléme
restant 4 résoudre étant de tester rapidement si un produit extraitde @, ... Q,
correspond bien a un diviseur de P.

4. TRANSFORMATION DE P EN POLYNOME UNITAIRE

L’application U : P(x, Xy, ..., %,) = P(x, x;, ..., x,) ou
P(x, xy, ..., x,)=P(x, X1 +a;x, ..., X,+a,x)
est un isomorphisme de K[x, x,, ..., x,]:

UP.Q)=U(P).U(Q) et U ' P)=P(x, X1 —a1 X, ..., Xp—0ayX).

La factorisation de P se raméne donc a celle de U (P).

Remarquons que si I’'un des diviseurs Q@ ¢, ..., Q2 de P° divise P on I'obtient
en calculant PGCD (P, P°). Dans la suite on suppose que ce PGCD est égal a 1.

THEOREME 1 : Soit P un polynéme sans facteur carré de K[x, x4, ..., x,] tel
qw aucun facteur de P° ne divise P. Désignons par 0, le degré de P suivant x;.

Il existe un changement de variable
Ni=Xy4+ayx, ..., xi=x;4+a;x, ..., X,=Xx,+a,x,

ou a; est un entier naturel infériewr a (0;+1)* tel que
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FACTORISATION DES POLYNOMES 213

P(x,xy, ..., x,)=P(x, x}, ..., x.) vérifie les propriétés suivantes :

(I) P est unitaire et dP*<dP°—k pour k=0;

(1) P°=P(x,a,x, ..., a,x) n'a pas de facteur carré.

La démonstration du théoréme utilise le lemme suivant qui se vérifie
facilement par récurrence sur n :

LemME : Soit P un polynéme non nul delK[x, ..., x,] et E; des ensembles de
¢+ 1 entiers. Il existe au moins une valeur a; de E; pour i=1.2, ... ntelle que
Pla,. ....a,)#0.

Démonstration du théoréme : P(x, x,+a; x, ..., X,+a,Xx)est une somme de
polyndmes homogeénes p,=p;x*(x;+a; x)’* ... (x,+a,x)’ et la forme de

degré ken x,, ..., x, de p; notée pf vérifie dp¥ +k=0p;. Donc P= Y p, vérifie

aussi JP*+k<0P=0P° a condition toutefois que la somme des coefficients
uiaol‘ ...a'z,' des mondmes de degré maximal en x ne soit pas nulle, c’est-
a-dire que P(l,a,,...,a, ne soit pas nul. Si on suppose que
P(1, x4, ..., x,)#0 (autrement P admettrait le diviseur x—1 qui diviserait
aussi P9) il résulte du lemme qu’il existe pour tout i compris entre 1 et n et tout ¢
positif des entiers a,; dans Pintervalle [q(0;+1), (¢+1)(d;+1)[ tels que

P(l, a4, ..., a,,) soit non nul, c’est-a-dire que (I) soit vérifie. Soit E;
I’ensemble des entiers {ao ;, ay,;, ..., a5, ; } -

Supposons que P(x,a, X, ..., a,,x) ait un facteur au carré pour
certaines valeurs de ¢q; cela signifie que le  discriminant
Aag 1, .-, agn)€Ka, 1, ..., a,,]de P(x, a, 1, - ... a, ,) est nul pour ces
valeurs de g. Comme P(x, xq, ..., X,) n’a pas de facteur carré, alors A est un
élément non nul de K[a, i, ..., a, ,], d’aprés le lemme il existe au moins une
valeur a; de E; pour i=1, ..., ntelle que A(a, i, ..., @, ,) soit non nul. Le

théoréme est donc vérifié pour ces valeurs a; .

APPLICATION : Pour rendre P unitaire on considére d’abord les changements
de variables x{=x,+a;x, ..., x,=x,+a,x ou g;=0, 1 ou —1.

Siaucun d’eux ne convient on prend successivement |a;| =2,|a;| =3, ... On
est assuré que 'un de ces choix vérifie le théoréme pour |ai| <(0;+1)%/2.

5. ALGORITHME DE DECOMPOSITION DE P EN UN PRODUIT Q, ... Q,

1° On factorise P°en Q9 ...Q% ou Q9, ..., Q2 sont irréductibles.

2° On décompose en éléments simples les fractions rationnelles x//Q 9 ... Q?°
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214 G. VIRY

sous la forme
vi, LU
oy Q7
Cette décomposition d’une fraction rationnelle est obtenue a l’aide de
I’algorithme de Kung et Tang [2].

pour 0<j<dPC.

3° On détermine Q ¥ (forme de degré k du diviseur Q;) en utilisant la technique
définie par Wang dans [5] qui consiste 4 remplacer dans P¥, x/ par UJ pour
j=0,1, ..., aP* La différence étant qu’ici on ne travaille pas sur des entiers
modulo B.

On obtient ainsi pour i compris entre 1 et r :

Q0:=0?+Q!'+...+Qk+...+0Q1.

On dit que Q; est déterminé & I'ordre gq. On poursuit les calculs jusqu’a
q=0P°+1.

On sait que les formes Q¥ vérifient le systéme (2). En faisant la somme des
premiers membres et des seconds membres de ce systéme on obtient une relation
de la forme
@3+Q1+...+0DQ2+03+...+0%) .- (Q7+0/+... +QN-E,

~P°+P'+.. . +P

ou E est une somme de mondmes dont le degré suivant x,, ..., x,est supérieur
a q. Par suite on a

QI'QZ' PR .Qr—Eq:P.
On convient d’écrire cette relation sous la forme
P=Q,.Q0,.....0Q0,modulo (x,, ..., x,)%

Vérifions que tout diviseur Q de P est défini par les polynomes Q ; déterminés
ci-dessus. Il est clair que Q° divise P°, donc que QP est un produit de facteurs
premiers de P°noté Q9 ... Q2. En appliquant ’algorithme de factorisation de
P en partant de P°=Q°.Q%,,. ... .Qaulieude P°=Q?%...02...Q0%on
obtient les relations

a b o bmey b

pP° Q° 1 Y’
au lieu de

~% k k K

a b1 bm br

—=—gt...t—o+...+—=5.

P° 0% (o} ;

R.A.LLR.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics



FACTORISATION DES POLYNOMES 215

11 résulte de I'unicité-de la décomposition des fractions rationnelles que

b* _ b% bk,

Q*o = @ +...+ a
Par suite on a Q=Q,...Q, modulo (x;, ..., x,)% Ainsi comme g est
supérieur au degré de Q suivant x,, ..., x,,, alors Q est obtenu a partir du

polynéme Q ,; ... Q ,, en supprimant les mondmes de degré supérieur a g. Donc
tout diviseur Q de P est associé a un produit @, ... Q.

6. DETERMINATION DES DIVISEURS DE P

Soient Q 4, ..., @, les polynomes déterminés par I’algorithme jusqu’a 'ordre
q=0P°+1.Onnote Q, ...Q, un produit extrait du produit @, ... Q, et on
cherche a quelles conditions le produit @, ... Q; estassoci€ a un diviseur de P.

THEOREME 2 : On suppose que P est un polynéme unitaire vérifiant la
relation (iii) 0P*<0P°—k pour k=0. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. Le polynéme Q=Q, ... Q, est associé a un diviseur de P.

2. Le polynéme Q vérifie la relation
(ii1) cO*<00°—k pour 0ZkZ0oP°.

On note R le produit des polynémes Q; ou 1 <i<r et ou i est distinct de
it, ..., iy. On note é et R les polynoémes déduits de Q et R en supprimant les
mondmes de degré suivant x . ....: X, supérieur a ¢ P°. La propriété 1 du
théoreme signifie que P=§.E.

Pour la démonstration du théoréme on utilise la représentation polyédrale des
polyndmes présentée dans Ostrowski [4]. A tout mondmem=A4 x*x75 ... x, on
associe le point M de Z"** de coordonnées (a, ay, . .., a,). On appelle polyédre
associé au polyndme P ’enveloppe convexe IT(P) des points M associés aux
mondmes de P. On montre que si P=Q.R, alors IT(P) est égal a la somme
vectorielle des polyédres I1(Q) et IT(R) (4], th. 6). On note IT(P), I'intersection
de IT(P) avec I’hyperplan d’appui perpendiculaire a la direction v (v étant orienté
vers 'extérieur du polyédre); on a alors la relation :

(a) I1(P),=11(Q),+ I (R), [[4], relation (43)].

Enfin on a la propriété suivante :

{ tout sommet de IT(P) est la somme de deux sommets de I1(Q) et de

(b) { II(R), mais n’est pas la somme d’autres points de IT(Q) et de IT(R).

Lox monomes de P associés aux sommets de I1(P) sont appelés monomes
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216 G. VIRY

extrémes de P. La relation (iii) ¢P*<0P°—k signifie que IT(P) est situé en
dessous de I'hyperplan d’équation a+a, + ... +a,=¢P°.
Démonstration du théoréme : Supposons que 1 soit vérifié et que 2 ne le soit pas.
Tl existe k, dans l'intervalle [0. ¢P°] tel que
(¢) Q% > Q% —ko.
Choisissons k, minimal. Supposons que R vérifie la relation (iii) pour
0<k<¢P. La relation (1) du paragraphe 2 donne en effectuant le produit
Q°RM+ Q'R+ 4+ QM RO=P".
D’autre part on a
(d) @&(Q* R%>0Q°+0R°%—k,
>(8Q°% —i)+(OR® — (ko —1i)) ou 0=<i<k,
>8Q 4+ RN =2 (QF RN
Par suite d(Q% R®%)=0P* <3Q°+0R° —k,, ce qui est en contradiction avec
(d). On a établit la propriété suivante :
© ( Si P=Q.R modulo (x4, ..., x,)? et que @ ne vérifie pas

| (iii) pour 0L k< OP alors R ne le vérifie pas non plus.

Notons k, et k, les entiers inférieurs a dP° tels que a_Q_“‘ +k, =00 +k, noté
A, et OR* 4k, =0R" + k, noté A, soient maximaux. Les hyperplans d’appui H,,
H, et HdelIl (@), II (E) et I (P) perpendiculaires au vecteur v(1, 1, ..., 1) ont
comme équations atai+...+a,=A\, ata+...+a,=A, et
at+a;+...+a,=A.D’aprés(@ona H=H, + H,, donc A=AX,; +A,. Soit m un
mondme extréme de P associé¢ a un point de H. Alors d’aprés (b), m s’écrit de
fagon unique m, . m, oum, et m,, sont des mondémes de Q et de R; de plusm, etm,
ont leurs points associés dans H, et H,. D’apres (c) et (¢) on a

7\,1:an] +k1>5Q0 Ct 7\.2=6Rk2+k2>aR0.
Donc
A=A, +A,>00Q°+R°=0P°.
Si k désigne le degré de m suivant x4, . .., x, et omle degré de msuivant x, alors

on obtient A=k+dm<k+0oP* Par suite 0P°<k+0P* ce qui est en
contradiction avec les hypothéses du théoréme. Il en résulte que 1 implique 2.

Supposons maintenant que 2 soit vérifié. Alors d’aprés (¢) on a également
OR*<OR®—k pour 0=<k=<0P°. 1l en résulte que pour 9Q°<k=0P (resp.
OR°<k<=<0P) on a Q*=Q*=0 (resp. R*=R*=0). Par suite le degré maximal
suivant x,, ..., x, des mondmes de P—Q.R est égal 4 9Q°+0dR°=gP°.

R.A.LR.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics



FACTORISATION DES POLYNOMES 217

Dr’autre part on a P——Q—.EEO modulo (x;, ..., x,)" *!; donc P——Q—.K=0 et
par suite 1 est vérifié.

7. ALGORITHME DE RECHERCHE DES DIVISEURS DE P

Soit Q=Q, ... Q, un produit associé¢ & un diviseur de P. Alors d’apres les

relations du paragraphe 2. On a
Q¥=0KQ2...02+Qf10M0° ... 02 +...+Q2... 00 QF.

Les polyndmes Q,.’j sont obtenus par décomposition de fractions rationnelles
en €léments simples de dénominateurs Q ,.‘J’; ils s’écrivent donc sous la forme
‘.‘:.—_ z (A;!‘x‘l'1+B‘;’x"‘2+...+ij’)x";' Xy

Doyt o=k
ot ®=(w;, ..., ®,) et ol g=0Q .. Comme Q* doit vérifier la relation (iii)
0Q*<8Q° —k, alors pour k> 2Q°, Q*=0 donc la somme des mondémes de degré
90°—1 en x de Q* est nulle.

Or les monomes de degré dQ° —1 en x de Q¥ ne peuvent provenir que des
produits Q... Q0 QFQP ...QP (les autres produits étant de degré en x
inférieur & 0Q°—1). Comme les polyndmes QP, ..., @ sont unitaires, les
coefficients des mondmes de Q* de degré 0Q° — 1 sont égaux aux coefficients A9
des mondémes de Q ,“ de degré g—1 en x. On a donc la relation

(iv) Y. A$=0 pourtout o=(@, ..., ®,)
15/Em
tel que ©; + ... +0,>00°.
La relation (iv) est une condition nécessaire pour que le produit Q, ... Q, soit

associé a un diviseur de P. L’algorithme de recherche des diviseurs de P aura
deux parties :

Al on détermine les sous-ensembles S={Q,,...,Q,} de
E={Q,, ..., Q,} vérifiant (iv) pour un diviseur Q de P de degré minimal;
ATl on vérifie (iii) en calculant le produit Q, ... Q, uniquement pour les

sous-ensembles S de E vérifiant (iv).

Dans la partie A1, le diviseur Q cherché a un degré majoré par 8Q° qui est lui-
méme majoré par E (0P°/2). Les n-uples o=(w,, ..., ®,) pour lesquels (iv) est
vérifié sont donc tels que

oP° 0 )
(I) E - <w(+...+t0,Z0P ol g, ..., ®,=0.

Le polynéme P rendu unitaire par le changement de variable défini dans le
théoréme 1 est presque toujours dense. Le nombre K des mondmes
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218 G. VIRY

Ax*x7 ...x) de P tels que (0, ..., ©,) vérific (I) est donc de l’ordre
(0P%"=d" si on note d le degré total de P.

Considérons la matrice 6 de coefficients A9 a K lignes et r colonnes, les
colonnes correspondant aux r polynémes Q,, ..., Q,, et les lignes aux K
mondmes de P dont les degrés w,, ..., ®, suivant x,, ..., x, vérifient (I). La
partie Al de l'algorithme revient alors a trouver les ensembles d’indices
{ig, oo, i,,,} dont les colonnes dans O ont une somme nulle et tels que
902+ ... +0Q] soitinféricur a E(3P°/2). Pour cette recherche de colonnes de 6
dont la somme est nulle, on peut transformer 6 en ajoutant a une ligne une
combinaison linéaire des autres lignes. En utilisant la méthode du pivot de
résolution des systémes d’équations linéaires on peut transformer 6 en une
matrice 0’ de la forme

001 ... a, as4y ... a,
1 0O b, by, ... b,
0'= 01 0 ... ¢ Cg41 -.. €
00 0 ... 9, Gse1 --- 4.

Comme r majoré par d est trés inférieur & K=d", le nombre s de lignes
linéairement indépendantes est majoré par r et a partir d’un certain rang toutes
les lignes de 6’ sont nulles. On ne poursuit donc pas les calculs transformant 6 en
6’ pour toutes les lignes de 6. L’ordre de grandeur des calculs de cette
transformation de 8 en 0’ est proportionnel a r3.

Algorithme A1

1° Construction d’une matrice 0 a r colonnes et K lignes de coefficients A% ou
les @ correspondent aux mondmes de P vérifiant (I).

2° Pour chacune des colonnes d’indices 1, 2, 3, . . . choisir un pivot dans cette
colonne et annuler les autres termes de la colonne; si aucun choix de pivot n’est
possible on passe a la colonne suivante.

3° Choix d’une colonne ¢, n’ayant pas de pivot et pour chaque composante
non nulle de ¢, recherche de colonnes ¢, ..., c; telles que
¢ +c,+...+c,_=0et telles que dQ°+ ... +0Q? soit inférieur & E(IP°/2).

Remarquons que la recherche de colonnes au 3° de I’algorithme est facilitée
par le fait que la matrice 6 est réduite sous la forme 6.

Notons S={Q,,...,Q; } un ensemble de polyndmes défini par
I’algorithme A 1.
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Algorithme A IX

1° Calcul du produit Q=Q, ... Q, enne gardant que les mondmes de degré
en x,, ..., X, inférieur a4 OP®+1.

2° On vérifie que les mondmes de Q de degré supérieur 4 0Q° s’annulent tous.

3° On vérifie que pour les monémes de Q dont le degré k en x;, ..., x, est
majoré par dQ° et dont le degré en x est noté d on a la relation 0 <0Q° —k.

4° Si Q vérifie 2° et 3° alors c’est un diviseur de P sinon on détermine un autre
sous-ensemble {Q, , ..., Q, } a I'aide de P'algorithme A 1.

8. EXEMPLE

U=6x*4+2x34+5x2—44+2y(3x2—2x)
+z2x*+2x3+3x2+5x—2)+xz2 +2x% yz.

U n’est pas unitaire : le coefficient de x* est 6 +2 z. Faisons le changement de
variable z —» z—x; U est transformé en

U=-2x+4x*+2x—4+21(=2x>+3x-2X)
+z2x*P 423+ X2+ 5x—2)+xz2 +2x? yz.
On élimine le coefficient — 2 de x> en faisant le changement de variable z — 2 z
dans U’, puis en divisant par —2; on obtient :

P=x’-2x*—x+2+y2x3*-3x+2x)
— 22X 23T+ S5 —2) =22 =2 X yz.
Si Q est un diviseur de P, on obtient le diviseur correspondant de U par les
changements de variables z — z/2 (puis on multiplie par —2) et z > z + x.
On factorise PO=x>—2x*—x+2; PO=(x+1)(x—1)(x —2)(x*+1).
On décompose en éléments simples les fractions rationnelles suivantes :

1 i ! 1 X+2
P xt12 120tD) Ax—D)  15x=2 102+ 1)’
x —1 1 2 2x—1
S oxt2 12640 a=D Ti5=2 T o2+ 1)
x? 1 1 4 x+2
P xt2 12041 4x=D T15(x=2)  10(2+1)’
X3 —1 ! 8 —2x+1
Faxi—xt2 26+ ax-n TT5=2 Tlo 1)
X i 1 16 X+2

oV —x+2 12GFD)  dx—1) " 15x—2 T 1002+D)
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On détermine les mondémes en y et z des diviseurs Q; en remplagant dans les
coefficients de y et z de P!, x/ par le numérateur A; de la fraction 4,/0? du
développement de x//P° en éléments simples. On ohtient :

1 1
Q1=x+1+52—5y,
Q,=x—1+22,
Q3=x—2—42,

1 S |
Q4=x2+1+5(—x+1)z+§(x+l)y.

On calcule P>=P2?—mondmes en y2, yz et z2 de 0, 0,03 Q4 :

—, - 33 37 15
P2= —2x22—2x2yz——22<—‘—t—x3+7x2+ 7Xt s +2x>

1, 3, 2 1 5 1, 1 1
—yz(——ix +§x —2x*—x)-y Zx 7% 4x-i-2

33 3715 15, 3
=zz<—zx3+7x2+ 7t 7) +yz<—§x3+§x2—x)

On détermine les mondmes en y?, yz et z* des diviseurs Q; en remplagant dans
les coefficients de y?, yz et z2 de P2, x par le numérateur 4; de la fraction 4,/Q?
du développement de x//P° en éléments simples.

On obtient :

Q1:x+1+%z—%y—%zz+%y2,
Q,=x—1422z-822,
Q;=x—2+4+4-+822
) 1 1 1, 1,1
Q.=x +1—§(x—1)z+§(x—1)y+zxz +Zy —Z(x+1)yz.
La matrice 0 associée s’écrit :

0, Q. Qs Q.
y? 0 0 0 ©
1 1
1 1
2
_- _8 -
z 4 8 3
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Aprés transformation de 0 par la méthode du pivot on obtient :

0 00 0
=11 0 0 -1
0 -1 1 0

La seule partition de {Q,, Q,, Qs, Q,} vérifiant (iv) est {Q;, Q,} et
{ Q.. 03}, donc les seuls diviseurs possibles de P sont associés a { Q,, Q3 } et a
{01, Q4 }. On en déduit :

0=0,.0;=x>-3x+2—2xz modulo (y, 2)3,
R=0Q;.0,=x3+x*+x+1+z+xy modulo (y, 2)>.

On vérifie que Q. R est bien égal & P.

9. EVALUATION DES CALCULS DANS LE CAS OUK=2Z

Dans la suite P est un polyndme a n+ 1 variables de degré total égal a d. Tous
les logarithmes sont pris dans la base 2.

Les calculs importants sont causés par les opérations suivantes :

(1) Transformation de P en polynéme unitaire

Le changement de variable x;=x;+a;x exige d’effectuer des produits
(x;+a;x)® ...(x,+a,x)*. Pour chacun de ces produits on doit effectuer
(1+By)...(1+B,) multiplications ou B;+...+B,<d. On a au total
II= % (1+B,)...(1+pB,) multiplications a effectuer. On peut montrer que
M=d+1)*/(2n) .

Remarquons que ce changement de variable ne modifie pas le degré total d de
P, mais augmente le degré de P suivant x et le rend égal & d. Ce changement de
variable exige donc des calculs du méme ordre que celui de ’algorithme de
Wang.

(2) Factorisation de P°

La méthode de Berlekamp exige des opérations de I'ordre de d3 H(logH) ou
H est la hauteur de P°.

(3) Décomposition des fractions rationnelles x//P°

La décomposition d’une telle fraction exige d’aprés Kung et Tang [2] des
calculs de P’ordre de (0P)(log dP)?> <d(logd)?.

On a donc des calculs de I'ordre de d?(logd)?> pour l’ensemble des
décompositions.
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(4) Calcul de P* pour k=2,3, ..., d
Ce calcul demande d’effectuer les produits de la somme
Yy 0i...0

0<iy, ... ig<k
i+ . +ig=k

ce qui revient a chaque étape k a calculer les mondmes de degré k de
(QF+01+.. . +0i+.. )(Q3+05+...) ... (Q2+0+.. ),

c’est-a-dire a effectuer s — 1 produits de la forme (S°+S'+...)(Q2+Q! +...)
en ne prenant que les mondmes de degré k en x,, ..., x,. Les calculs sont
dominés par ceux de la derniére étape, qui reviennent a faire s—1 produits de
polynoémes de degré d a n variables. Si on utilise la transformation de Fourier les
calculs sont de !'ordre de (s—1)n(d+1)"log(d+1), alors que sans la
transformation de Fourier les calculs sont de I'ordre de (s— 1)(d+1)*".

(5) Recherche des diviseurs de P

La transformation de la matrice 8 sous la forme 6’ exige comme on I’a vu plus
haut des opérations de I’ordre de r3<d3.

Pour chaque produit Q, ... Q, vérifiant (iv) donné par I’algorithme AT, on
doit vérifier que les mondomes de degré en x,, ..., x, supérieur a
a0 i? + ... +6Qig sont nuls. Le calcul des produits @, ... Q, dem polyndmes a
n+1 variables de degré d exige avec la transformation de Fourier
m(n+1)(d+1)""log(d+1) multiplications et m(d+1)2®*Y multiplications
sans utiliser la transformation de Fourier. Si I’algorithme A I définit plusieurs
produits Q, ... Q, vérifiant (iv) a partir de la matrice 6 on doit effectuer chacun
de ces produits, ce qui accroit les calculs.

10. CONCLUSION

On peut diminuer les calculs de I’algorithme en ne développant les polynomes
Q= f—%— ... +0QF% que jusqu'a k=ky,<3dP°. Les calculs de (4) sont alors de
Pordre de (ko + 1)*". Puis on cherche les partitions { Q, , ..., Q, } vérifiant (iv).
S’il y en a peu on vérifie aussitdt si certaines partitions correspondant a des
diviseurs de P. Sinon on continue le développement de Q; pour k =k, + 1, puis on
cherche des partitions moins fines que les précédentes vérifiant (iv). On peut ainsi
trouver des diviseurs de P sans avoir a calculer les produits Q'} ... Q" pour
i;+...+i,=0P et lorsque P est irréductible on le sait lorsqu’aucune partition
de {Q,, ..., Q,} ne vérifie (iv).

Remarquons enfin que I’algorithme proposé a pour conséquence des résultats
généraux sur la factorisation des polyndémes, comme le suivant :
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TuEOREME 3 : Soit P(x, X4, ..., X,) un polynéme unitaire en x ayant un
mondéme constant et a coefficients dans Q. Supposons que P se factorise sur une
extension de Q en un produit Q,...Q;...Q, et que les polynémes
Qi(x, 0, ..., O)aient leurs coefficients dans Q et soient deux a deux premiers entre
eux sur Q[x]. Alors les polynémes Q;(x, x4, ..., X,) ont aussi leurs coefficients
dans Q.

Ce théoréme résulte de I’algorithme de construction de Q;(x, xy, ..., x,) a
partir de Q;(x, 0, ..., 0) uniquement par des opérations rationnelles.
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