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CONSTRUCTION
D'UN PLUS PETIT ODRE DE SIMPLIFICATION (*)

par J. P. JOUANNAUD (*), H. KlRCHNER (X)

Communiqué par J. E. Pnsr

Resumé. — NOMS construisons explicitement le plus petit ordre de simplification (au sens de
Vinclusion des relations) contenant une paire (g, d) donnée telle que g ne soit pas plongé dans d.
La construction est simple mais la preuve techniquement complexe.

Nous en déduisons un critère simple permettant de décider la terminaison d'une règle g-> d à
Taide d'un ordre de simplification : il suffit pour cela que g ne s'unifie pas avec un terme non
réduit à une variable et plongé dans d.

La méthode devra être étendue au cas de plusieurs règles avant de pouvoir concurrencer les
méthodes existantes.

Abstract. — We give a construction ofthe smallest (for inclusion ofsets) simplification ordering
which contains a given pair (g, d) such that g is not embedded in d. The construction is simple but
the proof is complex.

As a conséquence, we show that it is decidable to prove the termination of a rewrite rule g -»• d
using a simplification ordering: it must be checked that g does not unify with any non variable
term embedded in d.

The method has to be extended to many rules Systems before to compete with existant techniques.

1. INTRODUCTION

L'étude des systèmes de règles de réécriture s'est intensivement développée
ces dernières années [6], car ils se sont révélés être un outil fondamental dans
de nombreux domaines essentiels à la théorie de la programmation : types
abstraits algébriques [3], preuve et transformation de programmes [4], démons-
tration automatique [7], unification [8]...

Le problème étudié dans cet article est celui de la terminaison, dont on
sait qu'il est en général indécidable [5], mais qui a connu une activité intense
depuis l'article de Dershowitz [1] sur les ordres de simplification montrant

(*) Reçu en avril 1982, révisé en juillet 1983.
i1) Centre de Recherche en Informatique de Nancy, Campus scientifique, B.P. n° 239, 54506

Vandœuvre-les-Nancy Cedex, France.
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192 j . p. JOUANNAUD, H. KIRCHNER

qu'il s'agissait d'un outil puissant et pratique à la fois pour la preuve de
terminaison d'un système de règles de réécriture. La plupart des recherches
dans ce domaine ont consisté à trouver et étudier de nouveaux ordres de
simplification, plus simples ou plus puissants [10, 13, 1, 11 et 9]. Ces ordres
de simplification sont des ordres partiels sur les termes d'une algèbre libre,
récursivement engendrés à partir d'un ordre initial sur les symboles de fonc-
tion de l'algèbre. L'inconvénient est que l'ordre initial sur les symboles de
fonction doit être donné a priori, ce qui exclut les preuves automatiques de
terminaison (cela n'est pas vrai pour l'ordre de décomposition [9], mais la
complexité du calcul de l'ordre initial n'a pas été étudiée jusqu'ici).

Nous tentons une autre approche dans cet article dont le but est de trouver
un critère suffisant de terminaison qui soit décidable. La méthode consiste à
vérifier l'existence d'un ordre de simplification stable par instanciation et
contenant une relation initiale. En pratique, la relation initiale est constituée
des paires (g(, dt) d'un système de règles de réécriture. La construction décrite
dans cet article concerne les systèmes de réécriture à une seule règle : nous
montrons qu'il existe un ordre de simplification > tel que og>ad ssi g n'est
unifiable avec aucun terme non variable plongé dans d.

Par exemple, la règle ƒ (x, x) -> f (h (à), b) termine car ƒ (x, x) ne s'unifie
avec aucun des termes a, b, h (a), ƒ (a, b) et ƒ (h (a), b). Notons que la terminai-
son de cette règle ne peut s'obtenir par les ordres de simplification habituels.

Néanmoins, la construction devra être généralisée au cas de systèmes
de réécriture à plusieurs règles avant de prétendre concurrencer les autres
méthodes.

2. PRÉLIMINAIRES

Étant donné un ensemble F de symboles de fonctions munis d'une arité
a : F-+ N, et un ensemble dénombrable X de symboles de variables (d'arité
o par convention), T(F, X) dénote l'ensemble des termes sur F (ou F-magma
libre ou F-algèbre libre selon les auteurs). Les termes de T(F, X) peuvent
être considérés comme des arbres étiquetés de la manière suivante [2] :

Un arbre t est une fonction partielle de N% (le monoïde libre sur N+, £
étant le mot vide) dans FUX, dont le domaine D (t),

D(t)= {ueN%\t(u) est défini} vérifie :

eeD(t); (1)

uveD(t) => u e D (t) (clôture par préfixe) ; (2)

V u e D (t), ui e D (t) ssi 1 ̂  i g a (t (u)). (3)

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



PLUS PETIT ORDRE DE SIMPLIFICATION 193

Un élément u de D (t) est un nœud de L Le sous-arbre de t issu du
nœud u est l'arbre noté t/u tel que t/u(v) = t(uv\ VVBN%. La substitution de
t' à t/u dans t produit l'arbre noté t [u <- t'] tel que t [u <- t'] (u) = t (i?) si u n'est
pas préfixe de v et t [u <- t'] (t;) = t' (t?/u) si u est préfixe de u, v/u dénotant le
quotient à droite de v par u. Le chemin d'accès au nœud ueD{t) est le mot de
(FUX)* noté û défini par e = f (e) et u. i = u. t(ui).

Deux nœuds u et t; de t ou deux chemins u et i? de t sont dits compatibles
si l'un est préfixe de l'autre. Ils sont dits incompatibles dans le cas contraire
et t/u et t/v sont alors dits séparés dans t. Il est utile de remarquer que si u
et v sont incompatibles, alors :

t [u <- f ]/i> = t/i? et t[u+- t'] [v <- t*] = *[»•- f ] [u 4- f ] ,

et que si w et v sont compatibles, par exemple u = vu' alors t/u — tfvfu'.

Exemple: F= {f, g, h,U X= {xl9 . . .,}, a ( / ) = 3, a ( g ) = 2, a ( h ) = l ,

a (0-0.
L'arbre

est défini par la fonction t: t(e)=g; *(!) = ƒ> *(2) = fe;

La taille \t\ de l'arbre t est le nombre de ses symboles de fonction,
c'est-à-dire le cardinal de l'ensemble {ueD(t)\t(u)eF}. L'ensemble V(t) des
variables de t est l'ensemble {xeX\3ueD(t\ t(u) = x}. Le nombre 0(x, t)
d'occurrences de x dans t est le cardinal de l'ensemble { u e D (t) 11 (u) = x }.

vol. 18, n° 3, 1984



194 J. P. JOUANNAUD, H. KIRCHNER

Nous allons maintenant donner quelques définitions et résultats dus à
Kruskal [12] et Derschowitz [1].

DÉFINITION 1 : On appelle plongement la plus petite relation t A t' telle q :

(1) 3î, tAt't => t A / ( . . . t | . . . ) ,

(2) V l g ! ^ a ( A ttA?i => ƒ ( • - . * , . . . ) A ƒ ( . . . * ; . . . ) .

PROPOSITION 1 : A est un ordre. D

Preuve : Par induction sur \t'\.
Notons qu'en particulier t A / ( . . . t . . . ) .
Il s'avère intéressant de traduire la définition 1 dans le formalisme des

arbres étiquetés, afin d'étudier précisément certaines propriétés du plonge-
ment.

PROPOSITION 2 : t A t' ssi 3p : D (t) -> D (t') vérifiant :

(a) VueD(t),t'(p(tt)) = t(u);
(b) Vu, veD (t% u préfixe de v=>p (u) est préfixe de p(v);
(c) V u G D (0, V l ^ f ^ a ( t (M)), p (M). Ï est préfixe de p (uï).

Preuve : La partie directe est prouvée par induction sur | tf \, la réciproque
étant laissée au lecteur ;

— 1^1=0 évident;
— sinon, t=f( . . . tt . . . )Af=g(. . . t\ . . . ).

Cas (1) : 3 î, t A t\. Par hypothèse de récurrence cela équivaut à l'existence

p' : D(t)-> D (t'i) vérifiant les conditions (a), (b), (c) donc à l'existence de
p : D(t)^D (t') telle que p (M) = l p' (u) vérifiant les conditions (a), (b) et (c).

Cas (2) : f=g et V l ^ f ^ a ( / ) , ^ A ^ . Par hypothèse de récurrence, cela

équivaut à l'existence Vi de /^ : D (t;) -> D (r-) vérifiant les conditions (a), (b)
et (c) donc à l'existence de p : D{t)-*D(t') telle que/?(s) = e, /? (ÏW) = ip' (u),
V 1 ^ i ^ a ( / ) , vérifiant les conditions (a), (b) et (c). •

COROLLAIRE 1 : VxeK(t), tAt / =>9(x5 t)^0(x, O et SÏ r/u = x a/ors û est

sous-mot de p(u) ce que nous notons uAp (u).

REMARQUE : La notion de sous-mot correspond en effet au plongement
des termes monadiques complétés par un marqueur de fin de mot (d'arité 0),
ce qui justifie la notation.

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



PLUS PETIT ORDRE DE SIMPLIFICATION 195

DÉFINITION 2 : On appelle ordre de simplification tout ordre strict < clos
par :

(1) sous-terme : t<f ( . . . t. . . );
(2) les opérations de l'algèbre :

t<f => ƒ ( . . . * . . . ) < ƒ ( . . . * ' . . . ) .

LEMME 1 : La monotonie peut également s'exprimer par :

et => f(...ti...)<f(... t\

tt<ft

Preuve : (2')=>(2) est évident. On montre l'inverse en appliquant a(f)
fois la propriété (2). •

THÉORÈME 1 [1] : L9ordre de plongement A est le plus petit (au sens de
V inclusion des relations) des ordres de simplification.

Preuve : Découle directement des définitions. •

COROLLAIRE 2 : Uensemble des ordres de simplification muni de r inclusion
est un inf demi-treillis dont le minimum est le plongement.

Preuve : Les propriétés (1) et (2) sont stables par intersection, •

THÉORÈME 2 [1] ; Soit R= {gi~>dh iel} un système de règles de réécriture
sur T(F). Si il existe un ordre de simplification < tel que: Vie/,
Va substitution, odi<agi9 alors R termine.

Ce théorème a une grande importance pratique car il signifie — grosso
modo — que tout ordre de simplification est bien-fondé. De nombreux ordres
de simplification ont été proposés dans la littérature [10, 13, 1, 11 et 9] dont
le principe consiste à construire un ordre sur T(F) à partir d'un ordre sur F.
Ils permettent (ou ne permettent pas) de vérifier à la demande la terminaison
d'un système de règles de réécriture. Tous ces ordres de simplification sont
stables pour toute instanciation en particulier par instanciation des règles.

Nous allons maintenant décrire une tentative dans une autre direction,
dont nous pensons qu'elle peut être fructueuse : la construction du plus petit
ordre de simplification, noté A > tel que d A g- La construction, lorsqu'elle
est possible, c'est-à-dire lorsque g Ad, est très simple. La preuve de correction

est toutefois assez délicate.
Nous généralisons ensuite la construction de telle sorte que l'ordre obtenu

contienne toutes les paires (ag, od) pour a instanciation quelconque fermée.

vol. 18, n°3, 1984



196 J. P. JOUANNAUD, H. KIRCHNER

Nous obtenons ainsi un ordre de simplification stable par instanciation. La
possibilité de réaliser cette construction fournit une condition suffisante,
syntaxique, pour qu'une règle de réécriture termine. Il serait donc intéressant
de généraliser cette construction au cas de systèmes de réécriture à plusieurs
règles.

3. CONSTRUCTION D'UN PLUS PETIT ORDRE DE SIMPLIFICATION

Nous allons tout d'abord introduire la relation A dont nous prouverons
successivement qu'elle est ordre de simplification, puis qu'elle est le plus petit
des ordres de simplification tel que d soit plus petit que g.

3.1. Définition de la relation A

DÉFINITION 3 : On dit que t est (g, d)-plongé dans t' et nous écrirons t A f
9, d

(ou encore t A t' s'il n'y a pas d'ambiguïté) ssi :

(1) tAt';

(2) 3t<eD(t), 3t/eD(O, 3ztV(d)\JV(t)\JV(f)t.q.

(a) t/uAd;

(b)gAfu';

(c) t[u<-z]Af[u'<-z].

REMARQUE 1 : Tout ordre de simplification contient le plongement et A
ne peut donc être un ordre de simplification si g A d.

REMARQUE 2 : La variable z de la définition 3 est supposée prise en dehors
de V{d) U V(t) U V(t*). Il s'ensuit qu'elle n'appartient pas à V(g). En effet,
d'après (b) g A t'fü' et comme f/u' At\ on a gAf. Donc d'après le corol-
laire 1, v(g) g v{t%

REMARQUE 3 : On pourrait croire que le choix de la variable z a de
l'importance. Il n'en est rien car z sera nécessairement absorbée au cours de
la preuve tAt' par cas (1). On peut donc en particulier renommer z si
nécessaire, comme le prouvera le lemme 3.

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



PLUS PETIT ORDRE DE SIMPLIFICATION 197

3.2. A est un ordre de simplification

Les lemmes qui suivent sont des lemmes techniques nécessaires aux preuves
d'irréflexivité et de transitivité. Le corollaire 3 et le lemme 5 expriment toute-
fois des propriétés profondes de l'ordre A- De nombreuses preuves seront

n

faites par induction sur A- On notera par A une preuve de longueur n pour

A.

LEMME 2 : y$V(d) et tA*'=>8(y, *)^6(y, O-

Preuve : Par induction sur A *
— Cas (1) : c'est le corollaire 1.
— Cas (2) :

3ueD (0, ii'eD (O et z$ V(d) U V(t) U V(t') t. q. :

t/u Ad, g A t'u' et t [u <- z] A t' [u' •- z\

=> 0 0 , t[u^z]) = Q{yy t) car

Par hypothèse d'induction 0 (y, t [u <- z]) ̂  9 (y, t' [u' *- z]).
D'où : Q(y, t)^9(y, t ' [uVz])^8(y, f). D

LEMME 3 (lemme de renommage): soit t±t'.

(d)Un0UK(O, 9(x, t) = 6(x, O=L t/v =

=> VyeV{d)\JV(t)VV(f),

Preuve : Par induction sur A-
— Cas (1) : évident;
— Cas (2) :

3ti, M' et z, t/uAd, g At'u' et t[u

Mais :

Donc : 0(x, t' \uf <- z])= 1 d'après le lemme 2 et l'hypothèse. D'où par hypo-
thèse d'induction :

vol. 18, n° 3, 1984



198 J. P. JOUANNAUD, H. KIRCHNER

Mais u et v ainsi que w' et v' étant des nœuds séparés (x$V(d)), on en
déduit :

tju = t [v <- >>]/u et t'/u' = t' \v'

n+1
D'où par cas (2), t [v <- y] A t' [v' <- y]. •

L E M M E 4 : Sozï t At\ t/v = t'/v'=y$V(d) et \B(y, 01 = 1 0 0 , f ' | = l - Alors

v A ^ et v A u-

Preuve : Par induction sur A-
— Cas (1) : tAf', par le corollaire 1.

— Cas (2) :

IUGD (t), ti'sD (t') et z£ K(d) U V(t) U K(f) t. q. :

t/u Ad, g A tfju! et t[u<r-z]A f [M' <- z].

et donc Q(y, f [u' <- z])= y, d'après . le lemme 2 et l'hypothèse. Donc
t[u<r- z]/v = t/[u/ <^z]/v'^y et le résultat s'obtient par hypothèse d'induc-
tion. •

COROLLAIRE 3 : Si t A}' par cas (2) alors u Au' et MAM'. Ce corollaire
autorise une définition plus efficace du g. d. plongemenu

PROPOSITION 3 : gAd=> A est irréfiexive.

Preuve : Par induction sur A*
— Cas (1) : t A t' => t # t' car A est irréflexif.
— Cas (2) : t A t' par cas (2) : 3 «, U', Z t q. t/u A d, g A t'u' et u A u' par

le corollaire 3.
Supposons t = t'. Alors u' = u. v et t V A ^w. D'où :

Contradiction. •
Le lemme suivant est à la base de la preuve de transitivite.

R.A.I.R.O. Infonnatique theorique/Theoretical Infonnatics



PLUS PETIT ORDRE DE SIMPLIFICATION 199

LEMME 5 : Soit tAt'. VueD(t), t/v £d=>3v'eD(t') t. q. :

(a) vAv';

(b) t/vAt'/v';
l— k

(c) t[v<-y]At'[v'<-y] avecyeV(d) U V(t) U V(t') etk^n.

Preuve : Par induction sur A-

— Cas(l) : tAt'évident.

— Cas (2) :
3 ti, u', z, t/u A d,

n

g A? lu' et t1 = t[u+- z] A t\ ̂ tf\u' <- z] et u Au'

par le corollaire 3. t/vAd=>u n'est pas préfixe de u. Deux cas sont donc
possibles : t/u et t/v sont deux sous-termes séparés de t (u et v sont incompati-
bles) ou bien t/u est un sous-terme strict de t/v (v est préfixe de M),

— Étudions d'abord le cas où u et v sont incompatibles, t/v est alors un
sous-terme de tt vérifiant t/v Ad. Par hypothèse d'induction :

3v'€D(t't) tq. :
k

(a) v'Av; (b) tJvAt'Jv; (c) t, [v^y]At[ W <-J>] etk^n.

Mais tx/v = t/v puisque u et v sont incompatibles et de même tjv'^t'v'.
(b) est donc vraie pour t et t\ Utilisant maintenant l'hypothèse t/u Ad et
gAt'u' qui peut s'écrire t[u<r- y]/u Ad et g A *'[*>' *-ƒ]/«' puisque u et u
d'une part, w' et v' d'autre part par le corollaire 3 sont incompatibles, ainsi
que l'hypothèse d'induction (c) que nous réécrivons de la même manière en

k

t[v*-y][u+-z]At'i[v'<-y] [u' <- z], nous en déduisons par cas (2) de la
k + i

définition 3 que t[v*-y] A? [v' <- y] avec /c +1 ̂  n -f 1.

— Étudions maintenant le cas où t/u est un sous-terme strict de t/v (v est
préfixe de u et v # u).

i? préfixe propre deu=*z€tjv. Comme z$V{d\ tJvAd. On peut donc

appliquer l'hypothèse d'induction à tx et t[ :

3t/eD(t;) tq . :

k

(à) vAv'; (b) tjv A t\/vf; (c) tx [t? <- j>] A t\ [i/-<- j>] avec fe ̂  n.

vol. 18, n° 3, 1984
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Comme zetJvAt'Jv', d'après le lemme 2, zet'Jv', ce qui implique que v'

est un préfixe propre de u' (t'Jv' ne peut être réduit à z, sinon tjv At'x/v'

serait impossible).

Donc t[v*-y] = tx[v<-y] et f[v'+-y] = t'l[v'+-y] et la condition (c) est
donc vraie pour t et f avec fe£«<n+l.

Prouvons maintenant la condition (b) : comme v et v' sont des préfixes
propres respectivement de u et u\ nous avons :

t/v/u = t/ii A <* et gAt'/u' = f/i//w'.

D'autre part :

t/t? [u <- z] = t [11 <- Z]/Ü = ti/i? Ati/f' [hypothèse (fc)],

et :
t'Jv' = f [u' 4- z]/t/ = f»' [ii' 4- z].

Donc t/vAt'/v' par cas (2) de la définition 3, ce qui achève la preuve. •

LEMME 6 : gAtAt'=>gAt'.

Preuve : Par cas.

— Cas (1) : t A*'. Le lemme est vrai par transitivité de A-

— Cas (2) : 3ueD (t), u'eD(t') t. q. gAf/u' ce qui implique g A t'.

PROPOSITION 4:g^d=>Aest transitif.

n m

Preuve : Soit t A f A t". La preuve que t A? a lieu par récurrence sur

n + m.

— n + m = 2. Alors t A t' At"^>t A t"^>t A t".
— Supposons la proposition vraie pour n + m et montrons la pour

n + m + 1. Trois cas sont possibles :
Cas 1 ;

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties
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m + 1

t A f => 3ueD(O, weD(t*)t.q. t ' / v A i gAt"/w

et :

t'[t> <- 2 ] i r [ w <- z] avec z$V{d){J V(t') U F(t"),

et z^ K(t) ce qui est toujours possible d'après le lemme de renommage :

t A *' => 3ueD(t) t. q. tfuAt'/v et £[u <- z]At ' [IÎ <- z].

Par hypothèse d'induction, on obtient t[u <- z] A ^'[w <- zjetpartransitivité

de A , t/uAd d'où t A £" par cas (2) de la définition 3.

« + i
Cas 2 : t A t'A t" (m = 1). La preuve est similaire.

Cas 3 : t A / A / ' avec n' + m' = n + ni+ 1, n ' ^ l , m ̂  1.

Par définition,

3ueZ> (t), weD (O et z£ K(d) U K(0 U V(f) U

t/uAd, gAt'/v et t[u<r-z] A t'tr^-z].

g Md=> t'/v M d. Donc par le lemme 5 appliqué à t' et t'\ 3weD (t") t. q :

, t'/v A t" f W et t'[i7^-z]At*[w^-z] et

Par le lemme 5, gAt'/vAt"fw=>gAt"fw.

Par hypothèse d'induction avec ri— 1 +k'r^n'~ 1 +m' = n + m, on obtient :

D'où par cas (2) de la définition (3), t A *"• D

Si g A rf, A est donc un ordre strict. Nous allons maintenant prouver qu'il

s'agit d'un ordre de simplification.

LEMME 6 DE MONOTONIE : t At'=> ƒ( . . . r . . . ) A ƒ ( . . • t'...).

vol. 18,11° 3, 1984



202 J. P. JOUANNAUD, H. KIRCHNER

Preuve : Par induction sur A-
Cas (1) : t At ' , évident.

Cas (2) :
3ueD(t), veD(t'\ z

t/u Ad, g A t'/v et t [u +- z] A t'[v *- z].

Par hypothèse d' induction,

/ ( . . . , t [ t i « - z ] , . . . ) A ƒ ( . . . , f [i><-z], . . . ) .

D ' o ù le résultat par cas (2) de la définition 3. •

L E M M E 7 (lemme du sous-terme) : t À / ( . . . t . . . ) .

Preuve : Évident par cas (1) de la définition 3.

PROPOSITION 5 : A est un ordre de simplification.

Preuve : Par les propositions 3 et 4, ainsi que les lemmes 6 et 7.

3.3 . Minimalité de A

Afin de raisonner sur l'ordre de simplification minimal contenant la paire
(d, g) (tel que dAg), nous en donnons tout d'abord une définition inductive
qui exprime qu'il est la fermeture par transitivite et monotonie de la relation
< telle que d < g et t < ƒ ( . . . t. . . )•

NOTATION : Soit Sf la relation « sous-terme » c'est-à-dire t£f f( . . . t . . .).

DÉFINITION 4 : Soit A le plus petit point fixe de l'équation :

où A • A est le carré de la relation A : x A 2 y ssi 3 z, x A z et z A y,
et : ( / O i , J>i)? • • -, (xB, ƒ„)) = (ƒ(*!, • • •» xa),f(yl9 . . .,ƒ„)).

Il est clair que le plus petit point fixe de l'équation précédente existe et
que la relation ainsi définie est la plus petite relation transitive, monotone et
stable par sous-terme telle que dAg- Afin de prouver que c'est le plus petit
ordre de simplification tel que d A g> il faut donc encore prouver l'irréflexivité
de A . On se contentera en fait de prouver l'équivalence de A et de A* II
s'ensuivra alors que A est irréflexif et que A et A sont deux définitions
équivalentes du plus petit ordre de simplification contenant la paire (d, g).
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Montrons tout d'abord deux propriétés de A •

LEMME 8 : Soit t A t\ ueD(t), veD(t') t.q. :

tfu = t'/v = ztV(g)\JV(d) et G(z, t) = Q(z, t')=l.

Alors :
Vr, t[u^t"] A t'[v^f\

Preuve : Par induction sur A •

Cas (1) : t = d et t'=g. Impossible car z$ V(d) U Pfe).
Cas (2) : t A ƒ ( . . . t . . . ) = t'. *[u <-z] A ƒ ( . . - t [«<- Z] . . . ), car A

est stable par sous-terme (remarquons que Ton a implicitement utilisé l'hypo-
thèse G (z, t) = O(z, O = l ) -

Cas (3) : t A t' => t [u <- £"] A t' [u <- t*] par l'hypothèse de récurrence d'où
ƒ ( . . . t[u <- *"] . . . ) A ƒ ( • • . t'[v <-t"] . . . ) par monotonie.

Cas (4) : t A Ci A t'.

t [u <-1"\ A h [w <- £"] et t t [w 4- r ] A t' [t> <- ̂ ]

par hypothèse de récurrence.

D'où t [u <- t"] A t' [Ü <- tff] par transitivite. •

LEMME 9:t' A t*etG(x, t)=iettlu = x=>t[u<r-tf] A t fw^H*

Preuve : C'est une propriété uniquement liée à la monotonie. On la montre
par récurrence sur \t\:

— | t |=0=>t = x e t l a propriété est vraie ;

— t=f ( . . . tt . . . ) e txeFfo) . Alors u = i.u', v(x, tt)=l. Donc par hypo-
thèse d'induction, tt [u' <- t'] A tt [u' <- f\ Mais A étant monotone,
f(...ti[u'^t']...)A f ( . . . t d u ' ^ n . . . ) .

On concluera en remarquant que :

f(...ti[*^t]...)=f(...ti...)[u+-i\.

LEMME 10 : A E A •

Preuve : C'est une conséquence de la transitivite, de la monotonie et de la
stabilité par sous-terme. On la prouve par récurrence sur 11' \ si t A t'.

— | t ' |=0. Évident.

— t=f{ . . . tt . . . ) At'=g(. . . t\ . . . ). Distinguons deux cas :

Cas (1) : tAt'i. Par hypothèse de récurrence, t A ^ .

Par sous-terme t- A t' et par transitivite t A t'.

Cas (2) : f=g et V l ^ i ^ a ( / ) , t , A ^ Par hypothèse de récurrence, tt A*i
et par le lemme 1, t A t'. D
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On est maintenant en mesure de prouver l'identité de A et de A- Introdui-
sons pour cela une troisième relation, notée < ainsi définie, t < t' ssi :

(1) tAt\

(2) 3ueZ>(t), veD(t'% ztV(d)\JV(t)\JV(t')t.q.:

t/u Ad, gAfv, t [u <- z] A *'[«<- z].

LEMME 11 : < £ A •

Preuve : Par cas sur la définition de <.

Cas(l) : tAt'. Évident.

Cas (2) :

3 K, v, z t.q. t/u Ad et g At'v et t[u<^z] At'[u ^ z].

Par définition de A et par le lemme 10 : t/u Ad Ag At'v, d'où par
transitivité de A : t/u A t'v :

Donc par le lemme 8, t [u <- t/u] At'[v<- t/u] puis par le lemme 9,

f [v <- t/u] At ' [v<- fr ]̂ puis par transitivité :

t [u <- t/w] A t' [̂  <- t'v] soit t A t ' . n

Remplaçons maintenant A par < dans la définition de < : on obtient
exactement l'ordre A- Pour montrer que A vérifie également le lemme 11,
on va donc classiquement construire une suite d'ordres convergeant vers A
et ayant tous les propriétés du lemme 11.

Posons < — A et soit <i+1 l'ordre ainsi défini, t <i+1 f ssi :

(1) tAt\

(2) 3ueD(t\ veD(t') et z$ V(d) U V(t) U V(t') t q. :

t/u A d, g At'v et t[u <- z] <it
/ [v «- z].

LEMME 12 : Vi^O, <i+1^ <,-.

Preuve : Par récurrence sur i.

— i = 0 vrai par le lemme 11 car <t= <.

— Cas général : par cas sur la définition <i + 2 '

Cas (1) : évident.
Cas (2) : par hypothèse de récurrence, t[u<- z] <i + 1 t'[v<^z] implique

t[u+-z]<it'[v<-z] d'où t <i +1 f par définition. •
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LEMME 13 : H <*t = lim <v = A-
i e fi i -> oo

Preuve : Par le lemme 12, O <*= üm < ;. La seconde partie,
î e JV i - • oo

lim < ; = A, s'obtient par continuité de A et par construction des <t.
i -* oo

D*où, en utilisant les lemmes 11, 12 et 13 :

COROLLAIRE 4 : A E A •

Pour conclure, il suffit maintenant de remarquer que A est un ordre de
simplification contenant la paire (d, g) : il est donc fermé par monotonie,
transitivité et il contient la relation £f de sous-terme. Or A est la plus petite
relation ayant ces propriétés. Donc A E A- D'où :

THÉORÈME 3 : A est le plus petit ordre de simplification tel que :

d A g ssi

4. CONSTRUCTION D'UN PLUS PETIT ORDRE DE SIMPLIFICATION STABLE PAR
INSTANCIATION

La généralisation ne pose guère de problème : il s'agit tout simplement
d'introduire dans la définition 3, la possibilité d'une instanciation :

DÉFINITION 5 : On dit que t est (L-g, d)~plongé dans t' et nous écrirons
t As*' ssi 3 0eS t q. t soit (0g, Gd)-plongé dans t'.

LEMME 14 : A s est fermé par instanciation.

Preuve : t A i t' => 3 G e S, t A f. Montrons que cela implique

at A ot\ pour toute substitution a. La preuve se fait par induction sur
a&g, oBd

la preuve que t A t'.
Bgt Bd

Cas (1) : car A est fermé par instanciation.
Cas (2) :

3ueD(t), 3u'eD(t'% 3z$V(Qd)\JV(t)\JV(t')Lq. :

tfuAQgAf/u' et t[u<-z] A *'["'<-4
Qg, Qd

Par le lemme 3 de renommage, on peut choisir z^Via). A étant stable

par instanciation, on obtient :

) / et
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Par hypothèse de récurrence, on obtient : o(t[u+- z]) A a (f [uf «- z\)
uQg, oQd

d'où, comme z£ K(a) :

at[u^z] A óf [u' <- z\

Donc : a t A of. •
oB g. aÔ à

II nous reste maintenant deux problèmes à résoudre : le (S-g,
à )-plongement est-il minimal d'une part, existe-t-il d'autre part?

La minimalité provient de la minimalité de A : soit < un ordre de simplifi-

cation contenant (g, d) et clos par instanciation. Il contient A pour tout 0
Qg, Qd

c'est-à-dire As-
La preuve d'existence de A £ est un peu plus délicate : il s'agit de savoir à

quelle condition il n'existe aucun a tel que o g A od, de sorte que A
a g, o d

existe pour tout a.
LEMME 15 : <3gAod=>3d' Ad t. q. ag = od'.

Preuve : Par récurrence sur | o g | + | od |.
— | a g | + | a ^ | =0 alors g = x, d = x et d' = x\
— | ag\ + | od | = 1 impossible car x ^ f l si x ^ a ;

— cas général : g=ƒ( ,.„. g4 . . . ) et d = /i(. . . dt . . . ).
(a) f=h et og Aod^xjgiAodi pour chaque Ï. Par hypothèse de

récurrence :

dt t. q. ogi = odi

d'où :

a / ( . . . & . . . ) = a ƒ( . . . d£' . . . ) et ƒ ( . . . à\ . . . ) A ƒ (. . . dt. . . ).

(b) 3Ï, ogAvdi. Par hypothèse de récurrence, 3d'A^t.q. og=ad\

Mais d'Adi^d'Ad. D

Cette condition est évidemment décidable, car le nombre de termes
d' plongés dans d est évidemment fini. Il suffira donc pour chacun d'eux de
tester s'il s'unifie avec g. Cette méthode n'est certainement pas la meilleure
pour trouver des a s'ils existent tels que ogAvd. Une autre solution
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pourrait consister à adapter à ce problème les algorithmes d'unification
connus. Nous obtenons finalement :

THÉORÈME 4 : A s est le plus petit ordre de simplification stable par instancia-
tion tel que dArg ssi fd' Ad tel que df s'unifie avec g, d'où le :

COROLLAIRE : La règle g^d termine si g ne s'unifie avec aucun terme plongé

dans d.

5. CONCLUSION

Le résultat obtenu est intéressant non pas tant par son importance pratique
(quoique la décidabilité de la terminaison d'un système à une règle soit à
notre connaissance un problème ouvert) que par les perspectives qu'il ouvre
en cas de généralisation. Le problème qui se pose est tout simplement celui
de la compatibilité de la relation initiale et du plongement.

Dans le cas d'une règle, il faut vérifier que V o el,, (o g, o d) P\ A = Ç>-
Dans le cas général, il faudra bien vérifier que V a e l , oRC\ A = Ç>, si R

est la relation initiale. Mais d'une part, il n'est pas sûr que cette condition
suffise à assurer l'existence d'un plus petit ordre de simplification contenant
.R et stable par instanciation. D'autre part, il faut encore s'assurer que cette
condition est décidable. Enfin, si elle Test, il sera nécessaire d'étudier sa
complexité avant d'affirmer son intérêt pratique.
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