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AUTOMATES BOUSTROPHEDON,
SEMI-GROUPE DE BIRGET

ET MOIMOIDE INVERSIF LIBRE (*)

par J. P. PÉCUCHET (*)

Communiqué par J.-E. PTN

Résumé. — On montre que la puissance des automates boustrophédon reste inchangée pour
divers modes de reconnaissance. On en déduit certaines propriétés des parties rationnelles du semi-
groupe de Birget et du monoïde inuersif libre.

Abstract. — The power of two-way automata is showed to be unaltered by various récognition
rules. Some properties of the rational sets in the Birgefs semigroup and the free inverse monoïd
are deduced.

1. INTRODUCTION

Un automate boustrophédon est un automate à une bande de lecture
pouvant lire dans les deux sens. Il accepte un mot si une lecture commencée
sur le bord gauche dans un état initial se termine sur le bord droit dans un
état final.

Shepherdson [7] a montré que les langages reconnus par de tels automates
sont les langages rationnels. Ainsi, contrairement à ce qui se passe avec les
automates à pile (cf. [1]), on ne change pas la puissance d'un automate fini
en lui autorisant une lecture dans les deux sens.

Nous montrons ici que cette stabilité des automates finis est même bien
plus grande qu'on ne l'imaginait. On peut ainsi leur autoriser plus de liberté
en leur laissant accepter les mots pour lesquels il existe une lecture qui
commence à l'intérieur du mot dans un état initial et se termine à l'intérieur
du mot dans un état final après avoir examiné tout le mot. On peut d'autre
part leur imposer plus de restrictions en leur réclamant une lecture couvrante
pour tous les points de départ et tous les points d'arrivée dans le mot. Nous

(*) Reçu novembre 1983, révisé juillet 1984.
(l) L.I.T.P., Laboratoire d'Informatique, Faculté des Sciences et des Techniques, B.P. n° 67,

76130 Mont-Saint-Aignan, France.
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7 2 J. P. PÉCUCHET

montrons que dans les deux cas les boustrophédon reconnaissent encore les
langages rationnels.

On peut de façon naturelle interpréter un automate boustrophédon travail-
lant sur l'alphabet A comme un automate fini (à un seul sens de lecture)
travaillant sur un alphabet A \J Â où Â est une copie disjointe de A. On est
ainsi amené à rechercher les rapports existant entre le langage de A* reconnu
par le boustrophédon et le langage de (A U Â)* reconnu par l'automate fini
sous-jacent. Nous montrons que l'on peut calculer le premier à partir du
second à l'aide des réductions du semi-Dyck ou de la réduction de Birget.
Les formules obtenues mettent en évidence des propriétés inattendues de ces
réductions. Elles montrent également, comme le montrait déjà la comparaison
avec les automates à pile, que la rationalité des langages boustrophédon est
en soi surprenante.

Un semi-groupe S (ou un monoïde) est dit régulier si l'équation sxs = s
admet une solution pour tout 5 et inversif si le système (sxs = s, xsx = x)
admet une unique solution pour tout s. L'étude algébrique des semi-groupes
inversifs repose sur celle des semi-groupes inversifs libres et constitue un
point charnière entre l'étude des groupes et celle des semi-groupes. D'autre
part Birget a montré que l'étude générale des semi-groupes peut dans la
plupart des cas se ramener à celle plus simple des semi-groupes réguliers. Il
associe pour cela à (presque) tout semi-groupe S un semi-groupe régulier
(S)reg que nous appellerons semi-groupe de Birget de S.

Dans la dernière partie de l'article nous utiliserons les rapports mis en
évidence entre les automates boustrophédon et les automates finis sous-jacents
pour obtenir certaines propriétés de stabilité des parties rationnelles du semi-
groupe de Birget de ̂ 4* et du monoïde inversif libre sur A.

2. AUTOMATES BOUSTROPHÉDON

Nous introduisons dans ce paragraphe les notations et définitions adoptées
concernant les automates boustrophédon.

On appelle automate boustrophédon (en abrégé 2 FA pour 2-way finite
automaton) sur l'alphabet (fini) A tout quadruplet se = {Q, g_, g + , F)
constitué d'un ensemble fini d'états Q disjoint de A, de deux parties de Q,
Q_ (les états initiaux) et Q + (les états finaux), et d'une partie F de
Q x (A U A) x Q contenant les flèches, où À~ { a/a e A} est une copie de A
disjointe de A et de Q.

On appelle section de weA* tout couple (u, v)eA* x A* vérifiant uv = w et
description instanée (d'un calcul) de w tout mot uqveA*QA* dans lequel
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AUTOMATES BOUSTROPHEDON 73

(M, v) est une section de w. On définit sur les descriptions instantanées une
relation binaire notée h par :

f uqav h uaq' v si (q, a, q') e F, ]
| uâ ft; h w#' ai? si (q> a, q') e F. i

On appelle chemin dans j ^ tout mot de F* de la forme :

*i> 42). . .(qn-l9 xn_ l 5 <?„).

Son étiquette est |c | =x 0 . . . x ^ j G ^ U^)*» l'étiquette du chemin vide étant
le mot vide.

On appelle calcul de weA* dans si toute suite (WjQfW-) f = O.. .n de
descriptions instantanées de w vérifiant w(^£ w- h w ;+1 qi + l w^+1 pour
Ï = 0 . , .n— 1. A un tel calcul les relations (2.1) permettent d'associer un
unique chemin dont l'étiquette est appelée une lecture de w. On dit que le
calcul (ou la lecture associée) est réussi si qosQ_ et qnsQ+ et qu'il est
couvrant s'il existe i, j e { 0, . . ., n} tels que w; = wj= 1.

On note h la fermeture réflexive et transitive de h. On a donc uqv h u' q' v'
ssi il existe un calcul de w = uv — u' i/ de premier terme w#i; et de dernier terme

M' q' v'. Si c est un chemin associé à un tel calcul on notera uqv V w' q' v\
c

On définit trois modes de reconnaissance par l'automate se.

Le premier (classique) consiste à accepter les mots w e i * admettant un
calcul réussi de section initiale (1, w) et finale (w, 1). Le langage reconnu
selon le mode 1 est donc

&1(s?)={weA*/3(q_y q+)eQ_ xQ+ telsque^_ w*wq+ }.

Le deuxième mode de reconnaissance consiste à accepter les mots weA*
admettant un calcul réussi et couvrant. Le langage reconnu selon le mode 2
est donc :

* * *
tels que Wj g_ w\ \~pt w (- wp2 H w2 q+ w'2

* * *
ou wx^_ w'x h wpt \-p2 wh w2q+ w 2 } .

vol. 19, n° 1, 1985



7 4 J. P. PÉCUCHET

Le troisième mode de reconnaissance consiste à accepter les mots weA*
admettant des calculs réussis et couvrants de sections initiales et finales
arbitraires. Le langage reconnu selon le mode 3 est donc :

= {weA*/V(wiy w'JeA*2 tels que w = w iw;(ï=l, 2)

_, q+,p1,p2)Q- xQ+ xQ2

* * *
tels que vvt q_ w\ V plw\- wp2 \~ w2 q+ w'2

* * *
ou wx^_ w\ \-wpx \-p2w\- w2q+ w'2}.

Enfin nous noterons J?°(s/) le langage reconnu par s/ lorsqu'il est consi-
déré comme un automate fini (au sens habituel) sur l'alphabet AKJ A.

Exemple 2.2 ; Considérons l'automate boustrophédon se représenté avec
les conventions habituelles par le schéma suivant :

a

Q
Le mot aabb admet par l'automate la lecture aaabbbb représentée ci-

dessous :
a a b b

et associée au calcul (réussi et couvrant) suivant :

alabbV laabb h alabb h aalbb h aab3b h aaAbb h aabAb h aabb4.

Le lecteur vérifiera que l'on a if1 (se) =a + b+, £e2{s0)=a

demment, se1 {^) u ^3 (s/) g
. On a toujours, évi-

REMARQUE 2 . 3 : On peut toujours supposer, sans perte de généralité, qu'un
automate boustrophédon contient un seul état initial. Si en effet ^ = ( 6 , ô->
Q+, F) en contient plus d'un, il reconnaît le même quadruplet de langages
que l'automate se'= {Q \Ji9 i, Q'+9 F') obtenu en adjoignant à g un nouvel
état i, en étendant F en :

F = F\J{(U x9 q)f3q-eQ-(q-9 x, q)eF}

et en posant Q + = Q + si g - n 6 + = 0 e t ö + = 6+ Ui sinon.

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



AUTOMATES BOUSTROPHEDON 75

Nous dirons qu'un automate boustrophédon A = (Q, Q _, Q +, F) est détermi-
niste (en abrégé 2DFA pour 2-way deterministic finite automaton) s'il vérifie
les trois conditions suivantes :

( i )6= (0;
(2) pour tout peQ et tout x e ^ U ^ il existe au plus une flèche (/?, x,

(3) pour tout/? G Q les flèches (p, x, q) e F d'origine/? sont toutes étiquetées
dans A(xeA) ou toutes étiquetées dans Â(xeÂ).

REMARQUE 2.4: Un automate fini [respectivement fini déterministe] s# = (Q,
ô_, Q+, F) sur l'alphabet A peut être considéré comme un automate
boustrophédon [respectivement boustrophédon déterministe] sur A ne conte-
nant aucune flèche étiquetée dans Â. Dans ce cas tout calcul couvrant est du

*
type qw V wq' ce qui montre que :

et &

où S£{$$) désigne le langage reconnu au sens classique du terme par s/.

3. RECONNAISSANCE DES MOTS PAR LES AUTOMATES BOUSTROPHEDON

Nous étudions dans ce paragraphe les langages reconnus par les automates
boustrophédon selon chacun des trois modes de reconnaissance décrits plus
haut. Les preuves que nous donnons sont constructives et montrent que, sauf
pour les boustrophédons déterministes utilisés selon le mode 3, les langages
reconnus sont toujours exactement les langages rationnels.

Dans ce qui suit l'alphabet fini A sera fixé. Nous noterons Rat (A*) la
famille des langages rationnels de A* et ^i{2FA)[^>i{2DFA)] la famille des
langages de A* reconnus par les automates boustrophédon [déterministes]
selon le mode i(i= 1, 2, 3).

Rappelons d'abord le théorème de Shepherdson (1959) qui prouve l'identité
entre les familles &l(2FA\ Jèf1(2DFA) et Rat (A*) :

THÉORÈME 3 . 1 : Pour tout automate boustrophédon stf on peut construire un
automate fini se tel que S£l{srf) = £?(srf').

On trouvera une preuve de ce résultat dans {4].
Nous nous proposons d'étendre ce résultat aux deux autres modes de

reconnaissance. La technique utilisée s'inspire de celle décrite dans [4] et
repose sur les deux lemmes suivants.

vol 19, n° 1, 1985



7 6 J. P. PÉCUCHET

Soit J / = (Ô> 6-) 6+5 F) u n automate boustrophédon à n= |Q | états et
weA* un mot. On a :

LEMME 3.2 : Si w admet un calcul réussi et couvrant dans sé9 il en admet
un de longueur au plus égale à 3 n ( | w | H-1).

Preuve : Soit (vv^w-X^ m un calcul réussi et couvrant de w dans se de
longueur m + 1 >3n( |w\ +1). Il existe alors 0 ^ i 1 < i 2 < ï 3 < i 4 ^ m tels que
wik qik w'ik = uqv pour k = 1. . .4. Chacune des trois suites :

Ck = (wiqiw^)i = l ikf ik + 1 + l i . . ., m (fc = l, 2, 3)

fournit donc un calcul réussi de w dans se de longueur au plus m. De plus
un au-moins de ces calculs est couvrant. En effet parmi les trois suites
(w(^£w-). = i& ijt+1 (/c = l, 2, 3) on peut en choisir une pour laquelle la valeur
min { | Wj; | fi — ik. . . zfc+1} est minimale et une pour laquelle min
{|w[|/z = fk. . . ik+i} est minimal Alors si k est l'indice d'une suite non
choisie, le calcul Ck couvre W. •

Soit s# = (Q, U Q+, F) un automate boustrophédon. Pour tout mot weA*
considérons les ensembles de chemins suivants ;

id (w) = { c/3 M, v e /!*, 3qeQ, uiv h wq},
c

ig (w) — { c/3 u, v e A*, 3qeQ, uiv h qw },
c

gd(w) = {c/3p, qeQ, pw Ywq),
c

*

dg(w)={c/3py qeQ, wpVqw),
c

dd(w)={c/3p, qeQ, wp\~wq},

. . *

gt(w)= {C/3M, veA*, 3peQ9 3teQ+, pw\-utv}9
c

*

dt(w)={c/3u, veA*, 3peQ, 3teQ+y
c

c (w) = id (w) U ig (w) U gd (w) U dg (w) U dd (w) U gg (w) U gt (w) U dt (w).

R.A.LR.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



AUTOMATES BOUSTROPHEDON 77

Avec ces notations, on a le :

LEMME 3.3 : Tout chemin c associé à un calcul réussi et couvrant du mot
— wu(w, ueA*) admet une factorisation dans Vun des deux ensembles :

) = (I\jr){T\JT\JT')

ou

avec :

I = ƒ (z) = id (w) gg («) [dd (w) gg («))• dg (w);

1' = l' (z) = ig (M) (dd (w) gg («))* dg (w),

r = r (z) =gd (w)œ(«) (dd (w)gg («))* dt (w);

T" = T"(z) = gd(w) (gg(u) dd(w))*gt(u).

De plus, dans une telle factorisation, Vun des facteurs dans c(u) couvre le
mot u.

Réciproquement, tout chemin de E {JE' dont Vun des facteurs dans c(u)
couvre le mot u est associé à un calcul réussi et couvrant de wu.

Preuve : Les ensembles ƒ, Y et Y sont formés des chemins associés aux

calculs du type ai$\-qwu et qui respectivement commencent dans w et
couvrent w, commencent dans u, commencent dans w et ne passent pas dans
u. De même T, T et T' sont formés des chemins associés aux calculs du type

qwu h a! t P' et qui respectivement se terminent dans w sans passer dans u, se
terminent dans w et couvrent w, se terminent dans u. Ces ensembles sont
illustrés par le schéma 3.4.

*
Soit maintenant a i p h a' t p' le calcul réussi et couvrant de wu auquel est

c

associé c. Soit c = ox la factorisation de c dans laquelle a est le plus petit
*

facteur gauche de c vérifiant a i P h qwu pour un q e Q. On a alors
CT

ael\jr\Jl% te TU T \J T'et il faut montrer que ceE\JE'.

Si <jeI{JI' alors ce£. Si a e F couvre w et se factorise en a — o1 a2 avec

uiv \- wp h qw alors, si e désigne le chemin vide, on a

vol. 19, n° 1, 1985



78 J. P. PÉCUCHET

<y — (j1ea2eid(w)gg(ü)dg(w)<^I d'où ce E. Enfin si oel" — l, puisque a ne
couvre pas w, x admet un facteur gauche dans gd(w). On a donc xeT \JT'
d'où ceE'. On a donc bien dans tous les cas ceEKJE'. De plus, puisque c
couvre wu, dans toute factorisation de c dans E ou E' l'un des facteurs dans
c (u) couvre u.

La réciproque consiste en une simple vérification laissée au soin du
lecteur. •

i

C

I ' ^—
(

i

U |

13

Z )
i

ZD

q

— j
Q '

n 1

W

( 3 t T

T' 4

(

u

Z)

#t

Schéma 3.4

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le :

THÉORÈME 3.5 : Pour tout automate boustrophedon se on peut construire
un automate fini se' tel que ££'1{sé)=<£(sé').

Preuve : On peut sans perte de généralité supposer que se — (Q, i, Q + i

F) contient un seul état initial. Posons L = £?2{srf) et pour w e i * posons
w-1L= {ueA*/wueh}.

Le lemme 3.2 montre que l'on peut décider si un mot w appartient ou
non à L. Pour pouvoir constuire séf il suffit donc (cf. [4], p. 57) de montrer
que la famille { w ' 1 L/weA* } est finie et de borner son cardinal.

Pour cela on introduit l'application 0 : A* -*• (2Ô)2 x (2QxQ)5 qui à w associe
(0i (w), • • •> 97 (w)) défini de la façon suivante :

0i (w) = { g/3 u, v, uiv \~wq},

020*0= {^/3M, M, i?, uiv\-qw}y

*
{

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



AUTOMATES BOUSTROPHEDON 79

65(w)={(p, q)/wpt-wq},

86(w)= {(p, t)/3u, v, 3teQ+,pw\-utv},

Ö7(w)={(p, t)/3u, v, 3 teÔ + , wpYutv).

La définition de 6 est illustrée par le schéma ci-dessous :

Puisque 0 est d'image finie il suffit de montrer que 0(w) = 9(w') implique
w"1 L = w'~l L, et pour cela il suffit, par symétrie, de prouver que wueL
implique w' u e L.

Soient donc w, w', ueA* avec 9(w) = 0(w'), wueL et c un chemin associé
à un calcul réussi et couvrant de wu dans se.

D'après le lemme 3.3 c admet une décomposition dans E(wu) U E'(wu).
Mais d'après l'égalité 0(w) = 0(w') on peut, à tout chemin de p à q apparais-
sant dans la décomposition de c et appartenant respectivement à id (w), ig (w),
gd (w)> dg (w), dd (w), gt (w), dt (w), substituer un chemin de p à q appartenant
respectivement à zd(vv'), ig(w'% gd(w'\ dg(w'), dd (w'), g£(w')> dt(w'). On
obtient ainsi un chemin c' de E(w'u)\JE'(w'u) dont l'un des facteurs dans
c(«) couvre le mot u. Il est donc, d'après le lemme 3.3 associé à un calcul
réussi et couvrant de w7 M, ce qui montre que w' u e L et achève la preuve. •

Puisqu'un rationnel est reconnu par un automate fini déterministe, on a
d'après la remarque 2.4 les inclusions Rat(A*)gif2(2DF^)gif2(2FX). Le
théorème précédant montre qu'en fait ces trois familles coïncident.

Il n'en est plus de même pour le troisième mode de reconnaissance. En
effet un mot w = a1. . .aneA+(n^l) ne peut-être reconnu par un automate
déterministe selon le mode 3 puisque celui-ci devrait contenir à la fois une
flèche du type (i, al9 p) et une flèche du type (i, ân, q), ce qui est exclu. On a

vol. 19, n° 1, 1985



8 0 J. P. PÉCUCHET

donc S£3(2DFÂ) = {1}. Les deux résultats qui suivent établissent l'égalité

PROPOSITION 3 . 6 : Pour tout automate fini se on peut construire un automate
boustrophedon se' tel que

Preuve : Soit se=(Q, Q-, Q+, F). On construit si' par adjonction à se
d'un nouvel état initial î et d'un nouvel état final t de la façon suivante.

On pose :

avec :

La construction est illustrée par le schéma suivant.

On a de façon évidente J^3 (se') g &1 (si') = S?1 (se) = S? (se),
*

Réciproquement si we£f(s&) est reconnu par un calcul #_whwg+ dans
c

•s/, on obtient facilement un calcul réussi et couvrant de w dans se' de section
* * *

initiale (u, v) et finale (u', v') de la forme uiv\-q_ wh wq+ Yuftv\ ce qui

montre que we^?3(s^/) et achève la preuve. •
THÉORÈME 3 .7 : Pour tout automate boustrophedon se on peut construire un

automate fini se' tel que ££3(sé) = £e(sé').
Preuve : Posons L = ££3(sé) où stf = (Q, i, Q+, F) est un automate

boustrophedon. En reprenant les arguments utilisés dans la preuve du
théorème 3.5, il nous suffit de borner le cardinal de la famille {w~1 L/weA*}.

Pour cela introduisons l'application :

0 : A*-+22Qx2Qx(2QxQ)3x22Qx2Q ,

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties
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qui àweA* associe (0i(w), . . ., 65(w)) défini de la façon suivante

* *
8i(w)= {({q/uiv\-qw}9 {q/uivh wq})/uv = w},

81

0*0= {fe

+, wq\-utv})/uv =

Comme dans la preuve du théorème 3.5 il suffit de prouver que si
G(w)=ö(w/) alors wueL implique w'ueL.

Soient donc w, w', ueA* avec ö(w) = 0(w/) et v = wueL. Considérons deux
sections (v[, v'2) et (t?3, v'4) de v' = w'u et montrons qu'il existe un calcul réussi
et couvrant de w'u de section initiale (i/ls v'2) et de section finale (t/3, v'4).

Nous devons distinguer quatre cas selon que le calcul commence ou se
termine dans u ou w'.

Lorsque le calcul commence et se termine dans u c'est-à-dire lorsque
(vu V'2) = (W'UU U2) et (1;^ i>4) = (w'u3, u4), on peut choisir un chemin c dans

se associé à un calcul réussi et couvrant wut iu2 h wu3 tuA de v~wu. D'après

vol. 19, n° 1, 1985



8 2 J. P. PÉCUCHET

le lemme 3.3 c se factorise dans I'(v) T'(v). D'après les égalités 6i(w) = 0i(w
/)

(i = 2, 3, 4) on peut dans cette factorisation de c substituer aux facteurs dans
gd(vv), dg(w\ dd(w) des chemins dans gd(w'\ dg(W), dd(w') qui ont mêmes
origines et extrémités. On obtient ainsi un chemin c' dans Y (i/) T' (i/) dont
un des facteurs dans c(u) couvre u et qui est associé à un calcul réussi et
couvrant de v' — w'u de section initiale (v'u v2) et finale (t/3, v+).

Lorsque le calcul commence et se termine dans w', c'est-à-dire lorsque
(Vu v/

2) = (w/
l9w

/
2u) et (t/3, i>i) = (w'3, w'^u), puisque ^(w^G^w') (i=l, 5) on

peut trouver deux sections (w1? w2) et (w3, w4) de w vérifiant les conditions
suivantes :

{ # i ÏW2 !" 4vv } = { q/w'i ÏVV2 h qw'},

* *
i îw2 h wg } = { g/w; zw2 Yv/q},

(3.7.1)

4, teQ+} = {q/qw'Yw'3tw'4y

^ tsQ+} = {qjWqYw^tw^ teQ+}>

Soit c un chemin dans se associé à un calcul réussi et couvrant de v = wu
de section initiale (w1? w2u) et de section finale (w3, w^u). D'après le lemme
3.3, c admet une décomposition dans I(v)(T(v)U T(v)) ou Y'(v)T(v).
D'après les relations (3.7.1) on peut remplacer le premier facteur, élément
de id(w) ou ig(vv), par un élément de id(w') ou ig(w') respectivement, se
terminant sur le même état et associé à un calcul de w' de section initiale
(wi, w2). On peut de même remplacer le dernier facteur, élément de dt(w)
ou gt (w), par un élément de dt (w') ou gt (w') se terminant sur le même état
et associé à un calcul de w' de section finale (w3, W4). Enfin, d'après les
égalités 6f(w) = G£(w') (f = 2, 3,4) on peut remplacer les facteurs de c apparte-
nant à gd(w), dg(w) ou dd(w) par des chemins dans gd(w'), dg(w') ou dd(w')
de mêmes origines et extrémités. On obtient ainsi un chemin c' élément de
E(v) U E' (v) associé, d'après le lemme 3.3, à un calcul réussi et couvrant de
v' = w'u de section initiale (v'u v2) et finale (i?3, v'A).

Les deux cas restant se traitent comme les deux premiers et sont laissés au
soin du lecteur.

On obtient ainsi un calcul réussi et couvrant de w'u dans s$' pour toute
section initiale (i/l5 v2) et toute section finale (t/3, v'4)9 ce qui montre que
w'ueL et achève la preuve. •
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5. RÉDUCTION DES LECTURES BOUSTROPHEDON

Nous montrons dans ce chapitre comment, à l'aide de réductions, on
peut reconstituer un mot à partir d'une de ses lectures par un automate
boustrophédon si (prop. 4.7) et calculer le langage S£^(si) reconnu par si
selon le mode 1 (le mode classique) à partir du langage ££° (si) reconnu par
si en tant qu'automate fini au sens habituel sur l'alphabet A U Â (prop.
4.12). Nous verrons que les formules obtenues ne permettent pas de rendre
compte directement de la rationalité de if1 (si) et la rendent au contraire
plutôt surprenante. Ces formules mettent également en évidence des propriétés
inattendues des réductions utilisées.

Dans ce qui suit nous désignerons par n^ et 11^les projections de (A U Â)*
sur A* et Â respectivement et par w i—• vv l'anti-isomorphisme défini par x = a
si x — a G A et x = a si x = â e Â. Nous noterons al9 a2 et a les congruences
sur (A{JÀ)* engendrées respectivement par les relations {(aa, X)/aeA},
{(âa, l)/aeA} et {(uüu, u)/ueA+ } U {(üuü, ü)/ueA+ }. Il est connu (cf. [2])
que pour chacune des congruences a4 et a2 tout mot we(A U A)* admet un
unique mot réduit (c'est-à-dire un mot équivalent ne contenant respectivement
aucun facteur du type aâ ou aa) que nous noterons respectivement p1(w) et
p2(w). Il en est de même pour a d'après le lemme suivant :

LEMME 4.1 : Pour tout mot we(A{JÂ)* il existe un et un seul mot
p (w) e (A U A)* qui soit congru à w modulo a et qui ne contienne aucun facteur
du type uuu ou ûuu(ueA+).

Preuve : Comme dans le cas des congruences a1 et a2 il suffit de montrer
(cf. [2], p. 36-40) que l'on dispose de la propriété suivante :

si w N Wj et w N w2 il existe w' tel que :
1 (4 .1 .1)

* * _
Wj h w' et w2 N w' [w, wu vv2, w'e(A{J A)*],

où t= est la relation binaire définie sur (A U ^4)* par a h P ssi (a — (x1 uuu<x2
 e t

_ _ _ *
p = oc1ua2) ou (a = a 1uuua 2 et p — OL1UCL2) (ueA+) et où 1= est la fermeture
réflexive et transitive de h

Or si x h wx et w 1= w2 il est facile de voir qu'à une symétrie près les seuls
cas non triviaux (c'est-à-dire pour lesquels les facteurs uuu ou uuu à simplifier
se chevauchent) qui peuvent se présenter sont au nombre de deux.

Dans le premier cas on a w = x1uûuy1 = x2vvvy2 avec W 1 =X 1 MJ' 1 ,

w2 = x2vy2î

| x 1 | + 2 | u | ^ | x 2 | ^ | x 1 | + 3 | u | et | y 2 | + 2 | v | ^ | Y l | ^ | y 2 | + 3 | v |
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selon le schéma suivant :

J. P. PÉCUCHET

On a alors x2=x1 UUOL, X2 P = X1MMM et yi =
On en déduit u = ap, i? = Py et où wl 1= w' et w2 h w' avec w/ = x1

Dans le deuxième cas on a w = x1 uüuy1=x2üuüy2 avec
w2 — x2ûy2 et x2 = xxu selon le schéma suivant :

=xl uyu

.Fi

* * _
On a alors M^NW' et vv2 h w' avec w' = w1=w2=x1uuy2, ce qui achève de
prouver (4.1.1). Le reste de la preuve se fait comme dans [2], p. 37-40. •

Concernant les réductions des mots que nous venons d'introduire nous
noterons le résultat suivant :

LEMME 4 .2 : Pour tout ze{A\J Â)* on a px (z) = px (p (z)), p2 (z) = p2 (p (z)),

Preuve : Immédiate à partir des définitions et des relations ^â= aâ,
aa = aa, uuu — uuu et uuu = uuu. •

Les notions de calcul ou de lecture d'un mot par un automate boustrophe-
don nous amènent à poser les définitions suivantes :

DÉFINITIONS 4 .3 : On appelle couverture d'un mot w e i * toute suite
<g = {(uh Vi))i=Ot _ „ de sections de w vérifiant \ui + i | — \ut\ == ± 1 pour tout
i.

On appelle trace de la couverture # le mot 0 = Go. . . GM_1 e (A \J ï ) * défini
par Q{~a si ui+1=uta et 0f = asi u~ui+1a (a G A, i = 0, . . ., n—1).

La couverture ^ est dite couvrante si elle contient les sections (1, w) et
(w, 1).

Ainsi, à tout calcul uoqovoVu1qlv1\-. . .\-unqnvn d'un mot w par un
automate boustrophedon on peut associer la couverture ((ut, Vi))i=Oj n dont
la trace est la lecture associée au calcul Le calcul est couvrant ssi la couverture
l'est. Réciproquement, si la trace 0 d'une couverture ((uî9 Vi))i=0 „ d'un
mot weA* est l'étiquette d'un chemin c = (g0, ö0, qt). . .(qn-u 9n_ls qn) dans
un automate boustrophédon, on a un calcul de w dans cet automate donné
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par u0 q0 v0 h... . i- un qn vn. Le calcul est couvrant si la couverture l'est et réussi
si le chemin l'est.

La trace d'une couverture ne peut pas être un mot quelconque. En effet
tout mot Qe(A U Â)* admet une unique factorisation du type :

avec xl9 xn + leA, yteA ( i=l, . . ., n), x(eA (i = 2, . . ., nJ

Or si 0 est la trace d'une couverture d'un mot weA* cette factorisation
doit vérifier la propriété :

* < 1 ^ ** + i 0=1 . . . n ) . (4.3.2)

• I x~ l
1 x y ' •

où ^ p ^ s ] dénote l'ordre préfixe défini par u^pv ssi u facteur gauche de v

[suffixe défini par w£sv ssi u facteur droit de v] et > P [ > J la comparabilité
pour ces ordres.

Supposons en effet que 0 se factorise en G = zt xyx' z2 avec zu z2 e (A U Â)*
et x, y, x'eA*. Si 0 est la trace de la couverture <£ = ((ui, vi))i=0> m de ws

on peut factoriser ^ en cinq couvertures :

de w de traces respectives zl9 x, y, x' et z2. On aura alors (u3> U3) =

On en déduit w = u2;a;3 = u4jt;3 = U4X/t;5 et donc x ^ s j ; et y>px\ ce qui
prouve (4.3.2).

C'est cette remarque que nous allons utiliser dans ce qui suit pour reconsti-
tuer le mot w à partir de la trace d'une de ses couverture couvrantes.

Nous commencerons par quelques lemmes.

LEMME 4.4 : Si 0 est la trace d'une couverture couvrante de w de section
initiale (u, v) et de section finale (u', v') on a px (0) = MU' et p2(6) = t?i/.
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Preuve : Nous ne traiterons que le cas de la réduction pu celui de p2 lui
étant symétrique. Posons <g = ((uh Vi))i=Ot _t „, 0 = 0 o . . . 0 n _ 1 et supposons
que 0 contienne le facteur 9 , . ! §x = aâ(aeA). On a alors :

0<i<n , (ut, vi) = (ui_ia, vt)^(l, w)

et

Par conséquent la suite ((w,-, i?i)))i=0 i-i, 1 + 2, „ est encore une couver-
ture de w contenant (1, w), de sections initiale et finale (u, v) et (a', t/) et de
trace Go. . .öi-29i+i- • -ôn-i* P a r récurrence sur la longueur d'une réduction
de 9 en Pi(9) on montre ainsi que l'on peut associer à %> une couverture <€'
de w, contenant (1, w) de sections initiales et finales (u, v) et (M', V') et de
trace 0' = p1(9). Or d'après (4.3.2) la trace d'une couverture de w ne peut
contenir un facteur du type a^avec a, beA, a^b.

On en déduit que p1(9)e^^4*. Il est alors clair que si p1(0) = xy(x, y s A*)
o n a x = u e t j ^ = u' et par conséquent px (0) = uu'. M

LEMME 4.5: Si la factorisation (4.3.1) d'un mot 9 G (A U Â)* vérifie (4.3.2)
et si 9 = p(9) est réduit modulo p, alors 0 est un mot de Birget, c'est-à-dire
vérifie Vune des quatre propriétés suivantes :

(4.5.1a)

(1 ̂ /c^n4-1), J

<J l - i< ,^=) ' k >r • • >sJn>p^n + i | ( 4 5 l c )

(4.5. U)
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Réciproquement, on pourra remarquer que tout mot de Birget est réduit
modulo p et vérifie (4.3.2). Selon la terminologie de Birget (cf. [3]) le mot
xk dans (4.5.1a, 2>, c) [respectivement yk dans (4. 5 Ad)] est appelé le centre
de 0 et sera noté c (G).

Les quatre types de mots de Birget sont illustrés dans le schéma (4.5.2)
où les centres sont fléchés.

(a) (b) ( c ) (d)

Schéma (4.5.2).

Preuve : Soit G = p(G)=x1 j1 . . .xnynxn+l(n^ 1) avec xl5 xn+1eA*9

eA+( i = l, . . ., n) )x ieA+ i = 2, . . ., ri) a v e c x ^ ^ - ^pxi+1 ( i=l , . . ., n).
On ne peut avoir la configuration x £ = ^ ^ p x i + 1 ( l ^ ï ^ n ) 5 sinon G contien-
drait le facteur xixixi(xieA+) et ne serait pas réduit, on montre de la
même façon qu'on ne peut avoir aucune des configurations x£^sj>£ = x£ + 1,

ou ^ ^ / I + I = J Ï + I. On ne peut pas avoir la configuration
p 1 , sinon G contiendrait le facteur ytyiyiiyitA*) et ne serait pas

réduit. On montre de même que l'on ne peut pas avoir yi^pxi+1 ^sj>i + 1.
Les seules configurations permises pour trois composants successifs sont

donc x£<s^£<px£+1, x£^sj>£^px£+1 (une des deux inégalités étant stricte),

(une des deux inégalités étant stricte) ou y1>pxi + 1

Enfin on ne peut avoir une inégalité xt>syi ou yi> px ; précédant une
inégalité Xj<syj ou yj<pxJ+l9 sinon on aurait quelquepart xk^sykSpxk + i
ou y k ̂  p xk + ! S s y * +1, ce qui est exclu.

On a donc d'abord des < puis des > et on obtient une des formes (4.5.1)
selon que la transition s'effectue sur un x£ ou y(. •

LEMME 4.6 : Si 0 est la trace d'une couverture couvrante de w alors
w = c(p(0)) est le centre du mot de Birget p(G). De plus la couverture débute
sur la section (1, w) et se termine sur la section (w, 1) ssi p(Q)eA*.
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Preuve : Montrons d'abord que l'on peut supposer que 0= p(9) est un mot
de Birget.

Supposons que 0 = 9O. . . 0m_x soit la trace de la couverture couvrante de
w donnée par ^ = ((wi? Vi))i=0 m et supposons que Q=yxxxz contienne le
facteur xxx = Qil. . .Qu_t(xeA+, y, zeA*) avec :

On aura alors :

Par conséquent la suite # ' = ((«., i?,));^ *2-i. U, .... m e s t encore une couver-
ture couvrante de w de trace 0' = 0O. . ., O^^O^. . .0m_!=^xz et de mêmes
sections initiales et finales que #. De la même façon, on montre que si
Q=yxxxz (xeA+; y, zeA*) on peut extraire de <& une couverture couvrante
de w de trace yxz et de même sections initiales et finales que V. Une récurrence
sur la longueur d'une réduction de 0 en p(0) montre donc que l'on peut
extraire de <€ une couverture couvrante de w de trace p(0) et de mêmes
sections initiales et finales que ^.

Nous supposerons donc désormais que 0 = p(0) est réduit. D'après le lemme
4. 5 c'est donc un mot de Birget admettant une factorisation (4.3.1) vérifiant
(4.5.1 a, b, c ou d). A cette factorisation de 0 correspond une
« factorisation » de la couverture :

« = ((«* » i ) ) i = o , . . . . «

en couvertures :

«r = ((«i. « O W . . ^ (r = 0. . .2n; O ^ o ^ z ^ . . . ^i2fl + 1=m),

de traces 0r définies par :

e2p = Xp+i (p = 0. . .n) et 0 2 p + i= iv + i (p = 0. . . n - l ) .

Chaque C€T est une couverture de w et puisque ^ est une couverture
couvrante de w, une des <êr contient (1, w) et une des Ç€T contient (w, 1).

Mais les relations sur les longueurs des mots ut et v( déduites des relations
(4.5.1) montrent que les seules couvertures # r pouvant contenir (1, w) au
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(w, 1) contiennent nécessairement les deux sections à la fois et sont respective-
ment les suivantes :

(a) ^2k-2 de trace xk = c(Q);

(b) <£2k-3 de trace Jfc_1==c(9) et ̂ 2k-i de trace xk = c(0);

(c) #2fc-2 de trace xft = c(0) et (£2k-i de trace A==c(Ö);
(d) <#2k_1 de trace j f t = ̂ (ë).

Chacune de ces couvertures est donc couvrante et l'on a d'après le lemme
4.4, w = c(0) dans chacun des quatre cas considérés, ce qui prouve la première
partie du lemme.

Pour la seconde partie, on remarque d'abord que le seul cas dans lequel <€
débute sur (1, w) et se termine sur (w, 1) est le cas (a) avec fc = n+1 = 1 pour
lequel 0 = c(0)e,4*. Réciproquement c'est le seul cas pour lequel 0 G A * , ce
qui achève la preuve du lemme. •

Nous sommes maintenant en mesure de reconstituer un mot w à partir
d'une de ses lectures par un automate boustrophédon.

PROPOSITION 4.7 : Soit se un automate boustrophédon, Qe(A[JÂ)* et
weA*.

(1) Si 0 est la lecture de w dans se associée à un calcul couvrant de section
initiale (w l5 w2) et de section finale (w3> w4) on a p1 (0) — wx vv3, p 2 (0) = w2 w4 ,

(2) Si 0 est une lecture couvrante de w dans se selon le mode 1 on a
= p1(0)-p2(0)-p(0).

(3) Si 0 est une lecture couvrante de w dans se selon le mode 2 (ou 3) on a

Preuve : Le (1) se déduit immédiatement des lemmes 4.4 et 4.6 en
considérant la couverture couvrante de w, de trace 0 et de sections initiales
et finales (wl9 w2) et (w3, w4) associée au calcul de w.
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Le (2) se déduit du (1) en remarquant que l'on a dans ce cas (wu w2)~(l, w)
et (w3, w4) =(w, 1) d'où w=pt (0) = p2 (0). De plus on a dans ce cas p(0) e A*
d'après le lemme 4.6, d'où w = c(p(9)) = p(9) puisque p(6) est réduit à son
centre.

Enfin le (3) se déduit également du (1) puisque l'on a :

KA (PI (9) Pi (S)) = nA (wl w3 w4 w2) = w3w4 = w = c (p (9)). •

Exemple 4 .8 :

b c d e

a b c d e

Dans l'automate boustrophédon s/ représenté ci-dessus le mot w = abcde
admet la lecture couvrante z = dScbbccbaabcdddeëdc selon le mode 2 et la
lecture couvrante z'= abcdïïcccbbcde selon le mode 1.
On a :

p (z) = dabcdabcdecde d'où c (p (z)) = abcde et p (z') = abcde.
Nous nous proposons maintenant d'établir des formules permettant de

calculer le langage J£?* (<$ƒ) reconnu par un automate boustrophédon J / selon
le mode 1 à partir du langage ^°(s/) reconnu par se en tant qu'automate
fini au sens habituel sur l'alphabet A\JÂ (prop. 4.12). L'obtention de ces
formules repose sur une caractérisation des mots de (A {J À)* qui correspon-
dent à des lectures selon le mode 1, c'est-à-dire qui sont les traces des
couvertures de section initiale (1, w) et finale (w, 1) (prop. 4.11). Cette
caractérisation est obtenue à l'aide d'un procédé permettant de reconstituer
une couverture à partir de sa trace et d'éliminer les mots qui ne sont la trace
d'aucune couverture.

Passons maintenant à la description de ce procédé.

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



AUTOMATES BOUSTROPHEDON 91

Soit A* U 0 le semi-groupe obtenu à partir de A* par l'adjonction d'un
zéro 0. On définit sur A* U 0 les opérations. * a, et a*, (as A) par

l.#a = a#. 1 = 1, wa*a = a*.aw — w (weA*)y wb*a = a*.bw = 0

(beA, l l

Soit :

l'application :

définie par les formules :

f(za) = (fi(z)a,a*J2(z)\ (4-9)

Soit r : (A{JÂf -> A* \J0 l'application définie par r(z) = fx (z)/2(z).

Les deux fonctions vérifient les propriétés suivantes :

LEMME 4.10 : (1) Si r(0)^O alors la factorisation (4.3.1) de 0 vérifie
(4.3.2).

(2) Si 0 est la trace d'une couverture couvrante de w de section initiale (wu

w2) et finale (w3, w4) alors ƒ (8) = (w3, w4), ƒ (B) = (wls w2) et r(0) = w.

(3) Si r(0)^0 a/ors 0 est la trace d'une couverture couvrante de r(0) de
section initiale f (S) et de section finale ƒ (0).

Preuve : (1) Supposons que la factorisation (4.3.1) de 0 ne vérifie pas
(4.3.2). On a alors Q~z1xyz2 avec xsy ou bien z = z15ôcz2 avec
xpy(zu z2e(A\JÂ)*; x, yeA+). Les deux cas étant symétriques, nous ne
traiterons que le premier. On a donc 0 = z1axicfez2 avec zls z2e(A\JA)*,
X6>4*, a, beA et a^fe. On obtient alors :

= (ƒ, (zx)a, /2(zx a)),

d'où :

fx (zx axxb) = fx (Zl) a ». fc = 0 = A (0)

et finalement r(0) =0, ce qui achève la preuve du (1).

(2) On a de façon évidente ƒ (9) = ƒ (p (0)), ƒ (0) = ƒ(p (9)) - ƒ (p(ê)) et
r(0) = r(p(0)). On peut donc, quitte à extraire de la couverture V une couver-
ture couvrante de w de trace p(0) dp mêmes sections initiales et finales,
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supposer comme dans la preuve du lemme 4.6 que 0 = p(9) est un mot de
Birget. Reprenons les mêmes notations et supposons, pour fixer les idées,
que nous sommes dans le cas (4.5. la). On a alors xfc = c(9) = w d'après ce
même lemme et on obtient facilement f(x1) = (xu 1), ƒ (xly1) = (l, yx) et par
récurrence :

f{x1y1. . •yk-1xk) = (xk, l) = (w, l) = (tt£2k_1, ^ - i ) -

On en déduit alors :

et par récurrence :

c'est-à-dire ƒ (9) = (w3, vv4). Mais il est clair que 9 est également réduit modulo
p et est la trace d'une couverture couvrante de w de section initiale (w3, w4)
et finale (w l5 vv2). En lui appliquant le résultat que nous venons d'obtenir
il vient donc ƒ (5) = (w1, w2) et finalement r(9) = w3 w4 = w1 w2 = vv. Les cas
( 4 . 5 . 1 b ) à (4. 5 .1 d) se traitent de la même façon.

(3) Soit 9 tel que r ( 9 ) ^ 0 . D'après le (2) il suffit de trouver un mot w dont
9 soit la trace d'une couverture couvrante. Supposons pour l'instant que
9 —p(9) est réduit modulo p. D'après le (1) et le lemme 4 . 5 9 est alors un
mot de Birget dont la factorisation (4 .3 .2) vérifie ( 4 . 5 . 1 a , b, c ou d).
Supposons, par exemple, qu'elle vérifie ( 4 . 5 . 1 a ) . Posons m = | 0 | et soient
mu m2 tels que :

i + 1
. . .9m 2 , yk. . .ynxn+1=Qm2 + 1. . .9 m

Les relations xk>syk>p. . . >syn>pxn+1 montrent que la suite (uh ^) i=m2...m

définie par (ut, vt) = f (xk 9m2 + 1 . . .9f) est une couverture de xk de section
initiale (xk, 1) et de trace 9m2 + 1 . . . 9m.

De même les relations xk>pyk_1>s. . . >pyi>sxt montrent que la suite
((«i. ü;))ias0...mi définie par :

(u'i9 ^ ) -

est une couverture de xk de section initiale (1, xk) et de trace 9X. . . 9mi. Par
conséquent la suite {{ub vt))i=0 mi définie par (uh vi) = (u'mi-i, v'mi^i) est une
couverture de xk de section finale (1, xk) et de trace 9^ . .9mi. Enfin il est
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clair que la suite ((uh ^))i=mi...m2 définie par (ui9 i>i) = (erai + 1 . . .0,-, 0 i + 1 . . .
0m2) est une couverture de xk de section initiale (1, xk) et finale (xk, 1) et de
trace xk. On en déduit donc que la suite ({uh t\))i = 1...m est une couverture
couvrante de xfc = c(0) de trace 0.

On construit de la même façon une couverture de c (0) dans les cas (4.5.1b)
à(4.5.1rf).

Enfin dans le cas général où 0 n'est pas réduit, puisque r(p(0)) = r (0)^0,
on peut construire comme plus haut une couverture couvrante de w = c(p(0))
de trace p (0) que l'on peut ensuite étendre de façon évidente en une couverture
de w de trace 0. •

Nous pouvons maintenant caractériser les mots qui sont des lectures
boustrophédon selon le mode 1. Ce résultat met en évidence des propriétés
étonnantes des réductions p, px et p2.

PROPOSITION 4.11 : On a l'égalité p~i(A*) = pï1(A*) H p^ 1 ^* ) -
Ce langage est constitué des mots de (A {J A)* qui sont la trace d'une

couverture d'un mot w de A* de section initiale (1, w) et finale (w, 1). Tout
mot z appartement à ce langage vérifie p(z) = p1(z) = p2(z).

Preuve : Notons L le langage des mots de {A U Â)* qui sont la trace d'une
couverture d'un mot de A* de section initiale (1, w) et finale (w, 1).

On a L g p~ *(/!*) d'après le lemme 4.6. Réciproquement supposons
p (z) E A*. Alors ƒ (z) = ƒ (p (z)) = (p (z), 1) et donc r(z) = r (p (z)) = p (z) ̂  0.

On en déduit d'après de (3) du lemme 4.10 que z est la trace d'une
couverture de r(z) = p(z) de section initiale ƒ (z) = ƒ (p(z)) = (l, p(z)) et de
section finale ƒ (z) = (p (z), 1). On a donc zeLy d'où l'égalité L = p - 1 04*).

On a L<=pîl(A*)n p2
 x(v4*) d'après le lemme 4.4 puisque d'après ce

lemme, si z est la trace d'une couverture de w de section initiale (1, w) et
finale (w, 1) on a pl(z) = p2(z) = weA*.

Réciproquement, supposons p1(z) = z1e^4* et p2(z) = z2eA*. On en déduit
alors r(z) = fi(zt)f2(z2) = zl^0 et d'après le (3) du lemme 4.10 z est la trace
d'une couverture de r(z) = zt de section initiale ƒ (z) = (/1 (z1),/2(z2)) = (l5 z2)
et de section finale ƒ (z) = (f1 (zx)y f2(z2))=(z1, 1). On a donc z t =z 2 et zeL
d'où la seconde égalité L = pï1(A*) H Pï2 04*)-

Enfin si zeL est la trace d'une couverture de weA* de section initiale
(1, w) et finale (ws 1) on a Pi(z) = p2(z) = w d'après le lemme 4.4 et puisque
p(z)eA* d'après ce qui précède, on a également w = c(p(z)) = p(z) d'après le
lemme 4.6, d'où l'égalité p (z) = px (z) = p2 (z) qui achève la preuve. •

Ce qui précède va nous fournir des formules permettant de reconstituer le
langage reconnu par un boustrophédon selon le mode 1 à partir du langage
qu'il reconnaît en tant qu'automate fini sur i l j l .
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PROPOSITION 4.12 : Pour tout automate boustrophedon si on a :

= P l [JS?° (s/) n p2" * M*)] n A*=p2 [^° c«o n pr * M*)] n i i*.

Preuve : Notons L le langage des mots de (A{J A)* qui sont la trace d'une
couverture d'un mot de A* de section initiale (1, w) et finale (w, 1). D'après
la proposition 4.11 on a L = p~1 (A*) = pïl (A*)P\ p2 * (A*) et les égalités à
prouver peuvent encore s'écrire sous la forme :

n L]=PI [JS?° (^) n L] - p2 [if ° (^) n L\

Or si weJSf1(ec/), w admet une lecture z associée à un calcul de w selon le
mode L z est donc l'étiquette d'un chemin réussi dans se et aussi la trace
d'une couverture de w de section initiale (1, w) et finale (w, 1) d'où
z G ££° {se) H L. Mais d'après la proposition 4.7 on a w = p (2) = px (z) = p2 (z)
d'où les inclusions dans le sens direct.

Réciproquement si zeJ?°(stf) f\L9z est l'étiquette d'un chemin réussi dans
se et la trace d'une couverture d'un mot w e i * de section initiale (1, w) et
finale (w, 1). z est donc une lecture de w dans se selon le mode 1 et d'après
la proposition 4.7 on a p(z) = p1(z) = p2(z)=>veif1(A) d'où les inclusions
dans le sens réciproque. •

On pourrait espérer déduire de ces formules une nouvelle preuve de la
rationalité de if1 {se). On sait en effet que les applications pj et p2 conservent
les rationnels {cf. [2]). Mais ceci n'est d'aucun secours puisque L n'étant pas
rationnel le langage i f o( j / ) C\L ne l'est en général pas non plus. L n'est en
fait même pas algébrique comme le montre l'intersection :

L H ab*ccbâab*c= {abnccbnâabnc/n^0}.

De la même façon le langage p(if°(j/)) n'est en général pas rationnel
comme on peut le voir à l'aide de l'égalité :

p( { a, a}*) H a* a* a* = {apâqar/p<q ou r<q^p}.

Ainsi les formules obtenues plus haut, loin de donner une nouvelle preuve
de la rationalité de if1 {s/) la rendent plutôt surprenante.
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5. PARTIES RATIONNELLES DU SEMI-GROUPE DE BIRGET ET DU MONOÏDE
INVERSIF LIBRE

Ce chapitre est destiné à donner un exemple d'application des théorèmes
boustrophédon. Nous y montrons que les résultats précédents peuvent être
utilisés pour obtenir des propriétés des parties rationnelles du semi-groupe
de Birget ou du monoïde inversif libre.

Nous montrons que les parties rationnelles du semi-groupe de Birget sont
stables par restriction à A* et par passage au centre, et que celles du monoïde
inversif libre sont stables par restriction à A* et par les opérations consistant
à conserver les supports de toutes les chaînes contenues dans une partie X,
ou seulement de celles pour lesquelles toutes les chaînes déduites par change-
ment du nœud d'entrée ou de sortie sont contenues dans X.

Nous commencerons avec le semi-groupe de Birget. Soit S = (A U -?)* U 0
le semi-groupe obtenu à partir du monoïde libre (A{JÂ)* par l'adjonction
d'un zéro et soit e la congruence engendrée dans S par la relation :

{(uüu, ü)/ueA+}U{(üuü, ü)/ueA+ } U {(uv, 0)/u, veA+
9

0)/u, veA+, upv}.

Birget a montré que le semi-groupe quotient (A*) reg = S/e est régulier.

Si \x : 5 -> 04*)reg désigne l'homomorphisme surjectif canonique, il est clair
que pour tout mot Qe(AUÂ)* vérifiant ^(0)^0, la classe de 0 modulo e
coïncide avec celle de 0 modulo a et que la factorisation (4.3.1) de 0 vérifie
(4.3.2). Puisque chaque a-classe contient un seul mot réduit modulo p on
en déduit, d'après le lemme 4.5, que chaque élément non nul £,e(A*)reg

admet un unique représentant w = p(w)e(A U À)* qui soit un mot de Birget.

Par abus de notation nous noterons cfé) et appellerons centre de Ç le
centre du mot de Birget w. Pour une partie Xcz(A*)Tcg nous noterons

On remarquera également que |i est injectif lorsqu'on le restreint à A* ou
à A*9 ce qui nous permettra dans la suite d'identifier les éléments de A* U Â*
avec leurs images dans (4*)reg.

Les relations entre les lectures boustrophédon et le semi-groupe de Birget
{A*)reg reposent sur les deux lemmes suivants.

LEMME 5 A : Un mot Qe(A \J Â)* est la trace d'une couverture d'un mot de
A* ssi son image ̂  = ja (9) dans (y4*)reg est non nulle, 0 est alors la trace d'une
couverture couvrante de c (£).
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Preuve : La première partie se déduit du lemme 4.10 en remarquant que
^(0)^0 ssi r(0)#O. La seconde partie est une conséquence immédiate du
lemme 4.6. •

LEMME 5.2 : Si ReRat{A*)reg il existe un automate boustrophédon se
vérifiant :

J5f1(^) = ^[jèP1(^)] = JRpi^* et &2(j*) = \i[&2(s*)] = c(R).

Preuve : Puisque n est surjectif les parties rationnelles de (^4*)reg s'identifient
aux images par |i des parties rationnelles de S {cf. [2], p. 56). Soit donc
K'e Rat (S) tel que \i(R') = R.

Alors R// = R/~0 est une partie rationnelle de ( ^ U ^ ) * reconnue au sens
habituel du terme par un automate fini se sur l'alphabet A \J Â et vérifiant
les relations :

= RnA* et
Considérons maintenant se en tant qu'automate boustrophédon sur l'alpha-

bet A.
D'après la proposition 4.12 on a :

\x étant injectif sur A* on en déduit :

ce qui fournit la première formule.
Maintenant si wej£?2(j^), soit Q e R" = JP° (sf) une lecture de w dans se

selon le mode 2. D'après la proposition 4.7 on a
w = n (w) = c (p (G)) = c (n (6)) e c (R\ d'où l'inclusion &2 {se) E c {R).

Réciproquement, soit wec(R\ ^eR-0 tel que w = c(Ç) et 0Gi?" = i f o ( ^ )
tel que ^(0) = ^. D'après le lemme 5.1, 0 est la trace d'une couverture
couvrante de c (p(0)) = w et donc weS£2 {se), d'où l'égalité

Voyons maintenant comment les théorèmes boustrophédon se transcrivent
en terme de propriétés des parties rationnelles du semi-groupe de Birget.

Tout d'abord le théorème de Shepherdson (th. 3.1) permet de déduire
immédiatement du lemme 5.2 le résultat suivant :

THÉORÈME 5. 3 : Si ReRat {A*\eg il en est de même de RH A*.

On remarquera que ce résultat n'est pas trivial puisque A* est une
partie rationnelle mais pas une partie reconnaissable de (^4*)reg. Supposons
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en effet qu'il existe un semi-groupe fini F et un morphisme surjectif a :
(^*)re9 ">F vérifiant i * = aM°a(A*). Si aeA on aura
a(an) = oc(a"âna") = a(an)a(ô)na(a)n pour tout n ^ l . En choisissant n de telle
sorte que a(a)n soit idempotent on obtient ai(ana2nan) = <x(an)ea(A*) d'où
analnaneA*9 contradiction.

Enfin le théorème 3.5 et le lemme 5.2 fournissent immédiatement le :

THÉORÈME 5.4 : Si ReRat(A*\eg il en est de même de c(R).
Passons maintenant au monoïde inversif libre.
Soit x la congruence engendrée sur (A {J Â)* par la relation :

{(uüu, u)fu 6 (A U Â)+ } U { (uûvv, vvuu)/u, v e (A U Â) + }.

Le monoïde quotient FIA = (A {J Â)*/x est le monoïde inversif libre sur A (cf.
[6]). Nous noterons [ i : ( i U 4̂)* -> FIA l'homomorphisme surjectif canonique.

On peut identifier FIA avec l'ensemble des arbres orientés non vides bipoin-
a a

tés étiquetés sur A ne contenant pas de sous-graphe du type 0-•—0—<-0
a a

ou 0—<-0->—0 (aeA) (c/. [5]). De tels arbres seront appelés arbres-mots.
Exemple : L'arbre-mot représenté ci-contre est associé à la classe :

H (aaBbc a a ccb) = |i (cbb ccaacbbaacb).

ï -©

On obtient les mots de la x-classe associée à un arbre-mot donné comme
les étiquettes des chemins couvrants d'origine le nœud d'entrée (symbolisé ici

a

par • ) et d'extrémité le nœud de sortie (symbolisé par ©), une arête 0->—0
étant lue a lorsqu'elle est parcourue dans le sens de la flèche, et a lorsqu'elle
est parcourue dans le sens opposé.

On note (T(£), a(Ç), P(Ç)) = (T(w), oc(w), p(w)) l'arbre-mot associé à
l'élément Ç = n ( w) e FIA (w e (A U Â)*) où T représente l'arbre orienté étiqueté,
a et P les nœuds d'entrée et de sortie.

Nous dirons qu'un arbre orienté étiqueté T de nœuds xu . . ., xn est une
chaîne d'origine xx et d'extrémité xn si l'ensemble de ses arêtes est formé des
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couples (x(, xi+1) ( l^ i^n—1). Nous poserons :

Ch(F / J= {ÇeFIJTQQ est une chaîne}.

Puisque (j. est injectif sur A* nous identifierons les éléments de A* avec
leurs images dans FIA. On se persuadera facilement de l'égalité :

A*= {ÇeFIJTQQ est une chaîne d'origine a(£)

et d'extrémité

On peut ainsi à chaque ^eCh(FJ^) associer l'unique mot weA* tel que
T(£)=T(w). Nous dirons que w est le support de £ et noterons w = supp(£).
Le support d'une partie X de Ch(FIA) sera l'ensemble
supp(X) = {supp(Ç)/£eJf} e t son soc/e l'ensemble

socle (X) = { w e ̂ */supp (Q = w => Ç G X}.

Exemple : L'élément ^ = ji(aâFaa)eCh(F/{a d}) est représenté par l'arbre-
a b a

mot o->@->«->>0.
a b a

Son support w = supp(^) = aèa est représenté par l'arbre-mot • - • O - K ? - » © .

Les relations entre les automate boustrophedon et le monoïde inversif libre
sont précisées dans les deux lemmes suivants.

LEMME 5.5 : (1) Si \i(w)eCh(FIA) et si T(w) est la chaîne constituée des
arêtes (xt, xi+l) étiquetées par les lettres at ( l ^ i ^ n ) alors w est la trace d'une
couverture couvrante de supp(|i(w)) de section initiale (ax. . .ap_x, ap. . ,an)
et de section finale (ax. . . aq_l9 aq. . . an) où p et q sont donnés par a(w) = xp

et P(w) = x r

(2) Un mot w(A\JA)* est la trace d'une couverture d'un mot de A* ssi
li(w)eCh(FIA).

Preuve : Le (1) est évident et fournit la réciproque du (2). D'autre part si
w est la trace d'une couverture couvrante du mot u e A*9 la construction de
l'arbre-mot (T(w\ a(w), P(w)) associé à w décrite dans [5], p. 391 montre
que l'arbre T(w) obtenu est une chaîne de support M. •

LEMME 5.6 : Si ReRat(FIA) il existe un automate boustrophedon se
vérifiant :
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<£* (se) = socle (R n Ch (FIJ).

Preuve : Soit ReR&t(FIA). \i étant surjectif, il existe un rationnel
R'eRat(A{JÂ)* tel que R = \i(R'). Soit jaf un automate fini sur A\JÂ
reconnaissant R' et considérons se en tant qu'automate boustrophédon sur
A.

Soit w e i * un mot admettant dans se une lecture z e ( A U ^ ) * associée à
un calcul réussi et couvrant de section initiale (u, v) et finale (u\ v'). On a
alors z e S (se) = J5f ° (J/) = R' et d'après le lemme 5. 5 on a \i (z) e R H Ch (F/J
et w = supp(ji(z)), d'où l'inclusion J^2(^)gsupp(K H Ch(FIA)). Si
we^1(s/) on peut supposer que (u, u) = (l, w) et (u', i?/) = (w> 0 e t Ie (1) du
lemme 5.5 montre qu'alors \i(z)eA*, d'où l'inclusion ^(sfï^Rf^A*.
Enfin si weJSf3^), on a une lecture z pour toutes les sections (M, V)
et (M', I/)> ce qui montre que Rf}Ch(FIA) contient toutes les chaînes de
support w, c'est-à-dire que w e socle (R H Ch (FIA)% d'où l'inclusion

Réciproquement, soit (T, a, P)eK P\Ch(FIA) une chaîne de nœuds xu

. . ., x„, de support w ^ a ^ . .an d'entrée ct = xp et de sortie P = x r Posons
u = a!. . .ap_ l9 v = ap. . .aB, w ^ a ^ . .a4_ ls ü' = a4. . .aB. Soit zeR' = ££°(sé)
tel que |j, (z) = w. z est alors l'étiquette d'un chemin réussi dans se et la trace
d'une couverture couvrante de w de section initiale (M, V) et finale (u', v'), ce
qui montre que w admet dans le boustrophédon se un calcul réussi et
couvrant de section initiale (M, V) et finale (u', v'). On en déduit immédiatement
l'inclusion supp (Rf\Ch(FIA))^Se2(sé). Si (T, a, $) = \i(w) = weA* on a
p=l, q — n et donc w admet dans se un calcul réussi de section initiale
(1, w) et finale (w, 1), d'où l'inclusion R O ^ i ^ M - Enfin si w G socle
(R nCh(FJJ) on a (T, a, (3)eRnCh(F/v4) pour toutes les valeurs de p et
q. On en déduit que w admet un calcul réussi et couvrant dans se pour
toutes les sections initiales (M, I;) et finales (u', v') d'où l'inclusion socle

m
Le lemme 5.6 permet d'interpréter chacun des théorèmes boustrophédon

(th. 3.1, 3.5, 3.6) en une propriété des parties rationnelles du monoïde
inversif libre. On obtient en effet de façon évidente le :

THÉORÈME 5.7 : Si R est une partie rationnelle du monoïde inversif libre
FIA, il en est de même de RH ^*, supp(K p| Ch(FIA)) et socle (RnCh(FIA)).

On pourra remarquer que, comme dans le cas du semi-groupe de Birget,
A* est une partie rationnelle non reconnaissable de FIA, ce qui rend non
triviale de la rationalité de R H A*.
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6. CONCLUSION

Nous avons défini trois modes de reconnaissance pour les automates
boustrophédon. En ce qui concerne le premier, le théorème de Shepherdson
montre que, pour tout boustrophédon sé^ on peut construire un automate
fini séx vérifiant <£l{stf) = £? (sé^* Nous avons étendu ce résultat aux deux
autres modes en montrant comment construire des automates finis sft véri-
fiant J2*(jtf) = .Sf(jtf<) (i = 2, 3).

On pourrait encore définir deux autres modes de reconnaissance consistant
à accepter les mots qui admettent dans se un calcul réussi et couvrant de
section initiale arbitraire (mode 4) ou de section finale arbitraire (mode 5).
Le lecteur adaptera facilement les techniques utilisées dans les cas précédants
pour construire des automates finis sft vérifiant <£i(sé)=<£(jafD)(î = 4, 5).

Lorsque le nombre d'états de l'automate boustrophédon se est de l'ordre
de n, celui des automates sét est de l'ordre de 2"2 dans les deux premiers
modes et de 22" dans les trois derniers. Il est facile, dans chacun des cas, de
trouver des exemples pour lesquels l'automate sét doit contenir de l'ordre de
2" états, mais nous ne connaissons aucun exemple permettant d'atteindre une
des bornes. Un travail resterait donc à faire pour trouver de tels exemples
ou optimiser les constructions.

Enfin signalons que le comportement infini des boustrophédon est identique
à celui des automates finis et correspond aux parties rationnelles de mots
infinis {cf. [8]).
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