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CODES ET MOTIFS (*)

par Bodonirina RATOANDROMANANA (1)

Communiqué par J.-E. PrN

Résumé. - Nous prouvons, pour deux codes X et Y, Véquivalence entre fégalité XY=YX et
F existence de deux entiers strictement positifs i et j tels que Xi=YJ. Si, de plus, Vun des codes est
singulier, ces deux conditions sont équivalentes à Y existence d'un motif commun aux deux codes,
i. e. à Inexistence d'un code Z tel que X et Y soient des puissances de Z. Ensuite, nous montrons
pour tout langage non vide L commutant avec un code préfixe ou circulaire X, l'existence d'un
code Y, d'un entier] et de I c fal tels que L = U Y1 et X = Yj.

iel

En particulier, si X est un code circulaire alors j—l et si L est un code alors L est une puissance
de X.

Abstract. - We prove, for two codes X and Y, the équivalence of the equality XY= YX and the
existence of two positive integers i and j such that X = Yj. Moreover> if one of them is singular,
these two conditions are equivalent to the existence of a code Z such that X and Y are powers of
Z. Then, we show for each non empty language L commuting with a prefix or circular code X, the
existence of a code Y, an integer j and I a N such that L={J Y1 and X= Yj.

iel

In particular, if X is a circular code then j = 1 and if L is a code, L is a power of X

L INTRODUCTION

Un des résultats de base de la théorie combinatoire des mots est dû à
Lyndon et Schutzenberger [7]. C'est l'équivalence pour des mots u et v des
conditions suivantes :

(1) uv = vu

(2) II existe un mot w et deux entiers i et j tels que u = wl et v = wJ

(3) II existe deux entiers s et t vérifiant us = vt.

(*) Reçu juillet 1987, version finale mai 1988.
Ce travail est supporté par le P.R.C Mathématiques et Informatique.
(x) C.N.R.S. - U.A. 369, Université de Lille-Flandres-Artois, 59655 Villeneuve-d'Ascq Cedex.
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4 2 6 B. RATOANDROMANANA

Perrin [9] a étendu ce résultat sur les mots aux codes préfixes, en montrant
que l'ensemble des codes préfixes forme un monoïde libre pour le produit
ensembliste.

De façon plus générale, deux éléments d'un monoïde libre commutent si
et seulement si ils sont puissances d'un même élément [4],

Un résultat similaire a été établi par Bergman [3], pour les X-algèbres
libres :

Soient K un anneau commutatif, A un ensemble et K(A} la K-algèbre
libre de A; alors, l'ensemble C(x) = {yeK(A}/xy~yx} où xeK<A> est
un anneau polynomial en une seule variable sur K

Le but de ce papier est de poursuivre ces extensions à des ensembles de
mots. Plus précisément, nous montrons que si deux codes commutent, ils
sont prémotifs d'un même code i. e. il existe deux puissances égales des deux
codes, et réciproquement (proposition 7). En plus, si l'un des deux codes est
singulier, alors ils sont puissances d'un même code, Ensuite, nous montrons
pour tout langage non vide L commutant avec un code préfixe ou circulaire
X, l'existence d'un code Y, d'un entier j et de ƒ c M tels L = U F e t X ^ YJ

iet

(propositions 21 et 26).

IL NOTATIONS ET DEFINITIONS

Nous supposons le lecteur familier avec les notions de codes [2,8,10]. N
désigne l'ensemble des entiers naturels.

Soit A un ensemble fini de lettres que nous appelons alphabet,
Pour tout mot u sur un alphabet A, | w | désigne la longueur de M et E est

le seul mot de longueur nulle.
Deux mots u et v sont dits conjugués s'il existe deux mots x et y tels que

u = xy et v=yx.
Toute partie (finie) de A* est un langage (fini). Pour tout langage L, tout

entier n, nou$ noterons

Ln^{ueL/\u\<n},

/(L)=min{|u|/ueL} si LÏ0 et Lmïn^Lmy

Le produit de deux langages X et Y est dit non ambigu (noté n (X, Y)) si,
pour tous xu x 2 e l et yv y2eY, l'égalité xxyt^x2y2 implique xl=x2 et
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CODES ET MOTIFS 427

Un monoïde est un ensemble muni d'une opération binaire associative et
qui a un élément neutre.

Soit M un monoïde. Pour x, yeM nous définissons

et

xy~1 = {ze M/x = zy }.

Pour des sous-ensembles X et Y de M, cette notation peut s'étendre à

X~1Y= U Ux"V
x e X y e Y

et

ir1^ u Uxy-1.
xeX yeY

Un monoïde (ou semi-groupe) M est stable si, pour tous X, Y, Z on a -Y, y,
XZ, Z 7 e M implique ZeM.

Comme caractérisation d'un monoïde libre, nous utiliserons celle de Levi:

LEMME [4, 5, 6] : Un monoïde M est libre si et seulement si:
(1) il existe un homomorphisme \x de M dans le monoïde additif des entiers

naturels tel que \i'1 (0) = { £ },
(2) pour tous X, Y, Z, T dans M tels que XY = ZT, si \i(X)^\i(Z) il existe

unUeM tel que X= ZU et T= UY1 e. M est équidivisible.
Soient X, Y, Z, T des langages non vides. Alors XY=ZT implique

Xmin Ymin~Zmïn Tmin. De plus, si /(Y) = Z(7) alors Xmin = Zmin[ll].
Dans le cas des sous-monoïdes d'un monoïde libre, la notion de monoïde

stable est équivalente à celle de monoïde libre [2],
Un langage I c i + est un code si, pour tous n, m ^ l , xux2, . . . ,xm

Ĵ J>2> • ' - Jm^J , l'égalité xlx2. . .xn=yly2. . .ym implique n = m et x f = ^
pour tout ie[l,ri\.

Pour un alphabet 49 X=A est un code. De façon plus générale, l'ensemble
des mots de même longueur sur un alphabet constitute un code appelé code
homogène.

Rappelons que le sous-monoïde X* engendré par un code X est stable, et
que Xest un code si et seulement si X* est un code 0">0) [2].

Dans toute la suite, nous excluerons le cas des codes vides,

vol. 23, n° 4, 1989



4 2 8 B. RATOANDROMANANA

Un langage P est un prémotif de L si L est une union de puissances de P,
i. e. 31 a M tel que L - U P W .

ie ƒ

Un langage est primitif s'il est son seul prémotif. Un motif est un prémotif
primitif.

On montre facilement que si X=L* est un code, alors L est un code et
cardinal (/)= 1.

Avec ces notions nouvellement introduites par Autebert, Boasson et Lat-
teux [1], nous pouvons établir:

LEMME 1 : Soient X et Y deux codes. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) II existe deux entiers U j^l tels que X* = Yj

(2) X et Y sont prémotifs d'un même langage non réduit au mot vide.

Démonstration: L'implication (1) =>(2) est évidente.

Pour la réciproque, supposons qu'il existe ƒ, J c N , J^{0} tels que X1 = YJ.

Remarquons que si X1 = YJ, comme X et Y sont des codes, on a
OeloOeJ. Ainsi si-t-onXI = YJoXI~{0)=YJ-{0\ D'où on peut supposer
que O$I et O$J.

Soient iu le plus petit élément de I e t ^ celui de J.

Il est facile de montrer que JC1C\YSl^0. En particulier, si x0eXmin,
x\}e Yjl d'où l'existence de yuyl9 . . .9yheY tels que x\} =yl. . .yh.

Montrons que X11 c YjK

Soit x l t . .x^eX*1 avec xkeX pour 1 ^ : ^ . Comme X1 a YJ> il existe
un js€J(Js^Ji) tel que •xi, . . x ^ e R D'où xt. . ,xil=z1. . *zjs avec zkeY
pour 1 ̂  k Sjs.

Ainsi xx. . .x^x)}=z l . . .zJsyt. . . y h G Yj* Yji = Yj^ Y\ En utilisant les faits
que Yjs cz X1, Yji c X1 et X code, on obtient x t . . . x(l e Y7'1 etjs=jt.

De la même façon, on démontre que Yjl c JSf'i.
Ainsi X1*1 = y7"1 avec il9 jx^l. •

Terminons par quelques définitions de codes particuliers.

Un langage X sur un alphabet A est dit préfixe s'il satisfait XA+ O X= 0.

Rappelons que le produit de deux codes n'est pas, en général, un code [2].
Cependant, Perrin [9] a montré que le produit de deux codes préfixes est un
code préfixe. Plus précisément, l'ensemble des codes préfixes avec {e}5 muni
du produit ensembliste, est un monoïde libre [4,9],

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



CODES ET MOTIFS 4 2 9

Un mot weA* est préfixe propre d'un mot xeA*, s'il existe un mot ueA +

tel que x = wu.

Soit X cz A*, xeX est dit singulier à gauche dans X si x n'a pas de préfixes
propres dans X et s'il n'est pas préfixe propre d'un élément de X. Notons
g (X) l'ensemble des mots singuliers de X dans X.

Soit I c # , X est singulier à gauche (resp. préfixe) si et seulement si
g(X)z£0 (resp. g(X) = X). D'où tout code préfixe est un code singulier à
gauche.

Dans toute la suite, nous appelons code singulier tout code singulier à
gauche.

Un langage Xcz A* est un code circulaire si pour tous n, m E M, peA*,
seA+ Qixx,x2, . . .9xn,yuy29 . . .,ymeX9 les égalités sx2. . .xnp=.y1. . ,ymtt
xi=ps impliquent n = m, p = t et x ^ j ^ pour tout ie[\,m].

Un code circulaire est un code mais la réciproque n'est pas toujours vraie.

Rappelons qu'un code circulaire ne contient pas de mots conjugués distincts
et que tous les mots d'un code circulaire sont primitifs [2]. Par conséquent,
tout code circulaire est primitif.

DL RÉSULTATS

Montrons d'abord:

LEMME 2 : Soient X, Y deux langages non vides tels que YX cz XY. Alors
pour tout xeX, yeY il existe deux suites (xn)neN, (yn)neN avec xo = x, yo=y,
xn e X, yn e Y et tels que
(1) pour tout i

yoxox1,

(2) Vr, seN:ia<ir

keX+(3) 3/c, reM:(xiryir)
keX

vol. 23, n° 4, 1989



4 3 0 B. RÂTOANDROMANANA

Démonstration: On consL , les suites (xn)nejVs (yn)neN par récurrence. En
effet, comme YX a XY l'on a :

V i e M 3xi + 1eX,yi + leY t e l s q u e

d'où

(**) Vie M, xiyixi = xixi+lyi+v

Par récurrence, en utilisant (*) et (**), on montre facilement (1) et (2).
Les mots (xnyJneN9 définis par l'équation (*) ont tous la même longueur

q. A étant fini, Aq est fini et donc il existe un nombre fini de factorisations
des mots de Aq de la forme xnyn. D'où l'on trouvera un couple (r,s\ is<ir

vérifiant

et

D'où il existe t = xis, . . x i r i e l + tel que xiryirt = txiryir.
Comme xiryir et t commutent, il existe un mot w, deux entiers k et l

strictement positifs tels que t = wk et xiryir~wl [4].
Ainsi (xiryir)

keX+. Comme xy—yz implique par récurrence xny=yzn pour
tout n, en prenant x=yoxo, y = xx. . .xif-i et z = xiryir, nous retrouvons la
propriété 1.

D'où (yo*o)n*i- • -xir-i = x1. . .xir_i(xirj>ir)
n pour tout n. En particulier si

n = kt (yox0)
kx1. . . x ^ l = x1. . .xir-1(xiryir)

keX+. •

LEMME 3 : Soient X un code et Y un langage tels que YX <= XY (ou
XY c YX) et Xn Y^0. Alors X a Y.

Démonstration: Comme Xf} Y^0, il existeyeXC\ Y.
Considérons un mot x de X. D'après le Lemme 2, il existe deux suites

e AT, O0„ejv> h, re N tels que (xiryir)
keX+ et

X étant un code, y = xx et x= j A car ĵ x = x 1 j 1 . D'où xeY et X cz 7.
Dans le cas où XY c= 7X, on obtient le résultat en appliquant la première

partie de l'énoncé aux images miroir de X et Y. M

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



CODES ET MOTIFS 4 3 1

LEMME 4 : Soient X un code et Y un langage non vide tels que XY= YX
Alors X(Y-{£}) = (Y-{e})X
Démonstration: Si Y= {s} ou z$ Y, le problème est résolu.

Sinon posons Y1 = Y - {8 }. D'où X U XYt = X\JYtX.

Montrons que X H XYX = 0 .
Supposons le contraire Le. qu'il existe weXYx C\X. Il existe x e l , .yeYj

tels que n>=jx. D'après le lemme 2, il existe deux suites (xn)neN, (yn)neN, K
reN tels que

(xiryir)
keX+

et

(yxfx^ . .xir-1 = xl. . .xir-1(xiryi)
keX+,

D'où

w*xxA. . .xir-i = (xj)/cxx1. . .xir-i=x(>x)fcx1. . .x^-i

= xx1. . .xir-

X étant un code, w = xet_y = ece qui est contraire au fait que y e Yt. D'où
Xr\XYt = 0 et XY1 c 7iX

De façon similaire, on démontre que XC\ YxX=0 et Y1X<^ XYv Par
conséquent, X(Y- { e}) = ( 7 - { s }) X •

Du lemme 3, on peut établir :

PROPOSITION 5 : Soient X un code et Y un langage non vide ne contenant
pas le mot vide tels que YX cz XY. Alors il existe deux entiers strictement
postiifs i et j tels que X1 cz Yj, En plus, si Y est un code, on a Yégalité.

Démonstration: Posons i = /(Y) et j=l(X). Il est facile de montrer par
récurrence que YnXm <=XmYn pour tous n, m 6 AT.

En particulier, pour n=j et m~U on obtient YJ'JC a X1 Yj.
Comme e£Y et Y^0, soient yeYmin, xsXmin d'où

Comme | y | = |x£| = /(Xrain) = Z (Y^) , alors yjeXi et x'eY' d'où
H Y V 0 . D'après le lemme 3, X* <r YJ'.

Si, en plus Y est un code, Yj l'est aussi et YJ cz X*. Par conséquent

vol 23, n° 4, 1989



4 3 2 B. RÂTOANDROMANANA

COROLLAIRE 6 : Soient X un code et Y un langage contenant un mot non
vide tels que XY= YX, Alors il existe deux entiers i, y ̂  1 tels que X1 <= Yj.

Démonstration: D'après le lemme 4, X(Y~{s}) = (Y-{z})X. Comme Y
contient un mot non vide, Y— {e} et X vérifient les hypothèses de la
proposition 5. Ainsi, il existe deux entiers i9 j ^ 1 tels que
rc(y-{£}yc YJ. m

PROPOSITION 7 : Etant donnés deux codes X et Y sur un alphabet A, les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) XY ^ YX

(2) X et Y commutent

(3) X et Y sont prémotifs d'un même langage non réduit au mot vide

(4) II existe deux entiers i, j ^ 1 tels que X = YJ.

Démonstration: On obtient l'équivalence entre (3) et (4) par le lemme 1.
La proposition 5 nous permet d'avoir (1) =>(4). Comme (2) =>(1), il suffit

de montrer que (4) implique (2),

II est facile de vérifier que Xi
min= Ymin. D'où

X2* = X YJ \i~1 = Y2J — Y Y* y j " 1

1 min y v min ± min min A min A min ̂ ^min J min *

Comme Xmin a Al{X) et ymin c Al{Y\ nous pouvons en déduire que
Y V — Y Y

Amin J min J min ^min1

Montrons par récurrence sur n que (XY)H = (YX)n.

C'est vrai pour n = l(X) + l (Y).

Supposons que c'est vrai pour p<n et montrons-la pour n.
Soient x e l e t yeY avec n=\xy\>l(X) + l(Y)9 x0 e Xmin et y0 e Ymin. Alors

u = xyyJ
0-

1xi
0-

1eXYiXi-1 = YXiYj-1. D'où il existe yisY9 xxeX et
zeX1'1 Yj~x tels que u=yix1z. Ainsi Iz l^yj- 1*! ," 1 | = fc.
Ce qui nous donne deux possibilités :

1. \z\ = k9 xy=yxx1eYX.

2. \z\>k et j ^ i X i ^ n et par hypothèse de récurrence ^iX1^x2^2
 a v e c

x2eXet y2e Y.

En plus y0"1 x\T1 e Y^ Z^^ = X^ Y&. D'où

uexyXi-1Yj-1nx2y2X
i~1Yj-1 avec | | |

Si on prend veY et weX, uvexyX1'1 T C\x2y2X
i~1 Yjf et

uvwexy YjX1 D x2y2 YjX^xy Y2j f i x2y2 Y2j.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



CODES ET MOTIFS 4 3 3

Ainsi uvwyj-1exY3jr)x2Y
Zj = xX3inx2X

3i. Comme X est un code
alors x = x2. D'où x~1uvw=yyi

0~
1 x^^^vwsy Y2jC\y2 Y2J et comme Y est

un code l'on a y=y2, d'où la contradiction.

Par conséquent xye(YX)n.

De façon similaire, yx e (XY)n. •

Ainsi pouvons-nous retrouver le

COROLLAIRE 8 : Soient X et Y deux codes et n un entier strictement positif.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) X=Y

(2) Xn=Yn.

Démonstration: L'implication directe est évidente. Pour la réciproque, X
et Y commutent d'après la proposition 7.

Comme il est facile de vérifier que XC\Y^0, on obtient le résultat en
utilisant le lemme 3. •

Cette proposition 7 nous permet d'énoncer quelques propriétés des codes
qui commutent :

COROLLAIRE 9 : Si X et Y sont deux codes qui commutent, alors

(1) XY est un code

(2) n (X, Y) et n (F, X) i. e. les produits XY et YX sont non ambigus.

Démonstration: D'après la proposition 7, il existe deux entiers strictement
positifs i et j tels que Xi= Yj.

Considérons {XY)\ Xi+i = XiXj= YjXJ=(XY)j. Comme Xest un code, Xi+j

et (XY)j le sont ainsi que XY.

Soient x1,x2eATet yuy2e Y tels que x1y1=x2y2- Alors

Comme X est un code, y{ eX1 et y2y{~1 e JC9 xx = x2 et y1 =y2. D'où n (X, Y).

De façon similaire, on démontre n(Y, X). •

LEMME 10 ; Soit X un code. C(X) = { Y/Y est un code et XY= YX} est un
semi-groupe commutatif stable.

Remarques: Par la proposition 7, Ton a:

1. C(X)=:{Y/3iJ^l tels que JP=P*}.

En effet, il est inutile de préciser que F est un code car X l'est ainsi que
X, Yj et par conséquent Y.

2. C(X) = C(Y) pour tout YeC(X).

vol. 23, n° 4, 1989



4 3 4 B. RATOANDROMANANA

Démonstration: (1) C(X) est un semi-groupe commutatif.
Soient 7, ZeC(X). D'après la remarque 2, l'on a C(X) = C(Y) d'où

ZeC(7) et ZY= YZ. Ainsi YZ est un code (corollaire 9).

par conséquent YZ G C (X).
(2) C (X) est stable.
Soient 7, Z, ZT, T7eC(X). Par la remarque 2, l'on a

Remarquons que E $ T.
En effet, supposons que eeT, alors ZÇ\ZT^0 et 7 O ^ 7 ^ 0 . Comme

Z, ZT, 7, T7eC(X), Z = ZT et 7 = T 7 d'après le lemme 3. Supposons que
T— { £ } ̂  0 , d'où il existe t G T - { s } tel que

zxt = z2 avec z1,z2eZ,

ty2=yi> avec ^ j 2 e 7 .

Par conséquent, on a une double décomposition de zx ty2 dans ZY qui est
en contradiction avec le point (2) du corollaire 9. D'où T~{e} qui n'est pas
un sous-ensemble du semi-groupe. Comme YZ est un code, il existe deux
entiers z, j ^ 1 tels que {YZ)1 a V (corollaire 6).

Puisque TJ(j}> 1) code implique Tcode, il suffit de montrer que (7Z)l'=TJ*.
Nous pouvons supposer i}zj sans nuire à la généralité de la démontration.
En effet, si i <j, il suffit de prendre le plus petit entier multiple de i supérieur
ou égal à j . Il est facile de montrer par récurrence que
(7Z) iP-(7Z) I-^(7Z7)J*. Ainsi (YZfV est un code car YZ et 7ZT le sont
par le corollaire 9 et la remarque 2, d'où (YZy~j(YZT)j est un code par le
corollaire 9. Considérons t1...tJeV avec tkeT (l^fc^j). Soit ue(YZ)\
alors utx. . . tju2 G (YZJ V (YZj Tj.

Comme tt. . . tjueV(YZ)1 = (YZ)1 T\ il existe w1e(7Z)i et u2eTj tels que
*!. . .tjU = u1 u2. Alors, comme (YZ)1 <= TJ, le mot ut1. . . tjU2 a deux factori-
sations par les éléments de (7Z)* T. En effet, ut1. . . tje(YZ)i T\ u2e(YZ)i V
et

MM1e(7Z)i(7Z)i

Comme ( YZ)1 Tj est un code alors l'on a

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



CODES ET MOTIFS 435

D'où l'égalité

{Yzj=v. m

En considérant les codes singuliers, nous établissons :

LEMME 11 : Soit i>0. Les conditions suivantes sont équivalentes:
(1) X est un code singulier
(2) X' est un code singulier.
Démonstration: Comme X code est équivalent à X1 code, pour tout i>0,

et que le produit de deux langages singuliers est singulier [10], le problème se
ramène à X1 singulier => X singulier.

Si i= l , le problème est résolu. Supposons i^2. Soit x = xx. . ,xt un mot
singulier de X1 où xk e X pour 1 ̂  k g L

Nous allons montrer que xteg(X).
Supposons le contraire. Deux cas sont possibles :
1. Il existe ueA+ tel que xfweX
Alors xueX1, contraire au fait que xeg(X).
2. Il existe vsXy ueA+ tel que x( = vu.
Ainsi xx. . .xi^1v, xx. . ,xi_lvueX!, ce qui contredit l'hypothèse sur x.
D'où xt 6 g (X) et X est singulier. •

COROLLAIRE 12 : Soient X et Y des codes tels que XY=YX. Si X est
singulier alors Y est singulier.

LEMME 13 : Soient X, Y, Z des langages non vides tels que XY—ZY, n(X, Y)
etn(Z,Y). Alors X=Z.

Démonstration: La démonstration se fait par récurrence sur les longueurs
des mots de X et de Z.

Il est facile de vérifier que Xmin = Zmin.
Supposons que Xm = Zm avec m<n.
Soient xeXn tel que |x | = n et yoeYmïXi, xyoeXY=ZY. Il existe z e Z e t

yx e Y tels que xyo = zyx.
Deux cas sont à considérer :
1. Jz| = |x | d'où xeZn.
2. | z | < | x |. D'après l'hypothèse de récurrence, zeX. Comme n (X, Y), alors

x=z, contraire au fait que | z | < | x |.
D'où xeZ„.
De la même façon Zn c X„. •
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PROPOSITION 14: Soient L un code singulier, C(L) = {Y/Y est un code
commutant avec L }. Alors C = C (L) \J { E } est un monoïde libre.

Démonstration: Par le lemme 10, C(L) \J {e} est un monoïde. D'après [5],
si on prend comme homomorphisme de C sur N, l'application X->l(X), il
suffit de montrer que C est équidivisible.

Soient X, Y, Z, Te C tels que XY=ZT.

Si Z (X) = / (Z) alors la conclusion est vraie. En effet, dans ce cas,

(*) XY=ZT implique Xmin = Zmin, Ymin = Tmin.

Par la remarque 2, nous avons Te C (Y) et ZeC(X). Par (*) et par le lemme
3, on a I = Z e t Y=T.

Supposons l(X)>l(Z). On peut remarquer que l(Y)<l(T). Comme Z est
un code singulier (corollaire 12), soit zeg(Z). Considérons le langage U
défini par

U={ueA+/zueX}.

Nous montrons que UeC et que X=ZU, UY=T. D'où la conclusion.

1. T=UY et U^0.

- Par construction zU czXet zUY a XY= CD. Comme zeg(Z), UY c T.

- Soit teT, zteZT=XY. Il existe xeX, yeY tels que zt = xy. On a 3
possibilités:

• | x | = | z |. Alors XC\Z^0. Comme X et Z sont des codes qui commutent
(remarque 2) et par le lemme 3 on a X-Z. Par conséquent /(X) = /(Z),
contraire à l'hypothèse.

• |x |< |z | . Considérons xyoeXY=ZT avec yoeYmin. Il existe zxeZ et
tteT tels que xyo^z1t1 avec [ z j ^ x l car /(Y)</(Z). Comme zl est un
préfixe propre de x et x est un préfixe propre de z, alors zxeZ est préfixe
propre de z. D'où la contradiction z$g(Z).

• | x | > | z | i. e. x = zu et t = uy avec ueU, par conséquent t e UY.

2. n(U,Y).

Soient uu u2eU et y1y2eY tels que u1 yx = M2^2. D'OÙ zut yx = zu2 y2* X et
Y étant des codes et YeC(X) (remarque 2), alors n(X, Y) (corollaire 9).

Comme zuu zu2eX, zux=zu2 et n{U, Y).

3. n(ZU,Y).

Soit zxuu z2u2eZU et yl9 y2eY tels que z1u1y1~z2u2y2. Comme n(Y,Z)
et UY=T, alors zx=z2 et u1y1=u2y2. Ainsi 7t(ZC/,Y) car n(U9 Y) (par 2.).
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4. X=ZUeC.
Par hypothèse et par 1., ZUY=ZT=XY avec n(ZU,Y). Comme X, Y

sont des codes et YeC(X) (remarque 2) alors n(X, Y) (par 3). D'où
X=ZUeC (lemme 13).

5. UeC.
Car C est stable (lemme 10) et Z, ZU, Y e C et (par 1) UY = Te C.
D'où il existe Ue C tel que X=ZU et £77= T. •
Comme « deux éléments d'un monoïde libre commutent si et seulement si

ils sont puissances d'un même élément » [4], on peut déduire de la proposition
14:

COROLLAIRE 15 : Deux codes singuliers qui commutent admettent un motif
commun.

COROLLAIRE 16 : Tout code singulier admet un motif unique.

Démonstration: Considérons un code singulier X admettant deux motifs Y
et Z. D'après la proposition 7, Y et Z commutent. Donc Y et Z admettent
un motif commun (corollaire 15). Comme Y et Z sont primitifs, Y=Z. •

Si on veut étendre ce résultat aux codes, il nous semble que l'on puisse
conjecturer:

CONJECTURE 1 : Deux codes qui commutent admettent un motif commun.
Cette conjecture peut être obtenue à partir de la suivante :
CONJECTURE 2 : Un code admet un motif unique.
En effet, considérons deux codes X et Y qui commutent. Il existe deux

entiers i, y'^ 1 tels que Xi= Yj (proposition 7). Soient Z un motif de X et T
un motif de 7, Le. il existe deux entiers h, k^l tels que X=Zh et 7=7*.
Ainsi Xt~Zhi=Tkj=Yj. Comme X1 admet un motif unique (conjecture 2),
Z = T et X et 7 admettent un motif commun.

IV. EXTENSIONS

Dans ce paragraphe, nous essaierons de donner une caractérisation de tout
langage non vide qui commute avec un code.

Montrons d'abord:

LEMME 17 : Soient X un code, i un entier positif L un langage non vide tels
que XiL = LXi. Alors Xi(L\X*) = (L\X*)Xi.

Démonstration: La conclusion est vraie si i = 0.
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Supposons Ï > 0 . Posons L1=LP\X* et L2 = L\X* i.e. L = Lt \JL2. Par
conséquent, JC L = JC Lx U X} L2 = L t JC U £ 2 ^

Montrons que X* L2 O ̂ i X1 = 0 .
Supposons le contraire, i.e. qu'il existe x e X e t l 2 e L 2 tels que xl2eL1X

i,
d'où l'existence de l^eL^ et x1eJï l tels que x/2 = fiX1.

Comme i ^ I * donc xl2eXiX*, deux cas sont à envisager:
1. xl2 = xy avec y e X*. D'où Z2 =j> e X*, contraire au fait que L2 O X* = 0 .
2. xl2 = uv avec u^x, ue l* et ue l* . Considérons le mot /2x.
D'après le lemme 2, il existe deux entiers positifs r et k tels que

et

Par conséquent

= (uv)kxxx. . .

avec w, x e ^ et w#x, contraire au fait que X est un code. D'où
XiLznL1X

i = 0 le. XiL2czL2X
i.

On peut obtenir L2 ̂  c X L2 par passage aux images miroir. •

LEMME 18 : Soient X un code, L un langage non vide inclus dans X*, j un
entier strictement positif et I={i G N/X H L # 0 } ,

4/ors UÛ^WL implique L^X1,
Démonstration: Par définition de ƒ, il est clair que LczX1. Montrons

l'inclusion inverse U e. pour tout iel, X} cz L.
Si i — 0, alors e G L,
Soient iel^{0} et fe le plus petit entier multiple de j supérieur ou égal à

l

Alors X^L^LX* avec X* 0 ^ 7 * 0 , D*où, comme X* est un code et par le
lemme 2> X*-JP <=X,

2. Jfe#i.
Soit x e l Alors ! x H i c ,X*. Comme ^ H L # 0 , considérons
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Soit xxeX, x1x
k~ileXkL^LXk, d'où il existe l2eL et x2eXk tels que

^ X 1 ==: (2 X2.

Comme / 2 e L c I * alors l'on a

D'autre part, nous avons

(**) x^x^leX* et xul2eX*.

Alors, comme X est un code, (*) et (**) impliquent xx = l2eL. Par
conséquent, X c L.

Ainsi X1 <= L, d'où l'égalité. •

LEMME 19 : Soient X un code et j un entier strictement positif vérifiant la
propriété (P) :

Pour tout langage non vide L, LXj=XjL implique L f i l * # 0 .
Alors pour tout langage non vide L, Xj L = LXJ implique l'existence de ƒ c; N

Démonstration: Soit L un langage non vide tel que XJL = LXj. Si L c X*
alors on conclut par le lemme 18.

Supposons, par l'absurde L \X*=^L 1 #0 . Par le lemme 17, XjL^LXJ

implique LxX
j = Xj L x, Comme X vérifie la propriété (P) alors

X* H (L\X*)=X* H Lt # 0 , ce qui est absurde. •

Considérons maintenant les codes dont les éléments minimaux (au point
de vue longueur) forment un code circulaire.

LEMME 20 : Soient X un code, j un entier strictement positif et L un langage
non vide tels que Xmin est circulaire et X* L — LXK Alors L O X* # 0 ,

Démonstration: Si eeL, le problème est résolu, sinon XjL^LX* implique
^îmin ^min ̂  Anin ^ i i in V- ^ ] '

Comme Xj
min et Lmin sont uniformes, donc des codes, par la proposition 7

il existe deux entiers ra s ̂  1 tels que

Soient k et i deux entiers positifs et premiers entre eux tels jr~kt et s — it
avec t entier positif.

Par (*), l'on a alors (^min)' = (LLn)
f.

Par cette équation et par corollaire 8, on a ̂ i n = Z4in.
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Deux cas sont à envisager :

1. î = l .

Alors LC\J& Ï0.

2. Î>1 .

Alors on a k> 1 sinon il y a contradiction entre ^ i n = Z4in et le fait que
Xmin est circulaire donc primitif.

Soit x0eXmin, xk
0GX?miti = L\oln. Il existe ll9 . . .JteLmin tels que

a. Il existe un entier t>0 tel que /x = XQ, par conséquent L

b. Il existe teN, ueA+, VGA+ tels que xo — uv et /1=xf
0M.

D ' o ù vxk
0~

 lu = l2...lthe Vm,n = X*min.

Comme Xmin est circulaire, w = e ce qui est contraire à l'hypothèse.

D'où L O C * ^ 0 . •

Comme tout code tel que l'ensemble des mots minimaux forme un code

circulaire, vérifie les hypothèses du lemme 19, nous pouvons énoncer:

PROPOSITION 21 : Soient X un code, j un entier strictement positif et L un

langage non vide tels que Xmin soit circulaire et XjL^LXK

Alors X est un motif de L L e. il existe î a H tel que L = Xl avec X primitif

D'où:

COROLLAIRE 22 : Un langage circulaire est motif de tout code qui commute
avec lui.

Terminons par l'étude des codes préfixes.

LEMME 23 : Soient X un code et L un langage non vide tels que XL — LX et
K (X, L). Alors on a n (L, X).

Démonstration: Comme %(X,L\ le produit (XL)n est non ambigu Vnef̂ J.

Montrons que VneN, le produit (LX)n est non ambigu. Pour cela introdui-
sons deux nouveaux ensembles :

En = {(lx)/xeXJeLet\lx\ = n}.

Il existe une bijection entre En et Dn. Comme le produit {XL\ est non
ambigu, Dn est en bijection avec (XL)n = (LX)n. D'où card((LX)n) = card(£n).
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Considérons l'application ƒ:

Il est évident que/est surjective, d'après la définition de En. Comme (LX)n

et En ont le même cardinal, ƒ est injective et par conséquent bijective.
Ainsi le produit (LX)n est non ambigu, d'où le résultat. •

LEMME 24 : Soient X un code préfixe, L un langage quelconque et k un
entier tels que XL^LXet l(X) = kl(L).

Alors il existe un code préfixe Y tel que X~ Yk.
Démonstration'. Il est facile de démontrer par récurrence que pour tout n,

XLn = LnX. Comme Xmin = Lk
min alors XC\Lk^0.

Ainsi X <= Lk par le lemme 3.
Pour tout x = /1. . AkeXaLk avec lteL pour tout ie[l,/c], on peut établir

les propriétés suivantes :

1. li+x. ..lk?Q€Xsi loeLmin et îe[0,*].
Soit « = / i + 1 . . Akl%eLk-iX=XLk-1 le. u = wy avec xeX et .yeL*"1.

Comme /oeLmin et que yeLk~\ \y | ^ | / Q " ; | d'où li + i.. . lklo = wv et vl%~l—y.

Comme lY. . . l{ w e Ü X= U X alors

Par cette équation, comme xeX et que X est préfixe, l'on a IQEL1V. Par
conséquent, comme /oeLm i n , v~e et lî+x. . .lkl

l
0 = weX.

2. La décomposition d'un mot de X dans Lk est unique

Supposons qu'il existe un mot x de X qui admet une double décomposition
dans Lk, L e.

avec lx. . .li^yi- • .yt et ipy^eL pour

D'après 1. /l

D'où

D'où on n'a pas n(L\ X) qui est en contradiction avec le lemme 23 car si X
est préfixe, il est évident que l'on a n (X, U).
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3. Polx.. ./*_,€*avec /oeLminet *e[G,*].
La démonstration se fait par récurrence sur i
Si Ï = 0 alors lx. . JkeXpar définition.
Supposons îVfc et ll^xlx, . . / M + 1 « « e Z Ainsi /0«eLX=XL i.e. qu'il

existe >>e Y et ZGL tels que lou?=yz. Comme |/ó|:gmin(X) alors y-loV avec
sinon î«=& car Xest préfixe {lh

oeX).

D'où %v**ttr*%v = %-iyeLh-iX**XVt-i. Comme X est préfixe,

Par hypothèse, ( / ^ ^ ^ ( / ^ ^ . . ^ j l ^ ^ ^ i i e l c M Le premier
terme à gauche et celui du centre donnent deux décompositions de u dans
L*. Comme la décomposition d'un mot de X dans Lk est unique (voir 2) et
comme z, lk„t+xeL alors z = /fc_i+J.

Par conséquent, ZQ 'I • • • h - i = 'o v—y e X.
4. X= Y\

Soit /oeLmin. Définissons y=(f t - l ) - 4 X
a. Y est préfixe.
Comme /£ -1 est préfixe propre d'un élément de X, Y est préfixe [2],
è. Yg:L.
Soit y* Y. A l o r s / ^ ^ e X
Considérons lol%~1 ysLX—XL. Comme X est préfixe et que l%çA alors

yeL.
c. YX^XY.

Soit yeY et x€X Comme YcrL (par le point Z?), yx.eLX=XL i.e.
^x = Xj/ avec X j 6 l et ZeL. Considérons le mot 1%~Xyx = l%~xxxl avec
lkf1yeX. Comme xx eX, d'après le point 2, Xj se décompose de façon unique
dans Lk L e. xx ~ux. . . uk avec M,eL pour ie[\, k].

D'après le point 3, l%~x ux eX et comme X est préfixe

lko~xy-lko~1ux et X = M2. . .ukl.

D'après le point 2, UkfxeX et le point 3 nous permet d'avoir Zo'^eX
d'où le Y.

d. YX=XYetX=Y\

Comme F et X sont des codes, alors X et Y commutent par la proposition
7.

Par le lemme 3 et comme X et Y* sont des codes qui commutent et
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LEMME 25 ; Soient X un code préfixe primitif, i un entier strictement positif
h un langage non vide tels que

Alors LDX*¥>
Démonstration :

- s e t . Alors 0
— s£L. Il est facile de vérifier que X^^L^^Lmin^L^ p&r *a proposition

7, comme Lmin et ^ i n sont des codes, il existe deux entiers a, ($>Q tels que

D'après le lemme précédent, il existe un code Y tel que X****Tft, Par la
proposition 7, Xst Y commutent Par le corollaire 15 (Xet Y sont des codes
préfixes), X et Y admettent un motif commun. Comme X est primitif alors
X est le motif de Y le, il existe un entier positif h tel que F=s-X*. Alors
X*** rP«X*P d'où ia^fcp ?. e, P divise ai.

De plus par (•), l'on a ^ - ^ i n - ( ^ i n ) p .
Cette équation implique, comme Xmin et Lmin sont des codes et par le

corollaire 89

D'où L n ^ * # 0 . •
Comme tout code préfixe admet un motif unique (corollaire 15), nous

pouvons déduire des lemmes 24 et 25 et du corollaire 15;

PROPOSITION 26 ; Soit L un langage non vide commutant avec un code préfixe
X Alors X et L admettent un motif commun i. e, il existe un code primitif Y,
un entier positif] et I czN tels que X— YJ et L ̂  Y1.

Reste ouvert le cas où X est un code quelconque. II semble que :

CONJECTURE 3 : Tout langage non vide commutant avec un code admet un
motif commun avec ce dernier.
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