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UNE RÉPONSE NÉGATIVE À LA CONJECTURE
DE E. TRONCI POUR LES SYSTÈMES NUMÉRIQUES TYPÉS

par Karim NOUR

Communiqué par R, CORT

Résumé. — Un système numérique est une suite de X-termes normaux clos distincts pour laquelle
il existe des X-termes clos pour les fonctions successeur et test à zéro. Un système numérique est
dit adéquat ssi il existe un X-terme clos pour la fonction prédécesseur. Un opérateur de mise en
mémoire pour un système numérique est un X-terme clos qui simule "l'appel-par-valeur" dans le
cadre de "l'appel-par-nom". E. Tronci a conjecturé le résultat suivant : un système numérique est
adéquat s'il possède un opérateur de mise en mémoire. Nous donnons, dans cet article, une réponse
négative à la conjecture de E. Tronci mais uniquement pour les systèmes numériques typable dans
le système T. La conjecture de E. Tronci reste sans solution en X-calcul pur.

Mots clés : Système numérique ; X-calcul ; Successeur ; Test à zéro ; Prédécesseur ; Opérateur
de mise en mémoire ; Système numérique adéquat ; Appel-par-valeur ; Appel-par-nom ; Système T.

Abstract. ~ A numéral System is a séquence of an infinité différent closed normal X-terms which
has closed X-terms for successor and zero test. A numéral System is said adequate iffit has a closed
X-term for predecessor. A storage operator for a numéral System is a closed X-term which simulate
"call-by-value" in the context of a "call-by-name" strategy. E. Tronci conjectured the following
resuit : a numéral System is adequate if it has a storage operator. This paper gives a négative
answer to this conjecture for the numéral Systems typable in the J.-Y. Girard type System T. The
E. Tronci's conjecture remains open in pure X-calculus.

1. INTRODUCTION

Un système numérique est une suite de A-termes normaux clos distincts
d = do, di, •*•! dm ... pour laquelle il existe des À-termes clos S^ et Z^ pour
les fonctions successeur et test à zéro. Un système numérique est dit adéquat
ssi il existe un À-terme clos Pd pour la fonction prédécesseur. H. Barendregt
a démontré dans [1] qu'un système numérique est adéquat ssi toutes les
fonctions récursives totales sont représentables dans le système.

La différence entre notre définition d'un système numérique et celle
proposée par H. Barendregt (voir [1]) est le fait d'imposer aux À-termes
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540 K. NOUR

di d'être normaux et distinctes. En effet ces conditions permettent, pour des
stratégies de réduction gagnantes, de trouver la valeur exacte d'une fonction
numérique totale calculée sur des entiers.

Une des stratégies de réduction gagnantes est la réduction gauche (itération
de la réduction de tête notée >-). Mais pour cette stratégie l'argument d'une
fonction est calulé le nombre de fois où la fonction l'utilise. Les opérateurs
de mise en mémoire ont été introduits par J.-L. Krivine pour remédier à
ce défaut.

Un A-terme clos O(i est dit opérateur de mise en mémoire pour un système
numérique d ssi pour tout n G N, il existe un A-terme clos rn ~^ dn tel que
pour tout 9n ~p dn, (O.d 0n ƒ) >- (ƒ rn) (où ƒ est une nouvelle variable).

Nous allons justifier cette définition. Soit F un A-terme (pour une
fonction), et 0n un A-terme /3-équivalent à dn. Durant la réduction gauche
de (F 9n), 0n sera réduit chaque fois qu'il arrive en tête. Au lieu de réduire
(F 9n), effectuons la réduction de tête de (Od ôn F). La réduction de
(Od On F) = {(Od 0n f)}[F/f] commence par amener (Od 0n ƒ) à sa
forme normale de tête qui est (ƒ r n ) , et puis réduire (F rn). Dans la
réduction de (Od 0n F), 0n est calculé le premier, et le résultat est donné
à F comme argument. Oc\ a donc mis en mémoire le résultat rra, avant de
le donner à la fonction F. Donc la réduction de tête (Od 0n F) y (F rn)
dépend seulement de 9n et pas de F.

J.-L. Krivine a démontré dans [4] que, dans le système de typage T de
J.-Y. Girard, le type N*—> —>—«TV convient pour les opérateurs de mise en
mémoire pour le système numérique de Church : où N est le type des entiers
de Church, et l'opération * est la simple traduction de Gödel qui associe
à chaque formule F la formule F* obtenue en remplaçant dans F chaque
variable de type par sa négation.

Nous démontrons dans ce papier que chaque système numérique adéquat
possède un opérateur de mise en mémoire. E. Tronci a conjecturé qu'un
système numérique est adéquat s'il possède un opérateur de mise en mémoire.

Nous donnons, ensuite, une réponse négative à la conjecture de E. Tronci
mais uniquement pour les systèmes numériques typable dans le système T,
Nous construisons donc un type clos F, une suite de A-termes normaux clos
distincts e = eo, ei,..., en,..., et des A-termes clos S€, Ze, et Oe tels que :

- Si t est un A-terme normal clos, alors \-jr t : E ssi t — a où i G N.
- \-jr Se : E —» E et (Se en) c±p en+i pour tout n G N.
- hjr Ze : E —> B (B est le type des Booléens du système J7),

(Ze eo) — p XxXyx et (Ze en+i) ~p XxXyy pour tout n G N.
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UNE RÉPONSE NÉGATIVE À LA CONJECTURE DE E. TRONCI 541

- ^~T Oe : J5*—> -I-1.E, et, pour tout n E N, il existe un A-terme clos
rn ~p en tel que pour tout 9n ~p en, (Od 0n ƒ) y (ƒ rn).

- Il n'existe pas un À-terme clos Pe tel que \-j= Pe : E —> E et
(Pe en+i) - £ en pour tout n G N.

La conjecture de E. Tronci reste sans solution en À-calcul pun

2. NOTATIONS ET DÉFINITIONS

2.1. Le À-calcul pur

NOTATIONS :

1) La p-équivalence est notée u ~p v.
2) Si u et v sont deux À-termes, alors on note < u^v > le À-terme

Xx(x u v).
3) On note T (pour True) le À-terme XxXyx et F (pour False) le À-terme

XxXyy.
4) Pour tous A-termes w, t?, on définit (wn u) par induction : (vP v) = i?

et (u n + 1 -Ü) = (w (un v)). Pour chaque entier n, on définit rentier
de Church n = XxXf(fn x).

5) La notation <r(£) représent le résultat d'une substitution simultanée a
sur les variables libres de t après un rénommage de ses variables liées.

6) On note O = (U U) où U = XxXf(f (x x ƒ)). Le À-terme 0 est
appelé le point fixe de Turing.

DÉFINITIONS : Un À-terme t soit il possède un redex de tête [i.e.
t — \x\...\xn{\xu v vi...vm)i le redex de tête est (Xxu v)], soit il est
informe normale de tête [i.e. t = Xx\..,Xxn{x vi...vm)]. La notation u y v
signifie que v est obtenue à partir de u après quelques pas de réductions de
tête. Un À-terme est dit résoluble si sa réduction de tête termine.

Les résultats suivants sont bien connus (voir [3] et [4]).

THÉORÈME 1 :

1) Si t est j3-équivalent à une forme normale de tête, alors t est résoluble.
2) Si u y v, alors, pour toute substitution a, a(u) >- a(v).
3) Si u y v, alors, pour toute suite u?i, ...,wn, il existe un À-terme w tel

que (u wi...wn) y w et (v wi...wn) y w.

DÉFINITION : On définit sur les À-termes une relation d'équivalence ~ par :
u ~ v ssi il existe un À-terme t, tel que u y t, et v y t.
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542 K. NOUR

Donc, si t est résoluble, alors u ~ t ssi u est résoluble, et possède la
même forme normale de tête que t. Si u est une forme normale de tête, alors
t ~ u signifie que u est la forme normale de tête de t.

D'après le théorème 1, on obtient les résultats suivants (voir [4]).

THÉORÈME 2 :

1) Si u ~ v, alors, pour toute substitution a, a(u) ~ &(v)>
2) Siu ~ v, alors, pour toute suite wi) ...,iun, {uw\,..wn) ~ (v wi...wn).

2.2. Le système T

DÉFINITION : Les types du système T sont construits à partir des variables
de type X, Y, Z,... et une constante _L (pour l'absurde) en utilisant les
opérations suivantes :

- Si U et V sont des types, alors U -> V est un type.

- Si V est un type, et X est une variable de type, alors yXV est un type.

On définit d'une manière usuelle les variables libres et les variables liées
d'un type.

DÉFINITION : Soient t un À-terme, A un type, et F = x\ : A\, ...,a;n : An

un contexte. On définit par les règles suivantes la notion "t est de type A
dans F" ; cette notion est notée F Vj= t : A.

(1) YV-Tx%\ At (l<i<n)

T,x: A\~ft: B
(2)

(3)

F h T Xxt : A -> B

T\-?u\A->B F h -̂ y : A

r hT (u v) :

(4) ^ ? " "

: VXA

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



UNE RÉPONSE NÉGATIVE À LA CONJECTURE DE E. TRONCI 543

Avec les conditions suivantes :

(*) X n'est pas libre dans F.

(**) G est un type.

Le système T possède les propriétés suivantes (voir [2] et [3]).

THÉORÈME 3 :

1) Un type est préservé durant une ^-réduction.
2) Un X-terme typable est fortement normalisable.

Le type Fl -* {F2 ^ (... -> (Fn - G)...)) est noté FuF2,...,Fn — G
et le type F -̂ _L est noté -iF.

Les lemmes 1 et 2 seront très utiles pour nos démonstrations. Le lemme
1 (resp. le lemme 2) a été démontré dans [5] (resp. dans [2] et [3]).

LEMME 1 :

1) Soit X une variable de type. Si F \-jr t : X, alors t ne commence
pas par X.

2) Si F \-jr Xxt : A -> B, alors T,x : A \-jr t : B.
3) Si Y,x : A —> B hjr (x ui...Un) : C, a/ors F,x : A —* B \-jr u\ : A.
4) Sz r , x : i4i,..., Am —> X \-jr (x u\...un) : C, alors X est libre dans

C.

LEMME 2 : Si x\ : Ai, ...,a;n : An 1-JF t : A, alors, pour toute variable X
et tout type G, x\ : A^G/X], ...,xn • An[G/X] VT t : A[G/X].

Dans le système T on a la possibilité de définir les types de données. Soit
B - VX{X, X -> X} (te O^e das Booléens) et iV = VX{X, (X -> X) ->
X} (te type des entiers). On a les résultats suivants (voir [2] et [3]).

THÉORÈME 4 : Soit t un X-terme normal clos.

1) \-jr t : B ssi t = T ou t = F.
2) h;r t : iV 55i i/ existe n G N te/ ^we t = n.

DÉFINITION : On note encore T le système logique sousjacent au système
de typage T, et on écrit F hjr A si A est démontrable à partir des formules
de F en utilisant les règles du système logique T.

Il est claire que : Ai,...,An \-j A ssi il existe un A-terme t tel que
x\ : Ai, ...,xn '• An \-j: t : A. Ce résultat est connu sous le nom de « la
corresponce du Curry-Howard ».
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544 K. NOUR

2.3. Le système Te et la traduction de Gödel

DÉFINITION : On ajoute au système logique T la règle :

F h -riA
( 0 )
(0) r ï 4

Cette règle axiomatise la logique classique au dessus de la logique
intuitionniste.

On note Te ce nouveau système et on écrit F h?c A si A est démontrable
à partir des formules de F dans le système TQ. On a le résultat suivant
(voir [2]).

THÉORÈME 5 : Le système Te est non contradictoire {i.e. \/jrc VXX).

DÉFINITION : Pour chaque formule A de Te, on définit la formule A* par :
- Si A =_]_,. alors A*= A ;
- Si A = X, alors A*= ^X ;
- Si A = B -> C, alors A*- £*-> C* ;
- Si A = VXB, alors A*= VXB*.
A* est appelée /a traduction de Godel de A.
On a le résultat suivant (voir [3]).

THÉORÈME 6 : Si VTc A, alors h^ A*.

3. LES SYSTÈMES NUMÉRIQUES

3.1. Les systèmes numériques en À-calcul pur

DÉFINITION : Un système numérique est une suite de À-termes normaux
clos distincts d = do,^i,--,rf„,.... pour laquelle il existe des À-termes clos
Sci et Zd tels que :

(Sd dn) ~p dn+\ pour tout n G N

et

(Zd do) —/? T

(Zd dn+i) —^ -F P o u r tout n G N

Les À-termes S^ et Zd sont appelés successeur et test à zero pour d.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



UNE RÉPONSE NÉGATIVE À LA CONJECTURE DE E. TRONCI 545

Chaque système numérique peut être considérer comme un codage des
entiers en À-calcul et donc on peut représenter les fonctions numériques
totales de la manière suivante.

DÉFINITION : Une fonction numérique totale <j> : N p —• N is dite À-
définissable dans le système numérique d ssi il existe un À-terme F$ tel que
pour tout n i , . . . ,n p E N

DÉFINITION : Un système numérique d is dit adéquat ssi il existe un
À-terme clos Pci tel que

(Pd d ra+i) ~/j dn pour tout n E N.

Le À-terme Pd est appelé prédécesseur pour <L

THÉORÈME 7 : Un système numérique d est adéquat ssi toutes les fonctions
numériques récursives totales sont À-définissables dans d.

EXEMPLES :

1) Un exemple simple d'un système numérique adéquat est le système
numérique de Church n = 0 , 1 , . -- ,n, II est facile de vérifier que :

5 = XnXxXf(f (n ƒ x))r

Z_ = Xn(n T XxF),

P - Xn(n U (0,0) T) où U - Xx((S (x T)), (x F)).

sont des À-termes pour le successeur, le test à zéro, et le prédécesseur
pour n.

2) Nous avons donné dans [6] un exemple d'un système numérique non
adéquat. •

DÉFINITION : Soient d un système numérique et O^ un À-terme clos. On
dit que Od est un opérateur de mise en mémoire pour d ssi pour tout
n E N, il existe un À-terme clos rn ~p dn, tel que, pour tout 9n ~@ dn,
{Od ônf) y (ƒ rn) où ƒ est une nouvelle variable.

EXEMPLE : Soit O]\r = XnXf(n ƒ J 0) où J = XxXy(x (5 y)). Il est facile
de vérifier que pour tout 6n ~p n, (ON 9n ƒ) >- (ƒ ($Ln 0)). Donc O ^ est
un opérateur de mise en mémoire pour n. D

vol. 31, n° 6, 1997
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REMARQUE : J.-L. Krivine autorise, dans sa définition des opérateurs de
mise en mémoire, le À-terme rn de contenir des variables libres qui peuvent
être remplacées par des À-termes qui ne dépendent que de 6n. Avec cette
définition on garde aussi tous les résultats de ce papier. D

THÉORÈME 8 : Chaque système numérique adéquat possède un opérateur
de mise en mémoire.

Preuve: Soit d un système numérique adéquat.
Soit Od = (GHd) où Hd = XhXnXf((Zdn)(fd0)(h(Pdn)Xx(f(Sdx)))).
Démontrons (par récurrence sur i) que, pour tout i G N e t pour tout

Oi ~g ck, (Od Oi ƒ) ~ (ƒ {Si do)).
• Pour i = 0,

(od e0 ƒ) ~ (Hd (e Hd) e0 ƒ)
o0) (ƒ do)((e Hd) (pd e0) xx(f (sd

Comme (Zd d0) ~p T, alors (Zd 6Q) y T, et, d'après le théorème 1,
(Od 0o ƒ) ~ (ƒ d0).
Supposons le résultat vrai pour i, et prouvons le pour i + 1.

(Od9i+1f) ~ (Hd(eHd)9i+lf)
Hd)(pdei+1))Xx(f(sdX))))

Comme (Zd dt+i) ~p F, alors (Zd 0l+\) y F, et, d'après le théorème
1, (Od 0i+1 ƒ) ~ (Od (Pd 0i+i) Xx(f (Sd x))). Mais (Pd 6i+1) ~p dr,
alors, par hypothèse d'induction, (Od (Pd 9i+i) ƒ) ~ (ƒ (Sd

ldo)), et

(Od (Pd 9l+1) Xx(f (Sd x))) - (Xx(f (Sd x))
- (ƒ (S

D'où, pour tout i e N e t pour tout Oi ~p dl, {Od9%f) y (f(Sd
ldo)). D

E. Tronci a conjecturé le résultat suivant :

CONJECTURE : Un système numérique est adéquat s'il possède un opérateur
de mise en mémoire.

Nous donnons dans ce papier une réponse négative à cette conjecture mais
uniquement pour les systèmes numériques typable dans le système T.
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UNE RÉPONSE NÉGATIVE À LA CONJECTURE DE E. TRONCI 547

3.2. Les systèmes numériques typés

DÉFINITION : Un système numérique typé est une paire V —< D,d > où
D est un type clos du système T, et d = do>di, - , 4 , ••- est une suite de
À-termes normaux clos tels que :

- Si t est un À-terme normal, alors hj- t : D ssi il existe % G N tel
que t — di.

- Il existe des À-termes clos Sd et Zd tels que:

* ^F Sd : D —» D et (5^ <i,7j) ~ ^ d n + i pour tout n G N ;

• h , : Z , : Z? - B e t ( Z „ < * „ ) -

Les À-termes Sci et Z^ sont appelés successeur et tes* à zéro pour P .

DÉFINITION : Un système numérique typé V est dite adéquat ssi il existe
un À-terme clos Pd tel que h ^ P d : D —> D et (P^ d r a + i) ^ du pour tout
n G N . Le À-terme Pf; est appelé prédécesseur pour P .

EXEMPLE : II est facile de vérifier que J\f = < iV,n > est un système
numérique typé. •

DÉFINITIONS :

1) Soient D, £ deux types clos. On dit que D Ç E ssi pour tout À-terme
clos t, si hjF £ : D, alors \-jr t : E.

2) Soit Z> = < £>,d > un système numérique typé tel que D Ç D*.
Soit Orf un À-terme clos. On dit que Od est un opérateur de mise
en mémoire pour V ssi V? Od '- -D*—> ->-•£>, et pour tout n G N ,
il existe un À-terme clos Tft — p dn et hj- r n : D tel que, pour tout
0n ~f3 dn, (Od 6nf) y (ƒ rn) où ƒ est une nouvelle variable.

EXEMPLE : On peut vérifier que JV C N* et h ^ ON • N*^ ^N. Donc
est un opérateur de mise en mémoire pour J\f. •

4. LE CONTRE EXEMPLE

Soit P = VXVy{((X -^ Y) -> X) -> X} (P est la loi de Pierce) et
Q = p _

LEMME 3 :

1) H^c P .
2) // existe un X-terme clos tp tel que \-p tp : P*.

vol. 31, n° 6, 1997



548 K. NOUR

Preuve:
1) C'est un résultat connu. Faisons la démonstration.

—> ^ A , ^ A —? x j —r JY \ j?c J\ —* ï

. -\r ( y T/"\ V t V
= = ^ ~iyv j ^ A —• 2 J —> yV r j : c yV

=4> -X, (X-*Y)-+X \-rc±

=3- (X - • Y) -> X h^c -.--X

= > ( x -» y ) - • x hjFc x

2) D'après 1) et le théorème 6, on a Ĥ r P*, donc il existe un A-
terme tp tel que \-jr tp : P*. Un exemple d'un tel A-terme est
tp = XxXy(x A,ZAÛ;(2 y) y). En effet :

z:^X,y:X,a:Y\-jr(zy):L

=>• x : ( - X -» - F )

D

LEMME

i) bV
2) ^ £

4 :

Q - » P.

1) Un contexte F est dit bon ssi F est de la forme [a : Q, {xi : (Xz- —>
3̂ ) - * ^Jl^i^n^î / j : Xj}l<j<m] OÙ :

- X/; ̂  Xj (1 < i < j < n) ;
- y2 ̂  ŷ  a < % < j < m) ;
- Xi y£ Yj (1 < i < n) et (1 < j < m).

Il suffît de démontrer que pour tout contexte bon F il n'existe pas de
À-terme u tel que F \-jr u : P . Nous démontrons ceci par induction sur u.
u ne peut pas être une variable. Si u ~ (z u\...um) (m > 1), alors z — a,
et F \-jr u\ : P, Ce qui est impossible par hypothèse d'induction. Donc
u — Xxv, et F, x : (X —> y ) —> X hp v : X où X, Y sont des nouvelles
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UNE RÉPONSE NÉGATIVE À LA CONJECTURE DE E. TRONCI 549

variables différentes, v ne peut pas être ni une variable ni un À-terme qui
commence par A. Donc v — (z vi...vm) (m > 1) et z / Xi,yj. Il reste,
donc, deux cas à voir :

- Si z = a, alors I \ x : (X -> Y) -> X h? v\ : P . Ce qui est
impossible par hypothèse d'induction.

- Si z = x, alors m = 1, et I \ z : (X -* Y) -> X 1-jr Vi : X -> F . vi
ne peut pas être une variable. Donc on a de nouveau deux cas à voir :

- Si vi = (z vi...Vfc) (k > 1), alors z = a, et I \ x : (X -> y ) -*
X h r̂ ^ : P . Ce qui est impossible par hypothèse d'induction.

- Si v\ = Xyw, alors I \ x : (X —» Y) —> X, y : X hjr w : y . w ne
peut pas être ni une variable ni un À-terme qui commence par À.
Donc w — {z w\...wr) (r > 1) et z ^ x:y^Xi^yj. Donc z = a,
et F,x : (X —»- y ) —» X, y : X hjr ^ i : P . Ce qui est impossible
par hypothèse d'induction.

2) Si \-jrc (Q -> P ) , P -> VXX, alors l-^c VXX (puisque hjrc P). Ce
qui contredit le théorème 5. O

LEMME 5 : Soit w un X-terme normal Si a : Q —* P, x : X, ƒ : X —>
X l-^- w : X, a/ors z7 existe w n n G N te/ #we tu = (fn x).

Preuve: Par induction sur w.

Le À-terme w ne peut pas commencer par un À. Si w est une variable,
alors w — x. Donc w = (y wi...wm) (m > 1), et on a deux possibilités
pour la variable y.

- Si y = a, alors a : Q -> P,x : X, ƒ : X - • X h ^ ^ i : Q, et
Q -^ P, X, X —» X hjr Q. Soit (7 une formule close démontrable
dans le système logique T. D'après le lemme 2, on a {Q —>
P,X ,X -> X}[f//X] hjr Q[t//X], donc Q ^ P VT Q (puisque
Î7 et U —> C/ sont démontrables). Ce qui contredit 2) du lemme 4.

- Si y = ƒ, alors m = 1 et a : Q -» P, x : X, ƒ : X -^ X Hjr wi : X.
Par hypothèse d'induction, il existe un n G N tel que w\ = (fn x),
donc w = ( / n + 1 x). D

Soit D = (Q -+ P) ^ N et, pout tout n G N, d7?, = Xan.

LEMME 6 : Soit t un X-terme normal clos. \~j? t : D ssi il existe un n G N
tel que t — dn.
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Preuve: <==) Facile à vérifier.
=>) Comme t est clos, alors t = Xau et a : Q —> P hjr u : N.

u ne peut pas être une variable et si u — (a u\...um) (m > 1), alors
a : Q —• P \-jr u\ : Q, donc Q —> P \-j? Q. Ce qui contredit 2) du lemme
4. Donc u = Xxv, et a : Q —> P, a? : X hjr v : (X —• X) —> X. v ne peut
pas être une variable, donc on a deux cas à voir.

- Si v = (y vi...vm) (m > 1), alors y = a, a : Q —» P,a; :
I hjr V! : Q, et Q -> P ,X hjr Q. Soit 17 une formule close
démontrable dans le système logique T. D'après le lemme 2, on
a {Q -> P,X}[[//X] h^ Q[t//X], donc Q -> P h^ Q. Ce qui
contredit 2) du lemme 4.

- Si v = A/w, alors a : Q -> P,x : X, ƒ : X -> X h^ w : X.
Donc, d'après le lemme 5, il existe un n E N tel que w = (ƒ" x) et
t = dn. D

LEMME 7 : Soit 5^ = XnXa(S_ (n a)).
1) Powr tout n G N, (S^ dn) ^/? d n + i .
2) Powr roM? n G N, (5rf

n d0) -/? dn-

Preuve: Facile à vérifier. D

LEMME 8 : Soit Od = Xn(n Tp cfo S^) ow
TP - Àatp, do = Xf (ƒ do), ̂  5 d - AxAyCx Az(y (5d z))).
Od est un opérateur de mise en mémoire pour le système numérique typé

(Ad).
Preuve: On va démontrer que :

1) D Ç D* et hjr Od : £>*^ -W?.
2) Pour tout 9n ~p dn, (Od dn ƒ) y (ƒ (Sd

n * ) ) .
1) II est facile de vérifier que D Ç D*.
On a :

\-T d0: D =>\-f do : -•-•£>

et

\-TSd:D->D=ïy : -.D,z : D h^ (y (5d z)) :_L

))) :±

De plus, d'après le lemme 3, on a \-jr tp : P*, donc \-f Tp : (Q —>
P)*= P^-^ Q*.
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D'où

n :D* VT (n 2 » : N*

=^n:D* \-T (n 2 » : -.-.£>, (->->D -» -1-..D) - • —£>

= ^ h j - Od : D* -> 1-.D.

2) Soit 0„ ~^ dn.
- Si n = 0, alors Bn y do.
- Si n ^ 0, alors 6n y Xa\xXg(g tn-i), *n-fe ^ (5 *n-fc-i)

(1 < k < n - 1), et to ^ £•
Si n = 0, alors

(Od 0n ƒ) ~ (do ƒ)

~ (ƒ do).

Si n ^ 0, alors

(Od «n ƒ) ~ (Sd tn-^Sd/gJo/x] ƒ)

~ ( t n _ i [ 5 d / f l , * / x ] Xz(f (Sdz))).

On définit deux suites de À-termes (ri)i<i<n :

ri = Az(/ (5d 0))

et Tfc+i = ÀZ(TJU (5d z)) pour tout (1 < k < n — 1)

Démontrons (par récurrence sur k) que, pour tout (1 < k < n), on a :

(Od 0n ƒ) - {tn_k[Sd/gJo/oc} Tk)

- Pour fc = 1, le résultat est vrai.
- Supposons le résultat vrai pour fc, et démontrons le pour k + 1.

(Od 0n ƒ) - (*n_fe[5d/3,do/s] ^ )
rk)

r f c + i ) .

Donc, en particulier, pour fc = n on a :

~ {do rn)

~ (rra do)-
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Démontrons (par récurrence sur k) que, pour tout (1 < k < n), on a :

rfc ~ Xz(f (Sd
k z))

- Pour k — 1, le résultat est vrai.
- Supposons le résultat vrai pour k, et démontrons le pour k + 1.

rfc+1 = Xz(rk (Sd z))

~ Xz(Xz(f (S/ z)) (Sd z))

~ Xz(f (Sd
k+1 z)).

Donc, en particulier, pour k = n on a : rn ~ Xz(f (Sd
n z)).

(od en ƒ) - (Xz(f (sd
n z)) do)

- (ƒ (Sd
n do)).

D'OÙ (o d en ƒ) y (ƒ (5 d
n do)). •

LEMME 9 : Soft OB = An(n A/(f T) A/(/ F)).

2) Powr towf € = T OM F et pour tout 9€ ̂ p e, (OB @e ƒ) y (f e).

Preuve:

1) On a :

\-TT:B =ïhT Xf(f T) : — B

et
^TF:B =>h^r A/(ƒ F) : - ^ B.

Donc

n : B* hjr n : --1-.S, ->^5 -» -i-.B =^hj

2) Si #c r^^ e, alors 0t >~ €, et donc

(OB&e f)~(&e\f(fT)\f(fF) ƒ)

- (c A/(ƒ T) A/(J F) ƒ)

~ (ƒ 6).
D'où {OB 9e ƒ) y (ƒ e). D
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LEMME 10 : Soit t un X-terme normal clos. \-jr t : D —» B ssi t — XaT
ou t — XaF.

Preuve: <=) Facile à vérifier.

=^) Comme t est clos, alors t — Xau et a : D \-jr u : B. u ne peut pas
être une variable, donc on a deux cas à voir.

- Si u = (a u\...um) (m > 1), alors a : D Vjr u\ : Q —> P, donc
j-j- Q —• P (car D est démontrable dans le système logique T). Ce
qui contredit 1) du lemme 4.

- Si u — Xxv, alors a : Drx : X \-jr v : X -* X. v ne peut pas être
une variable, donc on a de nouveau deux cas à voir.
- Si v — (z vi...vm) (m > 1), alors y — a, a : Dyx : X hjr

vi : Q P, et D ,X hjr Q -> P . Soit U une formule close
démontrable dans le système logique T. D'après le lemme 2,
on a {D,X}[U/X] h? {Q -^ P}\U/X], donc hT Q -* P. Ce
qui contredit 1) du lemme 4.

- Si v = Xyw, alors a; : D^x : X,y : X \-jr w : X. w ne
peut pas commencer par un À et si w est une variable, alors
w = x ou w — y, donc t — XaT or t = ÀaF. Il reste
donc le cas où w — (a w\...wm) (m > 1). Dans ce cas on a
a : D,x : X,y : X \-jr Wl : Q -+ p , et D,X VT Q -^ P . Soit U
une formule close démontrable dans le système logique T. D'après
le lemme 2, on a {D,X,X}[U/X] VT {Q -> P}[U/X], donc
1-̂ r Q "^ ^- Ce qui contredit 1) du lemme 4. O

LEMME 11 : Soit t un À-terme normal.
1) Si x : B,D ^ X,y : X h? t : B, alors t = T ou t = F.
2) S/ x : B,D -^ X,y : X \-jr t : D, alors il existe n E N tel que t — dn.

Preuves: Même preuve que celles des lemmes 5 et 6. D

Soit E = \/X{((B,D -> X),X - • X}.
Pour tous À-termes u, t;, on note <C tt,t? ^> le À-terme XxXy{x u v).

LEMME 12 : Soit t un X-terme normal clos, h r̂ t : E ssi (t — F) ou il existe
n € N tel que (t = < 6,dn > aw 6 = T ou F).

Preuve: <==) Facile à vérifier.
= ^ ) Soit t un À-terme normal clos tel que hjr t : E. Alors t — Xxu

et x : B,D —» X Y-jr u : X —> X. u ne peut pas être une variable, donc
on a deux cas à voir.
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- Si u = (x ui...um) (m > 1), alors x : B, D —> X hjr (x u\) : D —>
X. Ce qui est impossible.

- Si n = Ay-u, alors x : B,D —• X, y : X hjr u : X. v ne peut pas
commencer par un A, donc on a de nouveau deux cas à voir.
- Si v est une variable, alors v — y et u — F.
- Si v = (z v\...vm) (m > 1), alors z — x, n — 2, x : B,D —> Xyy :

X \-jr vi : D, et x : B, D -> X, y : X \-jr v2 : B. Donc, d'après
le lemme 11, il existe n G N tel que t —<€i 6, dn ^> où b = T ou
b = F . D

THÉORÈME 9 : 77 existe un système numérique typé non adéaquat qui possède
un opérateur de mise en mémoire.

Preuve: Soit S = < E,e > où :

eo = F

e2n+i = < F, dn > (n > 0)

C2n+2 = < T, rfn > (n > 0)

Le test à zéro

Soit Ze = An(n Aa;AyF T).

Typage de Ze

On a :

donc

n : S r-jr n : (B, D -+ B), B ~> B = > n : E VT (n XxXyF T) : B

= > h ^ Ze : E -> 5 .

Fonctionnement de

Si n = 0, alors :

(Ze en) ~p {F XxXyF T)

Si n ^ 0, alors :

(Ze en+i) ^ (en+i AxAyF T)

^ (XxXyF b dm)
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Le successeur

Soit Se = An((Zen)ei((nTT) < F, (Sd(nFd0)) X T, (nFdo) >)).

Typage de Se

On a :

n : E \-T n : (B, D -> D), D -> L> ==> n : E \-? (n F do) : D

=ï>n:E H J F < T, (n F d0) » : F

n :£ hjr n : [B, D -> D), L> -» D

=>• n : E h^ (5d (n F do)) : D

=^n:E hr< F, (Sd (n F do)) >: E.

Donc
n :E \-jr n : (B, D -> B), B -» B

^ n : Ê h r ( ( n T T ) < F, (5d (n F do)) >
<£T,(nF do) >) : F.

D'où
n : E \-T (Ze n) : B = > n : F hjr (Ze n) : E, E -> F

^hjr Se:E^E.

Fonctionnement de 5e

On a trois cas :

(See0) ~/? (Tei((e0TT) < F, {Sd(e0Fd0)) > < T, (e0Fd0)

—p ei-

[Se <F,dra>)
~/î (F ei ((< F,d„ » TT) « F , (Sd (eo F do)) »

« T , ( « F , 4 > F do) >))
~p ((< F, dre > T T) < F, (Sd (e0 F do)) >

~p (F < F, (Sd (e0 F do)) > < T, (< F, dn » F do) >)
~£ < T, (< F, d„ > F do) >
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{Se <C T, dn

~p (Fei((< T, dn > TT) < F, (S«j(« F, dB > Fd0)} >
< T, («: T, d„ » Fdo) >))

, rfn > TT) < F, (5 d « F,d„ > Fd0)) >

ûi/j (T < F, (5rf(< T, dn » Fdb)) > < r, (< T, dn >
~/ï < F, (5d(< T, dn >
^ < F,
~^ < F,

L'opérateur de mise en mémoire

II est facile de vérifier que E Ç E*.

Soit Oe = Xn(n Se eb) où

4 = \x\y\z((OB x) Xu({Od y) \v{z < u,v >))) et e0 = A/(/ e0),

Typage de Oe

On a :

\-p eo : F =^\-j: eb : -•-'F.

D'autre part, en utilisant les lemmes 8 et 9, on a :

ti :B,v :
=*• u: B,z :
=̂ > y : £>*, z : -.£? h;r A«((Od y) Au(2 < u,
= > a; : 5*, y : D* h^ Az((OB ar) An((Orf y)

Au(2: < a, v >))} : -.-.F

=>h^ Se : 5*,ZT -» — F .

D'où

n : F* h r̂ n : (B*, D* -» -.-.£), -.-nF -.--F =^h^ Oe : F* -» -.-.F.

Fonctionnement de Oe

Soit ön ~^ en, alors :

- Si n = 0, alors #n >- eo-
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- Si n ^ 0, alors 6n y XxXy(x an fin) où an ~p e et fin ~^ dm

si en =<C e,dm > .
Si n — 0? alors

(Oe 6n ƒ) - (eo 5 e eb ƒ)

~ (eo ƒ)

- (ƒ eo).

Si n ^ 0, alors

(Oe 0n ƒ} ~ ( 4 an Pn ƒ)
- ((OB an) Xu((Od fin) Xv(f < u,v >))).

D'après le Lemma 9, on a : pour tout A-terme U, ((OB^H)U) ~ (Ue).
Donc

(Oe Bn ƒ) - (A«((Orf A») Mf « «,t; > ) ) e)

~ ((Od A») A^(/ < eyv » ) ) .

D'après le Lemma 8, on a : pour tout A-terme F, ((Odf3n)V) — (V(iSrfmdo)).
Donc

(Oe 0n ƒ) - (Av(/ < e,v > ) (5d
m do))

- ( ƒ < € , ( S d
r a d b ) » ) .

D'OÙ (Oe«„ ƒ)>• (ƒ < € , ( 5 d
r o d o ) » )

L'inéxistance d'un prédécesseur

Supposons qu'il existe un A-terme normal clos Pe pour le prédécesseur.
Soit P' = An(Pe < F,n > T F).
On a

n :£> hjr< F,n > : E

=> n : D \-f (Pc < F,n » ) : £

=>n:L>l-jr (Pe < F , n > ) : (B,D -> B),B ^ B

= ^ n : L> hjr (Pe < ^ n > TF) : S

=^h^ P ' : P ^ S.

Donc, d'après le lemme 10, on obtient Pf — XaT ou P ' = AaF.
Mais on a :

(P' d0) ^ (Pe ej T F)

^ (eo T F)
~ /3 F
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(P ' di) ~p (Pe e3 T F)

*p (C2 T F)

^ (T T do)

D'où une contradiction. D

REMARQUE : II est facile de vérifier que le À-terme

Pe - Xn{(Zen)e0((nTT) < F, (nFd0) > (Z.(nFd0T))

«T, (Àa(P(nFdoa) ) )» F)))

est un prédécesseur (non typable dans le système T de type I? —> E) pour
le système numérique e.

5. CONCLUSION

Suite à cette étude, deux questions se posent :
• Est-il vrai que chaque système numérique typé adéquat possède un

opérateur de mise en mémoire? En effet l'opérateur de mise en mémoire
qu'on a construit pour un système numérique adéquat quelconque (voir
la preuve du théorème 6) utilise un opérateur de point fixe et donc il
est non typable dans le système T,

• Quelles sont les fonctions qu'on peut représenter dans un système
numérique typé adéquat?
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