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CALCULS D'INVARIANTS PRIMITIFS DE GROUPES

FINIS *

INÈS ABDELJAOUAD1

Abstract. We introducé in this article a new method to calculate ail
absolute and relatif primitive invariants of finite groups. This method
is inspired from K. Girstmair which calculate an absolute primitive
invariant of minimal degree. Are presented two algorithms, the fîrst
one enable us to calculate ail primitive invariants of minimal degree,
and the second one calculate all absolute or relative primitive invariants
with distincts coefficients. This work take place in Galois Theory and
Invariant Theory.

Résumé. Nous introduisons dans cet article un nouvel outil de
calcul de tous les invariants primitifs relatifs et absolus de groupes finis.
Cette méthode est inspirée par l'algorithme de K. Girstmair qui calcule
un invariant primitif absolu de degré minimal. Sont présentés deux al-
gorithmes : le premier algorithme calcule tous les invariants primitifs
de degré minimal et le deuxième algorithme calcule tous les invariants
primitifs à coefficients distincts. Ce travail entre dans le cadre de la
théorie de Galois et la théorie des Invariants.

INTRODUCTION

Les invariants auxquels nous faisons référence tout au long de cet article sont
des invariants dits primitifs : un invariant primitif d'un groupe de permutations
est un polynôme qui à lui seul, permet d'identifier ce groupe.

Il existe deux types d'invariants primitifs : les invariants primitifs absolus et
les invariants primitifs relatifs.. Ces polynômes sont un outil fondamental dans la
résolution des équations polynomiales (voir [8]) et dans la théorie de Galois effective
(voir [20]). Dans ces applications, il est important d'avoir plusieurs invariants
primitifs relatifs ou absolus d'un même groupe qui soient de petits degrés.
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Les invariants primitifs les plus célèbres sont donnés par des mathématiciens
tels que Vandermonde [21], Luther [15], Cayley [6], Berwick [4,5], Foulkes [9] et
les méthodes utilisées, appelées méthodes classiques^ s'appuyaient sur les caracté-
ristiques propres à chaque sous-groupe du groupe symétrique pour construire, par
étapes successives, des invariants de plus en plus sophistiqués (voir par exemple [5]
et [21]). Chaque groupe demandait donc une stratégie spécifique alors que nous
préférons maintenant avoir des algotrithmes généraux.

Une autre méthode dite méthode naturelle permet de calculer un invariant
primitif d'un sous-groupe H du groupe symétrique de degré n (voir [22]). En
effet, nous remarquons que la somme des images du monôme (0:2X3 ... x%~x) par
les permutations de H est invariant absolu de H de degré n^n~l\

L'inconvénient de ces méthodes est qu'elles donnent des invariants primitifs
absolus de degrés élevés. Elles ne sont pas économiques et elles ne se généralisent
pas facilement au calcul d'invariants primitifs relatifs.

Une représentation des polynômes assez particulière, due à Jordan [12], a permis
à Girstmair [11] d'exhiber une technique de calcul d'un invariant absolu de degré
minimal pour tout groupe de permutation. Le but de cet article est de présenter la
généralisation de cette technique au calcul de tous les invariants primitifs absolus
et relatifs, et en particulier au calcul des invariants primitifs relatifs ou absolus de
degré minimal et de degrés inférieurs ou égaux à n

2~ ' . Les invariants calculés
2

par la méthode naturelle ou les méthodes classiques sont aussi retrouvés par les
algorithmes présentés dans cet article.

Les trois premiers paragraphes introduisent les définitions et notations ainsi que
les théorèmes sur lesquels se basent les algorithmes de calcul d'invariants primitifs ;
le paragraphe 4 présente les algorithmes nécessaires au calcul d'invariants primitifs
relatifs ou absolus à coefficients distincts : l'algorithme 4.3 calcule la liste de ces
invariants de degré minimal et l'algorithme 4.4 calcule pour des sous-groupes de
permutations de degré n, la liste des invariants primitifs de degrés < 2 *

Les principaux outils de calcul sont les ensembles essentiels. Le paragraphe 5
est consacré à la représentation des données utilisées pour l'implantation des algo-
rithmes : nous introduisons la notion de partition, définissons la correspondance
entre les monômes et les 'partitions et nous montrons que grâce à cette représen-
tation de données, nous calculons tous les invariants primitifs de tous les degrés
possibles.

Le dernier paragraphe est consacré à des exemples d'applications de ces
algorithmes.

1. DÉFINITIONS ET NOTATIONS

Dans tout l'article k désigne un corps commutât if de caractéristique nulle et
k[Xi,...,, Xn] l'anneau des polynômes en XL, . . . , Xn à coefficients dans k, où
Xi,... ,Xn sont n indéterminées algébriquement indépendantes sur k.

Le groupe symétrique de degré n est noté Sn. L'action de Sn sur k[X\,..., Xn]
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est définie de façon naturelle par :
Sn x k[Xu...yXn] —>

Soient L un sous-groupe de Sn et P un polynôme de fc[-Xi,..., Xn]. Le stabilisateur
de P sous Vaction de L est

StabL{P) = {g e L

Le stabilisateur d'une partie U de &[XL,. . . ,Xn] sous l'action de L est

StabL(U) = {g£L | VP G 17 , #(P) G * /}•

Soit i î un sous-groupe de L tels que H C L. L'orbite du polynôme P sous Vaction
de H appelé aussi la H-orbite de P est définie par

OrbH{P) = {<7-(P) | aeHy

Définition 1.1. Un polynôme P G fc[-XY,..., Xn] est un H-invariant (relatif à L)
si H C StabL-(P). Si de plus L = Sn alors P est appelé un H-invariant (absolu).

Définition 1.2. Un polynôme P E fcpfi,..., -X"n] est dit H-invariant L-primitif
si

StabL(P) = H.
Si L = 5n , alors P est appelé H-invariant primitif (absolu).

Un polynôme P iJ-invariant L-primitif est de degré minimal si le degré de tout
polynôme iï-invariant L-primitif est supérieur ou égal au degré de P.

Parmi tous les üT-invariants L-primitifs de degré minimal, un polynôme dont le
nombre de monômes est minimal et dont le PGCD des coefficients est égal à 1, est
appelé un H-invariant L-primitif minimal

Exemple 1. Notons An le groupe alterné de degré n. Le déterminant de
Vandermonde ön = Ili<i<j<n(^ ~~ ̂ -ô) e s t u n ^n-invariant primitif absolu.

Notation 2. Soient <7i,... ,# r des permutations de 5n , alors < g\,... ,gr > désigne
le sous-groupe de Sn engendré par les permutations g\,..., gr-

Exemple S. Soient n = 4, H\ =< (3,4), (1,2)(3,4), (1,3)(2,4) > un sous-groupe
de SA et H2 ~< (1,2)(3,4),.(1,.3){2,4) > un sous-groupe de H\. Les polynômes
suivants sont des polynômes #2-invariants H\-primitifs de degré minimal :

X2X4 + X\X% et X2X3 -h X1X4.

Le polynôme iJ2-invariant üfx-primitif de degré n(n~V — g e s t égal à :

où a est un élément non nul de k.
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Remarque 4- Soient r i , . . . , re des permutations de L vérifiant L = Tii7+* * -\-reH.
Un polynôme P est un iî-invariant L-primitif, lorsque V a G H , a(P) = F et
V 2 ̂  j Ti(P) T̂  Tj{P). Le nombre de conjugués de P sous l'action des r̂  est égal
à l'indice de H dans L c'est-à-dire e.

Définition 1.3. Un monôme de fc[Xi,...,Xn] sera unitaire et de la forme
X[x . . . X£n où les Ti sont des entiers positifs ou nuls. Soit Q un monôme de
k[X\,..., Xn], nous notons

Le polynôme Nfj(Q) est appelé Trace réduite de Q par H.

Définition 1.4. Soit U" un ensemble fini de monômes de fc[-Xi,..., Xn], Le (L}H)-
groupe de U, noté HL{U), est défini par :

Définition 1.5. Soit U un ensemble fini de monômes de fc[Xi,..., Jfn]-
Une U-fonction élémentaire est un polynôme P^ donné par la formule suivante :

Vu = ^ aQiVH(Q)
Qeu

où les aQ sont des éléments de h non nuls et deux à deux distincts.

Exemple 5. Soient U = {XiX2)X2Xs} et i î =< (1,4) > un sous-groupe de 54.
La famille des U-fonctions élémentaires est donnée par Vu = a(X\X2 + X2X4) -\-

3) avec a ^ b deux éléments non nuls de /c.

Définition 1.6. Le degré d'un ensemble U de monômes de k[Xi,... , X J est par
définition égal au maximum des degrés des monômes dans U.

2. RÉSULTATS EFFECTIFS POUR CALCULER DES INVARIANTS
PRIMITIFS

Le théorème et le corollaire suivants ont été énoncés dans [11], dans le cas où
L = Sn.

Théorème 2.1. Soit U un ensemble fini de monômes de k[Xi,..., Xn]. Toute
U-fonction élémentaire Vu est un polynôme H~L(U) -invariant L-primitif

Preuve. Montrons qu'un polynôme Vu = YIQ^U aQ ^H(Q) (aQ € fc, non nuls et
deux à deux distincts) est un HL(U)-invariant L-primitif. D'après la définition 1.4
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du (L,i7)-groupe HL{U) et la définition 1.2 des üT-invariants L-primitifs, ceci
revient à montrer que :

StabL (j2QeU
 aQ

Soit g un élément du groupe Stabz,(Vu)i alors g(Vu) = Vu> soit :

Comme les CLQ sont deux à deux distincts on a : g{Nn(Q)) = NR(Q) pour tout
Q eU et donc g £ StabL(NH(Q)) pour tout QeU. D'où :

9 e P\QeUStabL(NH(Q)).

Réciproquement, si g G f]QeUStabL(NH(Q)) alors pour tout Q G U on a :
g e StabL(NH(Q)) et donc g e StabLÇ£QeU aQ NH(Q)). D

Remarque 6. En d'autres termes, le (L,iï)-groupe HL{U) est le stabilisateur de
chaque U-fonction élémentaire Vu '• StabL(Vu) = HL{U)-

Définition 2.1. Si HL(U) = iî , alors £/ est appelé ensemble essentiel pour (L,H).

Corollaire 2.1. Soit U un ensemble fini de monômes. Si U est un ensemble es-
sentiel pour (L,H) alors chaque U-fonction élémentaire est un H-invariant
L-primitif.

Proposition 2.1. Si U est un ensemble essentiel pour (L,H), alors tout ensemble
V contenant U est un ensemble essentiel pour (L,H).

Preuve. U C V => HL(V) C HL(U), d'autre part, HL(U) - H et H C HL(V),
d'où l'égalité HL(V) = H. •

Définition 2.2. Soit U un ensemble essentiel pour (L,H). Une U-fonction
primitive est un polynôme P — YIQ^U0"^ NH{Q) OÙ les GQ sont des éléments de k
non nuls et où Stab^P) = H.

Remarque 1. Si U est un ensemble essentiel pour (L,H) alors chaque 17-fonction
élémentaire est une ï7-fonction primitive dont les coefficients sont deux à deux
distincts.

Nous avons montré que toute [/-fonction élémentaire où U est un ensemble
essentiel pour (L,H)} est un if-invariant L-primitif à coefficients distincts. Il reste
à montrer que tout H-invariant L-primitif est égal à une [/-fonction primitive où U
est un ensemble essentiel pour (L,H). Ainsi, nous calculerons à l'aide d'ensembles
essentiels pour (L,H) tous les iJ-invariants L-primitifs.
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3. ENSEMBLES ESSENTIELS ET INVARIANTS PRIMITIFS

Proposition 3.1 (K. Girstmair). Soit Q un monôme de k[X^... ,Xn]. La trace
réduite de Q par H est un polynôme H-invariant.

Preuve. D'après la définition 1.1 des polynômes invariants, il faut montrer que H
est inclus dans le stabilisateur de NH{Q).

Prenons g G H. La linéarité de l'action de g sur k[Xi,... ,Xn] implique que
Ç{NH{Q)) = YIQ'eOrbH(Q) 9^Q )* ^ a Permutation g G H est une bijection sur
OrbH(Q).

En effet : si Q' G Orbn{Q) alors g{Q') G Orbn(Q) et pour tous monômes
Q1 et Q2 de OrbH(Q), si g(Qx) = g(Q2) alors Qx = g^giQi) = g^gfà) = Q2.

Ainsi J2Q<eOrt>H(Q) 9(Q') = J2Q<eOrbH(Q) Q'> e t d o n c 9{NH{Q)) = ^H(Q)- •

Définition 3.1. Soit Q un monôme de k[Xi1..., Xn]. Tout monôme Q' de
Orbn(Q) est dit représentant de NH(Q). Le monôme Q' est aussi appelé
représentant de la H-orbite de Q.

Proposition 3.2. Un polynôme P G k[Xiy.... Xn] est un H-invariant s'il existe
<2i,... ,Qi des monômes de k[Xi,..., Xn] tels que P = Yl\^ici^H{Qi) avec d G k
non nuls.

Preuve. Soit P un polynôme de k[Xi}...,Xn] vérifiant P = J2i=iaiQi te* °lue

pour tout i G [l,s], les â  sont des éléments deux à deux distincts de k et
Qi G k[Xi,... , I n ] . En regroupant les monômes de P en polynômes de même
coefficients, nous obtenons P = Y^=i^i Œéj^^Qj) a v e c r ^ si ^es &i s o n t ^es élé-
ments deux à deux distincts de &, U[=i^ = {̂ ) • • • »5) e^ pour i, j G [1, r] tels que
i jtz j } nous avons /̂  p/ j- = 0. Notons P̂  = Ylj^^Qj-

P est un i/-invariant alors pour tout h G H, ft(X)I=i^i ^ ) = 1ZI=I^ -^- Comme
les bi sont deux à deux distincts, nous obtenons pour tout i G [l,r] : /i(Pi) = PÎ
pour tout h G H.

Chaque polynôme Pi est un H -invariant. En regroupant les monômes de Pi
en monômes de même i7-orbite nous obtenons Pi = ^2jejiNn(Qj) avec Ji C Ii-
(D'après la proposition 3.1, NH(QJ) est un iï-invariant).

Ainsi P = E L A (EjeJ^iQj)) = E L i c ^ ^ ( Q 0 a v e c ' > r e t l e s ci s o n t

des éléments non nuls de k. D

Remarque 8. Les monômes Qi pour z G [l7l] de la proposition précédente peuvent
être remplacés par d'autres représentants de iJ-orbites de Qi. En effet, si pour
tout i G [l,Z]nous notons Qi G Orbff(Qi) un représentant de la i7-orbite de Qi,
alors P = T!i^ U[

Définition 3.2. Chaque 7f-orbite pouvant être représentée par un de ses
monômes, l'ensemble de ces représentants forme un système de représentants des
orbites de H.

Nous fixons un système de représentants des orbites'de H que nous notons S.
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Théorème 3.1. Soit P G k[Xi,... ,Xn] un H-invariant L-primitif à coefficient
distincts. Il existe un unique sous-ensemble U de S tel que P soit une U-fonction
primitive.

Preuve. Soit P un üT-mvariant L-primitif. D'après la proposition 3.2, P s'écrit
sous la forme P = Y^i^\ci^n{Qi) avec Q des éléments de k deux à deux distincts
et où Q% sont des éléments de S pour tout i G [1, l}. Le choix des monômes Qi est
unique.

Soit {7 = {Qi,. . . ,Qj}. D'après la définition 2.2, il reste à montrer que U est un
ensemble essentiel pour (L,H), ce qui revient à montrer d'après la définition 2.1
qneHL(U) = H.

Le (L,il)-groupe de U est défini par HL(U) = ft=iStabUNH(Qi))-
H C HL{U), en effet : pour tout i G [1,1] H c StabL(NH(Qi)) car les NH{Qi)

sont des iî-invariants (voir Prop. 3.1). D'autre part, si g € HL(U) alors g G
ft=iStabL(NH(Qi)) et donc pour tout i e [1,Z], g{NH{Qi)) = NH(Qi) => g €
StabL{P), Ainsi JTL(Ü') - StabL(P) = H. D

Corollaire 3.1. Pour calculer tous les H-invariants L-primitifs à coefficients
distincts, il suffit de calculer tous les ensembles essentiels pour (L,H).

Preuve. D'après le théorème 3.1 et la remarque 7, tout if-invariant L-primitif à
coefficients distincts s'écrit sous la forme d'une [/-fonction élémentaire où U est
un ensemble essentiel pour (L,H). D'autre part, toute [/-fonction élémentaire
où U est un ensemble essentiel pour (L,H) est un iï-invariant L-primitif (voir
Cor. 2.1). Ainsi, le calcul de tous les iï-invariants L-primitifs à coefficients dis-
tincts, revient à calculer toutes les [/-fonctions élémentaires c'est-à-dire à calculer
tous les ensembles U essentiels pour (L,H). •

Pour le calcul de tous les iî-invariants ^-primitifs, il faut d'abord calculer tous
les ensembles essentiels pour (L,H). Pour chaque ensemble essentiel U pour (L,H)
il faut tester si chaque polynôme de la forme Y^QeuaQ^H'(Q) o u ^es aQ s on^ n o n

nuls, est un iï-invariant L-primitif.
Si les coefficients aç sont deux à deux distincts alors d'après le corollaire 3.1,

les polynômes ^ZQÇ.UOJQNH{Q) ~ Vu sont des iï-invariants L-primitifs.
Sinon, si les coefficients aq ne sont pas distincts, alors il faut vérifier que le

nombre de conjugués du polynôme Y^Q^uaQ^H^!Q) s o u s l ' a c t i ° n des éléments de
la classe de conjugaison de L par iJ, est égal à l'indice de H dans L (voir Rem. 4).

4. ALGORITHMES DE CALCULS D'ENSEMBLES ESSENTIELS

Pour calculer un i?-invariant 5n-primitif, Girstmair [11] utilise une technique
semblable à celle de l'algorithme 4.3 sauf qu'il n'obtient qu'un seul ensemble es-
sentiel pour (L,Sn) de degré minimal. De plus, le choix de cet ensemble se fait
d'une manière aléatoire de sorte qu'il n'a pas toujours un if-invariant primitif ab-
solu et minimal. Nous présentons, dans la première partie de ce paragraphe, un
algorithme de calcul de l'ensemble essentiel de S de degré minimal et contenant
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tous les autres ensembles essentiels de degré minimal. Dans la deuxième partie de
ce paragraphe, nous donnons un algorithme de calcul de tous les invariants pri-
mitifs relatifs ou absolus et de degré minimal ainsi qu'un algorithme de calcul de
tous les ensembles essentiels de degrés < n

2~~ de S et donc de calcul de tous les
invariants primitifs relatifs ou absolus de degrés < 2~ ^ et à coefficients distincts
(voir Cor. 3.1).

4.1. SYSTÈME DE REPRÉSENTANTS ET ENSEMBLES ESSENTIELS

Algorithme 4.1 (SystèmeDeReprésentant). Cet algorithme calcule un système
de représentants des i7-orbites de monômes de degré < n^n~1\
Entrée : Un entier n et un sous-groupe H de Sn.
Sortie : Un système de représentants des orbites de H de degré < n^n~1K
1. Soit A l'ensemble des monômes de degrés < n

2~ ^.
Pour Tout m et m' dans A de même degré Faire

Si OrbH(m) = OrbH(mf)
Alors retirer m' de A

Fin Si
Fin Pour

2. Rendre (̂ 4) ;
Fin.

Preuve de l'algorithme 1. L'algorithme termine au bout d'un nombre fini
d'étapes puisque l'ensemble A est fini. D'autre part, en remarquant que deux
monômes de degrés distincts n'ont pas la même i/-orbite, il suffit de ne comparer
que les monômes de même degré.

Notations 9. Soit A un ensemble fini de monômes. Notons premier^) la liste de
tous les éléments de A de degré minimal et res t (A) la liste des éléments de A
privé de premier(.À).

Algorithme 4.2 (EnsembleEssentiel). Soit A un sous-ensemble fini de S. Nous
présentons l'algorithme pour le calcul d'un ensemble essentiel pour (L,H) dans
A. L'ensemble U essentiel pour (L,H) obtenu grâce à cet algorithme est, parmi
tous les ensembles essentiels dans A, celui de degré minimal d qui contient tous
les autres ensembles essentiels pour (L,H) dans A de degré d.

Entrée : Un ensemble A fini de S.
Sortie : Un ensemble essentiel U C A pour (L,H), s'il existe.
1. U := [1] ;
2. Tant que HL(U) ^ H Et A ^ { } Faire

U := U{JpremieT{A) ;
A := rest(A) ;

Fin Tant que
3. Si A^%

Alors Rendre (U) ;
Sinon A ne contient pas d'ensemble essentiel pour (L,H) .
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Fin Si
Fin.

Preuve de l'algorithme 2. Puisque A est fini, cet algorithme récursif s'arrête
au bout d'un nombre fini d'étapes avec A = { } ou HL(U) = H. En effet : à
chaque étape de l'algorithme, si HL(U) / H alors aucun sous-ensemble U n'est
un ensemble essentiel pour (L,H). En effet, supposons qu'il existe V C U un
ensemble essentiel pour (L,H). Alors, d'après la proposition 2.1, U est aussi un
ensemble essentiel pour (L,H) et donc HL(U) = iï, d'où l'absurdité.

Soit U l'ensemble essentiel pour (L,H) obtenu au bout d'un nombre fini d'étapes
de la boucle 2. de l'algorithme. Parmi tous les autres ensembles essentiels pour
(L,H) contenus dans A, U est un ensemble essentiel de degré minimal parce que
c'est le premier trouvé.

Enfin, U contient tous les monômes de A de degré inférieur ou égal à d. Il
contient donc tous les ensembles dans A essentiels pour (L,H) et de degré d.

Remarque 10. Soit U un système de représentants des iï-orbites des monômes de
degré égal à n^n~1)} alors U contient nécessairement un représentant de la iï-orbite
du monôme X2X^... -X^"1. D'autre part, la trace réduite du
représentant de ce monôme est un iï-invariant L-primitif (voir la méthode clas-
sique de l'introduction). Ainsi d'après la proposition 2.1, U est aussi un ensemble
essentiel pour (L,H).

4.2. INVARIANTS PRIMITIFS DE DEGRÉ MINIMAL

Définition 4.1. Soit U un ensemble essentiel pour (L,Jï). Si U ne contient
aucun ensemble essentiel pour (L,H) alors U est dit réduit. Toutes les [/-fonctions
primitives sont alors réduites.

Notations 11. Pour U un ensemble fini de monômes, partie([7) est la liste de
tous les sous-ensembles de U classés par ordre croissant suivant leurs tailles et
dif f ([/, V) est la liste des sous-ensembles de U privée des ensembles contenant V.

Algorithme 4.3 (InvariantsPrimitifsDeDegréMinimal). L'algorithme suivant cal-
cule tous les ensembles essentiels réduits pour (L,Jï) et de degré minimal dans S.
À chaque ensemble essentiel U nous donnons en guise d'exemples les polynômes
i/-invariants L-primitifs à coefficients distincts Vu-
Entrées : Deux sous-groupes L et H de Sn vérifiant H C L.
Sortie : Une liste de polynômes iJ-invariants L-primitifs réduits et de degré
minimal et à coefficients deux à deux distincts.
1. j[ ;= SystèmeDeReprésentant(n,iï) ;
2. U := EnsembleEssentiel(*4,L,JÏ) ;
3. X := { } ; contient tous les ensembles essentiels réduits pour (L,H) de degré

minimal
4. E := partie(t/) ;
5. Pour tout V CE faire

Si HL(V) = H ;
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Alors Rajouter V dans I ;

Fin Si
Fin Pour

6. Rendre(J) ;
7. Pour tout U dans X, donner les polynômes Vu-
Fin.

Preuve de l'algorithme 3. Soit A un système de représentants des iT-orbites
de monômes de degrés < n^n~1^ obtenu par l'algorithme 4.1 appliqué à (n,ff).

L'algorithme 4.2, termine avec un ensemble essentiel. En effet, U contient né-
cessairement un représentant de la i7-orbite du monôme X2X3 ... X™~x et d'après
la remarque 10 nous savons qu'au pire des cas, c'est-à-dire lorsque U est de degré
n^n~1) ? l'algorithme 4.1 termine avec la condition d'arrêt HL{U) = H et A — { }.
L'ensemble U obtenu à l'étape 2 de l'algorithme, est un ensemble essentiel de de-
gré minimal parmi les ensembles essentiels dans A et il contient tous les autres
ensembles essentiels de degré minimal dans A (voir la preuve de l'algorithme
4.2). La boucle 5 de l'algorithme calcule tous les sous-ensembles V de U qui sont
essentiels et réduits et donne les polynômes Vy qui sont des H-invariants
Z-primitifs à coefficients distincts (voir Cor. 3.1).

Remarque 12. Le calcul d'ensembles essentiels réduits revient à ne pas calculer les
polynômes invariants primitifs somme de deux autres.

Remarque 13. Pour le calcul de tous les if-invariants L-primitifs de degré minimal
dont les coefficients peuvent être égaux, il faut d'abord calculer tous les ensembles
essentiels pour (L,H) de degré minimal (voir algorithme 4.3) et il faut vérifier que
le nombre de conjugués des polynômes J2QeuaQ-^H(Q) avec aç des éléments non
nuls de &, sous l'action des éléments de la classe de conjugaison de L par H, est
égal à l'indice de H dans L (voir Rem. 4).

4.3. REMARQUES SUR LE CALCUL DE TOUS LES INVARIANTS PRIMITIFS

Nous avons montré dans les paragraphes précédents que le calcul de tous les
invariants primitifs à coefficients distincts, est le calcul de toutes les {/-fonctions
primitives où U sont des ensembles essentiels. L'algorithme précédent nous donne
tous les ensembles essentiels U réduits de degré minimal, ainsi nous obtenons toutes
les {/-fonctions élémentaires réduites par le simple calcul de polynômes dont les
monômes sont les traces réduites des éléments de U et dont les coefficients sont
deux à deux distincts. Le calcul des CZ-fonctions primitives qui ne sont pas des
ü7-fonctions élémentaires nécessite, à part le calcul de l'ensemble essentiel Ui de
tester que le nombre de conjugués de ces polynômes est égal à l'indice de H dans
L (voir Rems. 13 et 4), et ce test est très coûteux à cause du nombre de polynômes
à tester.

Le plus important, selon notre avis, dans le calcul d'invariants primitifs est
de trouver les monômes qui forment ces polynômes c'est-à-dire les ensembles
essentiels.
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4.4. ALGORITHME DE CALCUL DES INVARIANTS PRIMITIFS DE DEGRÉS < n(n
2~1)

Notation 14- Soit U un ensemble fini de monômes, degre(U) est le degré de
l'ensemble U.

Algorithme 4.4 (Girstmair-Jordan). Cet algorithme calcule tous les ensembles
essentiels réduits pour (L,H) de degrés < n^n

2"1\ Nous allons voir que grâce à la
représentation de données (paragraphe 5), nous calculons avec ce même algorithme
tous les ensembles essentiels pour (L,H).
Entrées : Deux sous-groupes L et H de Sn vérifiant H C L.
Sortie : Tous les ensembles essentiels réduits pour (L,H) de degré < n

2~ .̂
1. A := SystèmeDeReprésentant(n,if) ;
2. d := 1 ;
3. X :— { } ; contient tous les ensembles essentiels réduits pour (L,H) de

degrés inférieurs ou égaux à n(n~lï
4. Tant que d < n{n~1} Faire

U := EnsembleEssentiel(.4,Z,,iï") ;
5. Pour tout V C E faire

Si

6.
Fin.

Alors

Fin Si
Fin Pour
d := degre(U) + 1 ;

Fin Tant que
Rendre (X) ;

Rajouter V dans X ;
E := dif f (C/,

Preuve de l'algorithme 4. À chaque étape de la boucle 4. A change de valeur
et ne contient plus que des monômes de degré supérieur strictement au degré du
dernier ensemble essentiel obtenu. À la fin de la boucle 4, l'ensemble essentiel
obtenu est de degré n^n~ > et l'algorithme termine avec d = n^~ + 1-

Tous les ensembles essentiels obtenus sont réduits, en effet : soit U un ensemble
essentiel obtenu à l'étape (p) de la boucle 4, alors t/=EnsembleEssentiel(tA,l/7if )
et A change de valeur et ne contient plus que les monômes de degré supérieur stric-
tement au degré de U (voir l'algorithme 4.2). Ainsi, le nouvel ensemble essentiel
calculé à la (p + l)-ième étape de la boucle 4. sera contenu dans ce nouvel A et
l'intersection de l'ensemble essentiel obtenu à l'étape (p-\-1) avec U est l'ensemble
vide. D'autre part, la boucle 5 nous donne tous les ensembles essentiels réduits
d'un même degré.

5. PARTITIONS ET INVARIANTS PRIMITIFS

Dans ce paragraphe est présentée la notion de partitions, qui a été introduite
pour la première fois par Jordan [12] et ses contemporains du siècle dernier. Nous
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mettons en évidence la correspondance entre monômes et partitions et nous mon-
trons comment le problème de calcul d'invariants primitifs qui, à première vue, est
purement algébrique se transforme en un problème de combinatoire des groupes
et des ensembles.

En effet, vis-à-vis d'un groupe de permutation, un monôme ou son carré donnent
la même information. Ce qui compte donc c'est la partition de l'ensemble {!,...,• n}
associée à un monôme.

5.1. PARTITIONS

Le cardinal d'un sous-ensemble I de { 1 , . . . , n} est noté | I |.

Définition 5.1. Une partition T = (Ti, . . . , Ts) de l'ensemble { 1 , . . . ,n} est une
liste de sous-ensembles non vides de { 1 , . . . , n} classés par cardinal décroissant
tels que les ensembles T i , . . . ,TS soient deux à deux disjoints et que leur réunion
soit égale à l'ensemble { 1 , . . . , n} .

Notons T l'ensemble des partitions de { 1 , . . . , n}. D'après la définition 5.1, une
partition T = (Ti , . . . , Ts) de T vérifie donc les quatre propriétés suivantes :

(in) V i , j G [ l , n ] ï ^ j = >
(iv) Vîe[l,ra] \Ti | ^ 0 et | 7\ |>| T2 | > - - - > | Ts |> 1 .

5.2. REPRÉSENTATION DES DONNÉES

Notation 15. Soient I un sous-ensemble de { l , . . . , n } et a un entier. Par
convention, notons :

Un monôme Q de k[Xx,..., Xn] peut toujours s'écrire de manière unique sous la
forme :

— A T i - - . A T s

où a i , . . . , as sont des entiers deux à deux distincts et (Ti , . . . , Ts) est une partition
de { 1 , . . . , n} vérifiant pour tout z,j G [1, s] tels que i < j : ou bien | Ti \>\ Tj |
ou bien | Ti | = | Tj \ et oti < OLJ.

Introduisons l'application surjective ^ définie par :
*: {U7=1Xr\(r1,...,rn)eNn} —> T
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Définitions 5.1. Soit T — (Ti,... , T5) G T. Nous définissons le monôme QT et
un ensemble de monômes A4 par :

^ S " 1 5 e t ^ = {Qr i T e n -

Le degré d'une partition T est par définition égal au degré du monôme QT c'est-

Proposition 5.1. L'application $ définie par :

$: T —)• M

es£ bijective.

Preuve. Évident. •

Exemple 16. Soient Q = X ^ X f Xf Xf Xf X7 et n = 8 alors :

En effet : Q = (X1X2X7)
1(X3XsXQ)2X8

0X4
3.

Exemple 17. Soient n = 9 et T = ({2, 3,4, 5}, {7, 8, 9}, {1}, {6}) un élément de T.
Alors, $(T) = QT = X7X$X9Xi2X6

3 et le degré de T est égal à 8.

La correspondance entre partitions et monôme étant démontrée, il suffit d'appliquer
les algorithmes de la section 4 à l'ensemble des partitions plutôt qu'aux monômes
et de faire le calcul d'ensembles essentiels de partitions. En effet, la manipulation
des listes et des ensembles d'entiers (partitions) est beaucoup plus facile que la
manipulation des monômes et des polynômes.

5.3. CALCUL DE TOUS LES INVARIANTS PRIMITIFS AVEC DES PARTITIONS

Nous remarquons tout d'abord que l'ensemble de partitions T est un ensemble
fini et que le degré d'un ensemble de partitions varie entre 1 et n<-n

2~
1 .̂

En remplaçant dans les algorithmes 4.1 et 4.4 appelés SystèmeDeReprésentant
et Algorithme de Girstmair-Jordan, les monômes par les partitions, nous obte-
nons un algorithme qui calcule tous les ensembles essentiels de partitions à partir
desquels, nous obtenons tous les invariants primitifs à coefficients distincts.

Voici un exemple de la représentation des données utilisée dans l'implantation
de l'algorithme de Girstmair-Jordan dans le cas où n — 3.

La liste des partitions en degré 3 est égale à :
[ [ [ 1 , 2 , 3 ] ] ,

[ [ 1 , 2 ] , [ 3 ] ] , [ [ 1 , 3 ] , [ 2 ] ] ,
[ [ 2, 3 ] , [ 1 ] ] ,
[ [ 1 ] , [ 2 ] , [ 3 ] ] , [ [ 1 ] , [ 3 ] , [ 2 ] ] ,
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[ [ 2 ] , [ 1 ] , [ 3 ] ] , C [ 2 ] , [ 3 ] , [ 1 ] ' ] ,
C [ 3 ] , [ 1 ] , [ 2 ] ] , [ [ 3 ] , [ 2 ] , [ 1 ] ] ]

Un système de représentants des S^-orbites de partitions est égal à :

[ [ [ 1 , 2 , 3 ] ] , [ [ 1 , 2 ] , [ 3 ] ] ,
[ C 1, 3 ] , [ 2 ] ] , [ [ 1 ] , [ 2 ] , [ 3 ] ] ,
[ [ 1 ] , [ 3 ] , [ 2 ] ] , [ 3 ] , [ 1 ] , [ 2 ] ] ]

La liste des ensembles essentiels réduits pour (S2,Ss) est égale à :

[ [ [ C 1, 2 ] , [ 3 ] ] ] ,
[ [ [ 1. 3 ] , [ 2 ] ] ] ,
[ [ [ 1 ] , C 2 ] , [ 3 ] 3 ] ,
[ [ [ 1 ] , [ 3 3 , [ 2 ] ] ] ,
[ [ [ 3 3 , [ 1 ] , [ 2 3 3 3 3

La famille des polynômes SVinvariants 53-primitifs réduits est égale à :
a(X1X2)

aX^, a((X1X3)
aX2

13 + (X2X3)
aX^), a(X1

aX2
l3X^ + Xf

avec a,P,j trois entiers distincts et a un élément de k.

6. EXEMPLES D'APPLICATIONS

L'implantation des algorithmes 4.3 et 4.4 dans le système de Calcul Formel
GAP (voir [10]), a été possible grâce à la manipulation des partitions. Pour plus
de détails sur l'implantation le lecteur pourra consulter les références [1] et [2].

6.1. EXEMPLES D'UTILISATION

Les polynômes invariants primitifs suivis de * peuvent être obtenus par les
méthodes classiques ou par la méthode naturelle discutées dans l'introduction.

Notation 18. Le monôme X^X^2 . . . X^n sera représenté par la liste [r\T2 .. • rn].

Exemple 19. Soient H± =<(4,5,6)](2,3)>(i,2),(5,6)>, H2 =<(4,5)6),(5,6), (i,2,3)> et
Hz =<(5,6>, (i)2)(3,4),(i,3,2J4)> trois sous-groupes de SQ. La table suivante pré-
sente des iï-invariants L-primitifs minimaux calculés à partir de l'algorithme 4.3 :
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L

54

54

D4

5 2 x S2

S2 x 5 2

S2 x 5 2

As
55

S2 x 5 3

5 2 x 5 3

5 2 x 5 3

5 2 x 5 3

S2xS3

•HtcSe
ffi C 56

H

AA

DA

CA

52

Si x Si x 52

; idA

c5
; 5 2 X A3

52x A3

52xA3

Si x 5 2 x 5 2

A3 x Id2

Id3 x 5 2

H2 c 56

#3 C 56

H-Invariant L-Primitif minimal
54*

X3X4 + XiX2*
X2X4

2 + XAX\ + X3X% + XiX$*
X2X4 -\~ X\X%

x 2
x 2 — x 4

XAXl + XhX\ + X3X% + X2Xl + XxXl*
Xi + X2

x2xl + x3x\ + xxx\
x2xl + xzxl + xxxl

x1
x2xl + x3x* + xxxl - xAxl

X2 — X3

x2xl + x3x\ + xxxl
X2X\ + XAXl + X3Xl + XiX|

Exemple 20. Soient n = 5, L = 55 et H =< (2,3)(4,5), (4,5),.(3,4) >. Un
H-invariant L-primitif minimal est égal à X\. Un autre ff-invariant L-primitif
de degré minimal est X5 H- X4 + X% + X2.

Remarque 21. Soient P un H-invariant L-primitif et Q un polynôme tels que P +
Q est un L-invariant. Alors Q est aussi un iJ-invariant X-primitif, car Va G
L, a(P) = P équivaut à V a £ L , a(Q) = Q.

Exemple 22. Soient n = 5, L =<(2,3)(4)5),(2,4)(3,5)î(4,5),(3)4) > et H =
<(2,3), (2,4)(3,5) >. Nous adoptons la notation 18 et nous supposons que les entiers
i,j,l,h,m sont deux à deux distincts.

L'algorithme 4.4 calcule la liste suivante des JT-invariants L-primitifs réduits :
[iiijj} + [ijjii],

[iijij] + [iijji] + [ijnj] +
[iüjfftj + [mhj] + [ijhii] +

[üji/i] + [iihij] -h [MJ/IÎ] + [iz/yi] + [ijn/i] + [iftüj] + [ijihi] + [z
[njj/i] + [iijhj] -f [îjij/i] + [îjîfcj] + [ijhij] + [îhjij] + [Û'^'Ï] +

[wftjjj 4- [ihijj] + [ijjifc} +
[jiijh] + [i^/ij] + [jjftîi] H-

[jijih] + b'iMj] H- [jijAfJ + [jihji] + [jjü^j + [j/mj] + t?jih«l 4-
[hijij] + [ftijji} + [hjiij] + [ M ö i

[wjW] + [wjZ/i] -h [ijihl] + [ijSfe] + [i/iKjl + [iZ/izjJ + [iftyi] + [ilhji],
[iihjl] + [n/iO'l + [i/iiji] + [ifeiij] + [ijlih] + [iZjife} H- [ijifti] + [iZjftf],
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[iüjh] 4 [iilhj] 4- [ilijh] 4 [iW/ij] 4 [ij/w/] + [iAjâZ] 4- [ijhli] 4 [i/yZi],
[jüW] 4- [jiilh] 4 [j/iZu] + [?7/m],
[/mj7] 4- [/iwZj] 4 [/ijZiz] + [hljii],
[liijh] 4 [Zii/y] 4 [Ijhii] + [Zftjiz],

Z] 4- [jilih] 4 [jiftK] 4 [jiZW] + [j/mJ] 4 [jZü/i] 4 [jhili] 4 [jKfci],
jiZ] 4- [hilij] 4 [/wjZi] 4 [hilji] 4 [/ijuZ] 4 [Wzij] 4 [hjili] 4 [ftHji],
jzA] 4- [lihij] + [Kjftï] + [K/yi] + [/ĵ ft] + [/Wij] + [Ijihi] + [ZAiji],
+ [ijhml] + [iftjïm] + [ihjml] + [z'Zmj/i] + [z'm/j/i] + [ïZmftj] + [z
+ [ijlmh] + [z7j/im] + [iljmh] + [z/imj7] + [zm/ijZ] + [ihmlj] + [i
+ [ïjmZ/fc] + [iïnj/iZ] + [imjlh] + [i/iZjm] + [iZ/ijf?ri] + [i/iZmj] + [iZ
+ [jihml] + [jftiZm] + [j/mnZJ + [jZmi/i] + [jmZz/i] + [jlmhi] + [j
+ [jïZm/ij + [j7z/im] + [jlimh] + [j/i7niZ] + [jmWZ] + [jhmlt] + [j
+ [jimlh] + [jmz/iZ] + [jmzlh] + [j/iZim] + [jZftim] + [jhlmi] + [j7
+ [/iij?nZ] + [ftjiZm] + [hjiml] + [ft/mij] + [ftmZij] + [hlmji] +
+ [lijmh] + [Zji/im] + [Ijimh] + [Zftmij] + [Zm/izj] + [Zftmjz] +
-+- [mijlh] + [ïnji/iZ] + [mjilh] + [rnftZij] + [mZftz'j] + [mhlji] +
+ [/lïZmjj + [ftZijm] + [hlimj] + [ftjmiZ] + [/imjzZ] + [hjmli] +

Z] + [/ii77iZj] + [/iTnijZ] + [hmilj] + [/ij7zm] + [/iZjzm] + [/ij7mi] + [/iZjmi]*,
[lihmj] 4- [Z/iijm] 4 [Z/ii77ij] 4 [Zjmi/i] 4 [Zmjift] 4 [Ijmhi] 4

771̂ ,77] 4 [mihlj] + [mftij7] 4 [rnhilj] 4 [mj7i^] 4 [mZji/i] 4 [mjlhi] 4
4 [limhj] 4- [Z77izj/i] 4- [Zrm/y] 4 [Zj/izm] 4 [Zftjïm] 4 [Zjfara] 4 [Zftjmz]*,
4- [milhj] + [rnZij/i] + [mlihj] 4 [mjWZ] 4 [mftjiZ] 4 [mjhli] 4 [m/ijZi]*.

Exemple 23. Soient L et H deux sous-groupes de 5s définis par :

H =< (1, 2, 6, 7)(3, 4, 8, 5), (1,4, 7, 5)(2, 3, 8, 6), (2, 7, 8)(4, 5, 6), (2, 5, 6)(3, 4, 8), (3, 6, 7)

(4, 5, 8), (3, 4, 7, 8, 6, 5) >

et
L =< ( l ) 2,6 ,7) (3 ,4 ) 8,5) , ( l ,4 ,7 ,5) (2 ,3 ) 8,6) > •

Nous adoptons la notation 18 et nous supposons que les entiers iet h sont distincts.
Le polynôme suivant est un i?-Invariant L-Primitif ; il est un iï-Invariant

L-Primitif minimal pour i = 0 et h = 1 :

[iiiir
[hiihihhi] 4 [hiihhiih] 4 [hihiihih] 4- [hihihihi] 4 [hhiiiihh] 4 [hhiihhn] 4 [hhhhiiii].

Le polynôme suivant est un iJ-Invariant Ss-Primitif minimal :

[00001111] 4 [00010111] 4 [00101101] 4 [00110011] 4 [00111010] 4 [00111100] 4 [01001110] 4
[01010101] 4 [01011001] 4 [01011010] 4 [01100011] 4 [01100110] 4 [01101001] 4 [01110100] 4
[10001011] 4 [10010110] 4 [10011001] 4 [10011100] 4 [10100101] 4 [10100110] 4 [10101010] 4
[10110001] 4 [11000011] 4 [11000101] 4 [11001100] 4 [11010010] 4 [11101000] 4 [11110000].

Ces deux derniers calculs ont été réalisés en trois minutes sur une machine PC
Pentium Pro 200 MHz avec 512 Mo de mémoire RAM.
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6.2. COÛT DE L'ALGORITHME 4.3

Sous GAP, les temps nécessaires au calcul d'ensembles essentiels avec l'algorithme
4.3 pour des degrés inférieurs ou égaux à 6 varient de moins d'une seconde à une
heure. Ces temps augmentent avec le degré n ; le tableau suivant marque en
moyenne cette évolution pour n allant de 5 à 9 (sur une machine PC Pentium Pro
200 MHz avec 512 Mo de mémoire RAM) :

Degré
5
7
8
9

Temps (CPU)
< 1"

2'
100'
120'

Mémoire (Mo)
< 1
7

30
36

La mémoire utilisée varie entre moins d'un Mo en degré 4 et plus de 500 Mo lors
du calcul d'ensembles essentiels pour (Si5,Ai$). Rappelons que, même si le calcul
d'ensembles essentiels est coûteux en temps et en espace, il ne sera fait qu'une
seule fois.

6.3. APPLICATION À LA THÉORIE DE GALOIS

Le calcul du groupe de Galois d'un polynôme se fait en utilisant des propriétés de
groupes et de certains polynômes assez particuliers appelés résolvantes. Le calcul
de ces polynômes se fait en calculant d'abord les polynômes invariants primitifs :
en effet une résolvante d'un groupe H par rapport à L est un polynôme dont les
racines sont les différents conjugués d'un JY-invariant L-primitif. Pour calculer le
groupe de Galois d'un polynôme ƒ de degré n, A. Valibouze et J.M. Arnaudiès
ont mis en place (voir [3]) une méthode déterministe pour le calcul du groupe de
Galois d'un polynôme, s'appuyant sur la factorisation de résolvantes absolues (ou
polynômes associés à des iJ-invariants 5n-primitif). Dans ce cas H est un sous-
groupe appelé groupe test) et le calcul de la résolvante absolue associée à H est
d'autant plus rapide que le degré de l'invariant primitif utilisé est petit.

Souvent, le degré des résolvantes absolues est assez grand et leur factorisation
est difficile (voir le travail de Lehobey [14] sur la factorisation de résolvantes), et
une autre méthode appelée la méthode de Stauduhar (voir [7,18,20], etc.) qui uti-
lise la factorisation de résolvantes relatives associés à des iï-invariants L-primitifs
relatifs (H C L C 5n), est plus rapide car de degré plus petit. Il est donc
recommandé, pour calculer le groupe de Galois d'un polynôme, d'avoir plusieurs
invariants primitifs relatifs et absolus de degrés petits.

CONCLUSION

Les méthodes de calculs de polynômes invariants primitifs connus sont intuitifs
et donnent souvent des polynômes de degrés élevés. L'algorithme de Girstmair
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calcule un invariant primitif absolu de degré minimal, mais pas nécessairement
minimal.

Une autre façon de calculer des invariants de groupes finis a été introduite par
Sturmfels [19] et améliorée et implantée en MAGMA par Kemper [13], Cette
méthode consiste à calculer des invariants primaires et secondaires d'un groupe
fini H, qui forment une base de l'anneau des polynômes iJ-invariants.

Malgré la rapidité de l'algorithme de Kemper qui arrive à calculer une base
de l'anneau des polynômes if-invariants en quelques secondes pour le degré 6, cet
algorithme n'arrive pas à calculer des üT-invariants primitifs directement. En effet,
les invariants primaires et secondaires ne sont pas nécessairement des invariants
primitifs, et il faut faire des tests pour vérifier que les polynômes obtenus sont bien
des invariants primitifs.

L'algorithme 4.3 présenté dans le paragraphe 4, nous donne des invariants dif-
férents et de degré minimal, utilisés essentiellement pour la résolution d'équations
polynomiales et les calculs de résolvantes dans la théorie de Galois (voir [20] et [16])
et nous avons mis au point l'algorithme de Girstmair-Jordan qui, grâce à la re-
présentation de données utilisées, calcule tous les polynômes invariants primitifs
(relatifs ou absolus) à coefficients distincts de groupes finis.

Cet algorithme peut se généraliser au calcul de polynômes invariants vérifiant
d'autres propriétés et nous pouvons l'utiliser pour le calcul de résolvantes et autres
types d'invariants utiles en théorie de Galois.

Je tiens à remercier le professeur Annick Valibouze pour l'encadrement de ce travail et
sa disponibilité. Je remercie également le rapporteur pour ses remarques pertinentes.
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