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PARAMETRIX DU PROBLEME MIXTE POUR L'EQUATION
DES ONDES A L'INTERIEUR D'UN DOMAINE CONVEXE
POUR LES BICARACTERISTIOUES

par

J. CHAZARAIN

0. INTRODUCTION.

Soit P(3/3t, x, 3/3x) un opérateur du type des ondes dans Rn+1, et soit X un

ouvert de R" & bord régulier 3X. Le probléme mixte hyperbolique, avec données ini-

tiales go(x), gl(x) et condition au bord de Dirichlet, consiste & trouver une dis-
tribution u €D'(R x X) solution de

(Pu)(t,x) =0 dans R x X
u(0,x) = go(x) dans X
g%»u(o,x) = g;(x) dans X

u( =0 dans R x 3X

t,X)l

R x X
Ceci est formel car, en général, les traces sur le bord latéral R x 3X n'ont pas de
sens pour une distribution u. On précise alors ce probléme en introduisant une
classe de distributions dites admissibles.

Le probléme que nous étudions ici est de décrire une paramétrix ; c'est-a-dire
un opérateur qui aux données initiales (90’91) fait correspondre une solution appro-
chée de (%), en ce sens qu'elle peut différer de la solution exacte par une fonction
€™ jusqu'au bord. Sans hypothése supplémentaire la structure de cette paramétrix est
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une question encore ouverte. Dans ce travail, on se place dans le cas particulier
ol les données initiales sont des distributions & support compact dans 1'ouvert X

et de plus on suppose (de maniére & exclure le phénoméne de la diffraction) que cet
ouvert X est en un sens convexe pour les bicaractéristiques de P.

Avec ces hypothéses, le résultat essentiel (théoréme 3.1) est que 1'on peut
construire une paramétrix qui soit un opérateur intégral de Fourier dont la relation
canonique traduit le phénoméne physique des reflexions successives d'un rayon lumi-
neux sur la surface 3X du miroir. Nous avons obtenu ce résultat il y a quelques
années (Chazarain [11); mais nous espérions en donner la démonstration détaillée
sans hypothése sur le support des données, ce que nous ne sommes pas encore parve-
nus a faire.

Du théoréme 3.1, i1 découle immédiatement que les singularités des solutions se
propagent et se réfléchissent selon les lois de 1'optique géométrique. Ce dernier
résultat avait été obtenu vers 1960 par Povzner et Suhaveveskii [12] dans le cas
particulier ol P est & coefficients constants et oll X est un ouvert strictement con-
vexe de R%. Plus récemment, Lax et Nirenberg [11] ont précisé comment se réfléchit
le spectre singulier des solutions d'une équation de type principal réel, puis Majda
et Osher [9] et Taylor [13] ont étendu ces résultats & des situations un peu plus
générales.

Aprés ce colloque, j'ai regu des préprints de Friedlander [5], Melrose [10],
Taylor [14] ol ces auteurs étudient la propagation des singularités dans le cas de
diffraction ; ce qui constitue un progrés important dans 1'étude de la paramétrix
de (*) quand X n'est pas convexe.

I. - NOTATIONS ET DEFINITIONS.

On note (t,x) le point courant de R x R", (t,&) les variables duales. On uti-
Tise les notations standards de Hormander [6] pour les distributions et opérateurs
intégraux de Fourier. Le spectre singulier (wave front set dans [6]) est noté wF.
Soit Z une variété, on note ?* 1'espace cotangent & Z privé de la section nulle, si
Y est une sous-variété de Z, on désigne par NYX son fibré conormal dans Z.

n+1

On se donne dans R un opérateur strictement hyperbolique du type des ondes.

(1.1) P = 2%/5t% - Q(x, a/ax)

ol Q est un opérateur a coefficients c” indépendant du temps t.
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PARAMETRIX POUR L’EQUATION DES ONDES

La partie principale de Q s'écrit

(1'2) q(X,E) = 1 Z. a'iJ(X) E_i EJ.

sJ
et on suppose qu'il existe une constante C > 0 telle que

2n

(1.3) q(x,£) > C pour tout (x,£) € R“" et |g] = 1.

Soit X un ouvert borné de Rn, on suppose que son bord 3X est une sous-variété
C”. Pour définir les traces sur aX de certaines distributions dans X, on introduit
les sous-espaces suivants de distributions que 1'on dira admissibles :

|g €' (X) et i1 existe un prolongement
D(X) =19 }
a g e (R") tel que wF(g) NN, R" = 93,

de fagon analogue
u €ED'(R xX) et i1 existe un prolongement &esb'(n"*l)

tel que wF(a') N [N]Rx aX Ry N{O}x R" ]RnHJ =P

Les hypothéses faites sur le spectre singulier de ces distributions admissibles
impliquent la régularité C” en des variables normales au bord ; par conséquent, la
trace des prolongements ne dépend que de la distribution prolongée. On définit ainsi
les traces

D (RxX) = {u

k
uE‘-D'a'RxX) — Y ='?T“ € D,(Rx X) kKEN
at _
t=0
—> Bu =u € D (Rx aX).
R x 3x

Maintenant on est en mesure de donner un sens précis & la notion de solution des
problémes mixtes (%) et en particulier & la notion de paramétrix. Pour simplifier,
on se place dorénavant dans le cas ol 9 = 0 et on note 9 = 9» le cas ol 9% #0 et
9; = 0 se traite de la méme fagon.

Posons-1a

DEFINITION 1.1, - On appelle paramétrix du probléme mixte (*) un opérateur
E :‘D'a(X) ——>®'a(]RxX) tel que si v = Eg on ait

(1.4) Pv = FO’ YoV = fO’ YV = g+f1, Bv = hO

oll FO, fO’ fl’ h0 sont C” jusqu'au bord et de plus c” compatibles sur 1'aréte {0}xaX.
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Cette définition nécessite quelques remarques.

Remarque 1.1. - I1 est inutile d'expliciter les conditions de compatibilités C™ ;
il suffit de savoir qu'elles équivalent & 1'existence d'une fonction

vy € C*(RxX) telle que PV Fo» 5V = 5> By = hg (cf. Kato [7]).

O=
En particulier les conditions de compatibilités sont satisfaites lorsque les fonc-
tions FO’ fO’ fl’ h0 ont toutes leurs dérivées nulles sur {0} xaX.

Remarque 1.2. - La solution du probléme mixte (%) est évidemment indépendante de la

fagon dont on a prolongé les coefficients de 1'opérateur P & 1'extérieur de X. Aussi
pour des raisons techniques on choisit de prolonger P en un opérateur & coefficients
constants en dehors d'un certain voisinage compact de X.

Remarque 1.3. - Enfin, la définition précise de 1a notion de solution du probléme
(%) et en particulier le choix d'une classe de distributions admissibles reste ar-
bitraire tant que 1'on n'a pas résolu le probléme mixte dans le cas général.

11, - RELATIONS CANONIQUES ET OPTIQUE GEOMETRIQUE.

Introduisons des notations pour désigner les bicaractéristiques de P. Tout
d'abord, si f désigne une fonction C” a valeurs réelles définie sur un espace co-
tangent T*Y, on note par

= 1 _f1
He = (Fy, =)
Te champ hamiltonien correspondant sur T(T*Y). Ainsi, au symbole /g sur T*X, on

. t '
associe 1e flot ¢“ du champ H/a.

Ce flot est défini pour tout t puisque q est constant en dehors d'un compact ; il
est homogéne de degré 1 comme /q et ne différe du flot engendré par Hq que par un
changement de paramétrage.

On désigne par Dg(y,n) et D?(y,n) les deux bicaractéristiques de P qui se re-

lavent du point (y,n) € T*X :

(2.1)  DJ(yan) = (tr 5 o(yn) | tER, T =t AT

Afin de définir la bicaractéristique obtenue aprés une premiére réflexion sur le
bord, on introduit 1'instant tl(y,n) > 0 (resp. t!(y,n) < 0) auquel la demi-
bicaractéristique portée par Dg (resp. D9) coupe le bord Rx3X. Cet instant est

bien défini grace a 1'hypothése suivante dite de “"convexité pour les bicaractéris-
tiques".
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Toute demi-courbe intégrale du flot @t issue d'un point (y,n) e T*X coupe
(Hl) le bord 3X en un point unique et transversalement. De plus, on suppose
qu'aucune courbe intégrale reste au-dessus d'un compact de R",

Cette hypothése de transversalité permet d'appliquer le théoréme des fonctions im-
plicites pour montrer que les applications
o

(ysn) € T —— tl(y.n) e R
sont C”.
Notons au passage que t}(y,n) = - ti(y,-n).
On désigne par
(2.2)  Aly.n) = o

o
les points de rencontre correspondant avec T*Rn‘
B X

1
t (y,n)
t " (.st)

On définit maintenant une involution sur T*RnlaX qui traduit 1'idée physique
de réflexion. C'est 1'application

o n I\ o n
(:8) € T'R"|jy ——— (8) e T'R"|

ol x = x et E(X,E) est caractérisé par les conditions

(2.3) a(x;€) - q(x,€) = 0,
(2.4) £ - € est une forme linaire nulle sur TXaX,
(2.5) % # £ quand £ n'est pas 1'unique solution de (2.3) et (2.4).
Cette involution revient & permuter les deux racines d'une équation algébrique

du deuxiéme degré. En effet, soit p(x) = O une équation du bord 35X, 1'équation du
2éme degré en s

q(x,€ + sdo(x)) - q(x,g) =0

admet la solution s = 0, on note $1 1'autre racine, alors
é =E+s) do(x).

Ce qui prouve, en particulier, que cette involution est C” car Sq est aussi égale
d la somme des racines de ce trindme.

On définit les bicaractéristiques Di obtenues aprés réflexion de DS en posant

1 t T
(2.6) D,(¥>n) = {(tsts @ . A (yon) | t € R, v =% /4(y,n)}
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On définit ensuite 1'instant t_(y,n) ot D, (y,n) recoupe le bord et on note le point

AN

o) = o501y,

=+ N

1
+
de rencontre par

2
t

ce qui permet de définir les bicaractéristiques aprés deux réflexions

N

Di(y ) = {( s Ts t . Af_(.y&rl))

| te R, =% /q(y,n)}.

Et ainsi de suite on obtient

J J .
>‘+()’m)s D+(y,n) J € N.

I1lustrons ceci par un schéma :
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Avec ces notations, il est facile de définir la suite CJ des relations qui
traduisent 1'idée que 1'on peut passer d'un point & un autre aprés j réflexions :

. . : .
(2.7) Ci = {tsws X85 yan) | (th15 %,8) € Dj(ysm) UDi(ysmn)s (ysn) € X}

et
. . .o o
¢d=cducd cTR™! x T
Pour démontrer que ce sont des relations canoniques, il est utile d'avoir une
construction de ces relations ol 1'on fait intervenir les images virtuelles succes-

sives du point (y,n) dans le "miroir" 3X.
L'application premiére image de S est définie par
o -+l o
(yon) € T —— Sy (van) = o %Gy n)) € THRM,
Remarque physique. - La propriété d'astigmatisme pour le miroir 3X signifie préci-

sément que dans la transformation Sl’ la position x du point image (x,g) est indé-
pendante de la direction du covecteur n.

Plus généralement la jiéme image est définie par

X .
(2.8)  Sy(yan) = o (ty +oot ) (yan) {J’f\(y,n).

Avec ces notations, i1 est clair que la relation Ci peut encore s'écrire comme ré-
union de deux composantes connexes

(2 9) Ci L=J {(taT; q’t . Sj(.}'a'ﬂ) H y,n) I T = +'Q(Y:n)}
) {(t,T; @t . Sj(yan) 5 y,'n)l T = +Vq(y9ﬂ)}

I1 est important de faire la

Remarque 2.2. - L'hypothése de convexité (Hl) implique que les images successives
Sj(y,n) sont situées a 1'extérieur de X.

1

Pour ces relations C~, on a bien sir la

PROPOSITION 2 1. - La relation CJ est une sous-variété lagrangienne fermée conique
n+1 " Oy sur cet espace

de T RO+L T X relativement & la 2éme forme canonique ¢
produ1t. R

DEMONSTRATION, - I1 suffit de Te montrer pour chacune des 4 composantes connexes
de CJ L'expression (2.9) montre que 1es deux composantes connexes de CJ sont des
graphes de fonctions de (t,y,n) €R xT'X homogénes de degré 1 enn et sont donc
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des sous-variétés fermées coniques de dimension moitié de celle de 1'espace total.
Pour démontrer le caractére lagrangien, on 1'établit successivement pour CO, Cl,
Le cas de CO est classique (cf. Duistermaat [4]) ; néanmoins on va en rappeler la
démonstration car c'est la méme qui servira pour Tes suivantes.

Pour cela, on donne une nouvelle description de ces relations. Ainsi pour Cg on dé-
o o
finit les sous-variétés isotropes de T*RM1yx T*x

(2.0) A0 = {(0ut 3 yan s yan) | (yan) €T, © = ¥ /a(yom)}

et les fonctions
b+ H (tsT s XsE& 3 .ysn) —_— T + q(X,E) € ]R’

et on désigne par w les flots engendrés par les champs Hbt Par définition des

b1caracter1st1ques, C0 est la variété obtenue en transportant la variété Ag par le
t

flot g, :

(2.11)  cJ= U yfal
te R =

I1 est évident que le champ Hb* n'appartient pas a 1'espace tangent & AS, de plus
Hp, est symplectiquement orthogonal & cet espace puisque bt s'annule sur Ag. Par
conséquent, Cg est lagrangienne aux points de Aj et finalement partout car Te flot
hamiltonien wi conserve la 2-forme canonique. Pour Ci on commence par définir Ai
comme la partie de Cg qui est au-dessus de Rx 3Xx X, de sorte que

1_ v t N
(2.12) .=y 2R ¥y - AL

On en déduit de méme que C1 est lagrangienne. On définit ensuite A2 comme les par-
ties de Cl qui est au- dessus de Rx3XxX et qui est disjointe de /kl et on a
2 _ Ut 2

Cp = ¢vs Ay
et ainsi de suite pour définir Ai et montrerque ¢d est lagrangienne.

On introduit maintenant la relation globale C par

(2.13) ¢, = v ¢, c=c uc.
i

Pour démontrer que C est fermée, on introduit une nouvelle hypothése sur le

flot ¢t.

o
Pour tout (y,n) € T*X, la suite des instants
(Hp) ti(y,n) —

J
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ce qui signifie qu'il n'y a pas de rayon qui vienne s'accumuler en un point du bord
("trapped ray" en anglais). On a la :

PROPOSITION 2.2. - Sous les hypothéses (Hl) et (HZ)’ la relation C est une sous-

variété lagrangienne fermée canonique de

T*R™ 1 x Tx.

DEMONSTRATION, - Tout d'abord, notons que Tes variétés Cj sont disjointes car les
AJ le sont par construction. Ainsi C est une réunion de sous -variétés lagrangiennes
d1SJo1ntes, i1 suffit donc de s'assurer que les CJ forment une famille localement
finie, ce qui découle précisément de 1'hypothése (HZ)

111, - CONSTRUCTION DE LA PARAMETRIX E.

Si on se restreint & des données initiales a support compact, on peut cons-
truire une paramétrix globale & 1'aide des opérateurs intégraux de Fourier, c'est
le résultat essentiel de ce travail :

THEOREME 3.1. - On fait les hypothéses (H ) et (Hz) sur le flot @t Soit K un com-
pact de X, alors il existe un opérateur 1ntegra] de Fourier E €1 -1- 1/4(Rn+1 3 C)

associé a la relation canonique C tel que 1'application

g e (K) —— Eg eﬂja(]RxX)
R xX

soit une paramétrix du probléme mixte ().

DEMONSTRATION, - Elle se fait en deux temps ; dans une premiére étape, on construit
un opérateur intégral de Fourier F qui est une paramétrix & ceci prés que les er-

reurs FO’ fo,'fl, h0 ne sont pas nécessairement compatibles. La deuxiéme &tape con-
siste simplement & tronquer F au voisinage de {0} x 3X pour obtenir une vraie para-

métrix E.

lére étape. On construit F sous la forme d'un développement asymptotique
Fr oz FK)
k>0 ‘
d'opérateurs intégraux de Fourier, F(k) qui vérifient

1
@) FRertz@mml, x;q
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k

1
) PO+ rR)y e 7z - KR™ x5 )

o
A A PR S (A MY

-I-k

(dk) YI(F(0)+"’+ F(k))lX _Idx el (Xs X; FX o C)

(e) BF®e. .+ FM)) e 72K (Rxax, x5 8 o C)

ol Ty et B désignent respectivement les relations canoniques de restriction aux
sous-variétés {0} x 3X et R x 3X de Rn+1 (cf. Duistermaat [4]).

Pour la restriction a t = 0, au-dessus de X, on a

rX oC = PX 0 CO

en vertu de la remarque 2.2 ; et on sait que rX et C0 se composent transversalement
et proprement pour donner la relation identitié IX (cf. Duistermaat [4]). Pour étu-
dier la composition des relations B et C, i1 suffit, d'aprés la démonstration de la
proposition 2.2, de considérer seulement la composition d'une cd avec 3. C'est le

LEMME 3.1. - Les relations canoniques CJ_g;.S se_composent transversalement et
proprement.

DEMONSTRATION, - Vérifions que 8 x ¢’ coupe transversalement la diagonale A de
o o o
T*RxX) x TR™L x T*x.

Soit u = (“l’”Z) € BxCJ) N4 et soit une carte Tocale de 3X dans laquelle Tle bord
est donné par X, = 0 ; alors les espaces tangents s'écrivent avec des notations évi-
dentes

TuifB = {(6t,61 3 ox',68" 3 6t,61 3 6x',88)| o 6g = (88',66,)}
Tuch = ((sty6t 5 8(ot . Ap(yan)) 5 8ysem) | o 6t = 8(vaTysm)))

Démontrer que (T B x T Cj) +T A
%) up u

engenare tout 1'espace, équivaut & démontrer qu'en prenant 1'orthogonal symplecti-

. que 4, on a

J L .
(Tul.%x T112 ¢y n (Tu A)” = {0} ;
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or ceci est immédiat d'aprés (2.9) ol cd apparait comme graphe d'une fonction de
(tsysn). Cette méme propriété de graphe implique que la projection
(Bxcd)n s —— Bo cJ est propre.

Revenons & la construction de 1'opérateur F. On commence par construire F(O). On
désigne par e(o) Te symbole principal de F(0) et on pose eio) = e(o) c.> on note

vy le symbole principal de 1'opérateur de restriction sur t = 0 et 8 ce#ui de 1a
restriction sur Rx 3X. La composition des symboles principaux est notée par le signe
X. Pour écrire les équations de transport, on introduit la fonction B sur %*Rn+1x
?*X image réciproque de p par la projection sur le premier facteur, on note Cp le
symbole sous-principal de P. Alors, les théorémes sur les opérateurs intégraux de
Fourier (Hérmander [6], Duistermaat et Hormander [3]) permettent de remplacer les
conditions (bo), (co), (do) par les conditions équivalentes suivantes :

1
(bg) 5 fHB + cp) . e, =0
(C(I)) Yxe+(0’T 5 Ysn ;.yﬂl) +YXe_(0,'T 5> Yon ;ysn) =0
(dg) tlyxe, (0,1 5 ¥sn 5 ¥sn) = yxe_(0,-t 5 y,n 5 ¥sn)l = 1 et « = va(y,n)

De (cé) et (dé) on tire 1'expression de

-1/2

(v x e.)(ysm) = t 1 (a(y,n) Y sur T,

d'oll 1a valeur de e, sur A, et compte tenu de (b',) celle de e sur C0 = U y A.
S 0 tE R

La condition (eo) implique que sur Ai on a
' 1 1 1 /15 .
(eg) B x e, (ty,+t 5 Ag(y,n) 3 ¥on) + 8 x e, (t 1 5 A (ysn) 5 y,m) = 0

/>
le premier terme est déja connu, on en déduit donc la valeur de e au-dessus de Ai

et par suite, en utilisant de nouveau (aé), sur tout Ci. De proche en proche

e(o) est déterminé sur C de maniére & ce que (ao), (boj, (co), (do), (eo) soient
satifaits.

La construction des symboles principaux des F(k) se fait de la méme fagon, & ce
détail prés que les équations (aé), (bé), (c&), (di), (e&) ont un deuxiéme membre.
On obtient alors un opérateur

(3.1) FerV4gmL X5 0)

tel que pour tout g € “G'(X), on ait
(3.2) PFgec(R™
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(3.3)  vgFg -g€C™(X)
X

(3.4) v Fg -ge c*(x)
X

(3.5) BFgeC (RxaX).

Notons que (3.2) implique en particulier que Fg| GQDA(]RXX);
RxX

Avant de passer 3 la deuxiéme étape, montrons que cette construction de F s'é-
tend au cas ol 1'on remplace 1a condition de Dirichlet au bord par une condition
différentielle du premier ordre

B(Dt,x,Dx)u = 0 sur RxaX.
La seule différence apparait au niveau de 1'équation (dé) qui devient :

N
(@) blrallyan) - xe,(coonbin) + blaeshllyan) - Bxey(coh)

ol b(t,x,E) désigne le symbole principal de B(D+,x,DX).

ra donc déterminer e sur'ﬁz\a partir de sa valeur sur A1 si le coefficient

t S
b(tt, t(y’")) ne s'annule pas. Ceci est vérifié pour la condition de Neumann au

bord, ou lorsque la condition de Lopatinski uniforme est satisfaite :

On pou

=

>

>

b(t,x,E) # 0 pour tout (1,X,&) € p‘l(O) et || + |g| = 1.

Deuxiéme étape. On commence par montrer que les images successives des points d'un
compact de X ne peuvent s'approcher de X, c'est le

LEMME 3.2. - Soit K un compact de X, alors il existe un voisinage ouvert X' de X
tel que toutes les images Sj(y,n) soient en dehors de X' pour tout (y,n) € T*X| .
K

DEMONSTRATION, - On appélle t, le plus petit temps pour aller de K au bord :

. 1
t, = inf t (y,n)
0 ek *
In]=1

ce minimum étant atteint, on a to > 0. Ensuite on définit une minoration do de la
distance entre X et les images des points de K :

dy = inf (distance (7,¢t(y,n)))

y €, t»> to
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Inl = 1et<aqr(ym),do(y) >>0
ol X = {x | p(x) < 0}.

L 'hypothése (Hl) implique que pour tout t > T assez grand, @t(y,n) est dans la
région ol P est & coefficients constants, i1 suffit donc de prendre cet inf pour
te [to,T] et donc d0 > 0.

N
On définit ensuite un voisinage ouvert X de X par
n
X = {x, distance (x,X) < dol-

N
Notons r% Ta relation canonique de restriction sur {0} x X C R"+1, par construction

~
de X on a

o .. . Ox Ox V
r} oC = r% 0 C° = Graphe de 1'injection T° X—— T  X.

Par conséquent les conditions (3.3) et (3.4) impliquent que pour tout g €% (R)
) v v
(3.6) vy Fg |; € C (X)

Y
(3.7) v, Fg 'm -gecC (X).
X

11 reste maintenant & multiplier F par une fonction C* convenable o« de fagon a
ce que Eg = o . Fg soit nulle dans un voisinage de {0} x 3X. Soit w un petit voisina-
ge du bord X tel que w C %\K, alors on peut trouver un petit voisinage ouvert q de
{0} x 3X dans R"+1 tel que

(3.8)  @n(t=0) =wet TN (CoT| )= 9.
K

Pour cela, i1 suffit de remarquer que C propage les singularités avec une vitesse
finie grace a (1.3). Soit 8 € CS(Q) identique & 1 au voisinage de {0} x 3X, on pose

«=1-pecC(R").

Compte tenu de (3.8), ce choix de a montre que les opérateurs F et E = a. F ne
différent que par un régularisant en ce sens que :

(3.9) (E - F)g e C"(RxX) pour tout g € L' (K).

De plus, les fonctions

(3.10) F, = PEg . fo = Y9 v £, = v,E9 VO hy = BEg

sont C” et identiquement nulles au voisinage de {0} x 3X et donc c” compatibles.
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Ce qui montre que E est une paramétrix sur %' (K).

IV, = APPLICATIONS

Tout d'abord, on obtient un théoréme d'existence et d'unicité pour le probléme

mixte (%) & données initiales & support compact.
C'est Te :

THEOREME 4.1. - On fait les hypothéses (H;) et (H,) sur le flot s*. Alors pour tout
g €X' (X), il existe une solution unique u €5€%(]§x‘x), nulle dans un voisinage de
{0} x aX et vérifiant

(4.1) Pu = 0, You = 0, YU = 9 Bu = 0.

DEMONSTRATION DE L'EXISTENCE, - C'est une conséquence immédiate du théoréme 3.1. En

effet, si on pose v = Eg et w = v-u, on est ramené & résoudre
Pw = FO’ Yo = fO’ YW = fl, Bw = hO
avec les données C” et nulles au voisinage de {0} x aX.

IT est bien connu (cf. par exemple Kato [7] que ce probléme admet une solution c”
et nulle au voisinage de {0} x 3X.

DEMONSTRATION DE L'UNICITE, - Soit u €D4(RxX) nulle au voisinage de {0} x 3X et
solution de (4.1) avec g = 0. I1 s'agit de montrer que pour tout Y€ Cg(ﬂix X), on a

< U,¥>=0.

Pour cela, on considére la solution v € Cm(lix'Y)du probléme mixte transposé

?
(4.2) t,, =¥, v =0, =V =0, Bv=0
Pv t=T et

ol T est choisi assez grand pour que ¥(t,x) = 0 quand t > T.

Soit U € D (Rn+1) un prolongement admissible de u, on peut donc le tronquer pour
t <0 en le multipliant par la fonction de Heaveside Y(t) ; on a

(4.3)  <u, > = < V(). P>

On désigne par v0 la fonction v(t,x) prolongée par & Rn+1

par 0 si t > T ou si
x ¢ X. La formule des sauts s'écrit
(4.4)

t, 0 _
Pv -‘P+Blv®6RX3X
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ol le deuxiéme terme désigne une couche simple sur R x aX.

En remplacant dans (4.3); 1'expression tirée de (4.4), i1 vient

t, 0
(4.5) <u,~f>=<Y(t)'t‘1', Pv —BIVX‘SIRan>'

Mais comme u est nul sur Rx3X au voisinage de {0} x 3X, on a

< Y(t)i, Bv @ SRyox > = O

Aprés transposition de P, on tire de (4.5)
< Uu,¥P> =< P(Y(t)’l\i, V0 >,
ce dernier produit scalaire est nul car U est admissible et vérifie

P(Y(t)a)’Rx y '

= Py = 0.
’ RxX

Remarque 4.1. - on peut aussi obtenir un th&oréme analogue dans des espaces de
Sobolev, pour cela il suffit d'utiliser la continuité de E dans ces espaces en pro-
cédant comme pour le probléme de Cauchy (cf. par exemple Chazarain [2]).

Montrons maintenant que les singularités de la solution u se propagent et se réfle-
chissent selon les lois de 1'optique géométrique.

THEOREME 4.2. - Sous les hypothéses (H;) et (H,), le spectre singulier de la solu-
tion u du probléme mixte (4.1) vérifie 1'inclusion

(4.6) wF(u) C C.o wF(g)

DEMONSTRATION, - C'est une conséquence évidente du théoréme sur la propagation des
singularités par un opérateur intégral de Fourier et du fait que la solution exacte
ne différe de Eg que par une fonction c”.

Terminons par quelques remarques.

Remarque 4.1. - Pour simplifier la rédaction on a supposé les coefficients P indé-
pendants du temps, mais en fait la démonstration marche tout aussi bien dans ce cas

et méme dans certains cas ol Rx X est remplacé par un ouvert non cylindrique de
R™1,

Remarque 4.2. - Le cas ol g n'est plus nécessairement & support compact introduit
deux types de difficultés nouvelles. On doit d'une part résoudre le probléme des
rayons "glissants" sur le bord et d'autre part les conditions de compatibilité ne
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se laissent plus si facilement exorciser. En collaboration avec A. Hirschowitz et

A. Piriou, on a obtenu quelques résultats & propos de la deuxiéme difficulté.

Remarque 4.3. - On trouvera dans la thése de Nosmas [11] une adaptation de la métho-
de utilisée dans ce travail a 1'étude de certains problémes de transmission pour
1'équation des ondes.

Jacques CHAZARAIN
Département de Mathématiques
Université de Nice

Parc Valrose

06034 NICE CEDEX
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