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THEORIE SPECTRALE
D'UNE CLASSE D'OPLERATEURS DIFFERENTICLS HYPOELLIPTIQUES

Pham The Lai
Institut de Mathématiques et d'Informatique
Université de Nantes
B. P. 1044 - 44037 Nantes Cedex - France

§ 1’ - INTRODUCTION

'Nous considérons dans ce travail un opefateux- différentiel
a(x,D) d'ordre m défini SUr un Ouvert connexe AQ de R", dont
le;s' coefficient§ sc;nf réguliers. No;zs supposons que a(x,D) appar-
tient @ une classe d'opérateurs différentiels hypoelliptiques qui
sont décrits au § 2 2 1'aide d'une paire de fonctions poids intro-
duite par R. Beals et C. Fefferman (3). |

Nous supposons ainsi que a(x,D) est formellement auté-adjoint
et que, par normalisation, Re a(x,f) + + « lorsque |g| + + =
pour tout X e Q . | |

~ Considérons une réaliéation auto-adjointé A de a(x,D) dans
LZ(Q) (semi-bornée ou non) et soit A= j t dE(t) sa résolution
spéctralé.

Nous montrons que, pour t e¢ R, la projection ortﬁogonale E(t)
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a un noyau e (x,y) qui est C?th X ) ; ce noyau est la fonction
spectrale ; nous décrivons pour simplifier sa restriction 3 la dia-
gonale : |
lorsque t =+ - @ , nous montrons que et(x,xj est 3@ décroissance
rapide uniformément sur chaque compact de Q |, -
lorsque t * + @ , nous la comparons avec la fonction :
(1.1 o, (X,) = (Zn)-“J de
Re a(x,&)<t

qui sera le terme principal, le reste étant précisé 3 1'aide d'un
réel & > 0 qui, en pratique, est déterminé par la donnée de
a(x,D) (6 est défini au § 2 par (2.8)).

Le résultat, lorsque t + + ® | est le suivént,_valable poﬁr

tout X €

(1.2) e = (1+ t7%0())e, (x)  toe

pour tout 0<6 < 1/2. .

(1.1) est obtenu par la'méthdde de S. Agmon et Y. Kannai, qui
consiste 3 &étudier un développement asymptotique du noyau de la ré-
solvante de A en dehors d'une région parabolique et en déduire
(1.2) par une formule taubérienne de A. Pleijel..

‘Nous obtenons donc aussi dans ce travail un développement asymp-
totiqué concernant la résolvante. I1 redonne, avec les mémes préci-
sions, les développements des cas connus elliptiques (cf. (1), (4),
‘(lg)) ou semi-élliptiques (cf. (M).

Signalons que N. Nilsson dans (11) a obtenu (1.2), avec seule-
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ment un reste logarithmique, dans le cas ol a(x,D) est formelle-
ment hypoelliptique. Bien entendu, dans le cas elliptidue, on sait
que L. Hormander (cf. (6)) a donné la ﬁeilleure estimation avec
=1, & é&tant égale 3 1/m dans le cas elliptique.

Par nos méthodes, il n'est pas difficile de voir que (1.1) est
valable pour 0 <0 <1, si 1'on suppose en plus que Re a(x,E&)

a des cocfficients constants.

Le plan de ce travail est le suivant :

Au § 2, nous donnons une description de la classe d'opérateurs
que nous considérons. Nous y donnons divers exemples permettant
d'illustrer (1.2).

Au § 3, nous rassemblons les lemes technidues_concernant les
majorations d'une paramétrix approchée de A - A .-

Au § 4, nous donnons le développement asymptotique du noyau de
1a résolvante (A - A)_l » lorsque A parcourt hors d'une région
pﬁrabolique.

Au § 5, nous donnons les résultafs concernant -1a fonction spec-
trale. Le résultat (1.2) est le corollaire 5.4 de ce paragraphe.

I1 y a deux appendices. L'appendice A sert 2 prouver un résul-
tat de régularité locale d'une classe d'opérateurs (pseudo) diffé-
rentiels @ laquelle a(x,D) appartient. L'appendice B rappelle
un résultat de N. Nilsson concernant la fonction définie par (1.1)
et prouve quelques résultats techniques d'une intégraie de Stieljés
1iée 3 la résolvante.

Nous remercions le "referee" de la commmication du travail de
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A. Tsutsuni (4) cot auteur ¢tudie le noyau de la résolvante et
la fonction spectrale d'une classe d'Oeratcur différentiel hypo- -
elliptique proche de 1a classe (°,9) de L. HSmmander et donne

seulement un encadrement de la fonction spectrale.

§ 2. - UNE CLASSE D'OPERATEUR DIFFERENTIEL HYPOELLIPTIQUE

Nous considérons un opérateur différentiel d'ordre m ,
a(x,DjA= z aa(x)D“ (*), défini sur un ouvert conmnexe 2 de R" ,
dont les coefficients sont C?“(Q) , bornés, ainsi que toutes les
dérivées. Rappelons que, suivant L. Hormander, a(x,D) est dit

hypoelliptique si
supp sing a(x,D)u = supp singu  u e N (@) .

Dans le cas 4'un opérateur P(D) 2 coefficients constants
d'ordre m , on sait que 1'hypoellipticité de P(D) entraine
l'existence d'un réel & vérifiant 0 < & < 1/m et une constante

C>0 tels que :
@y, Rl cdr@l - " -8lel

pour tout & ¢ R, o !n!.llti-indicef

" Dans 1le travail‘(11) de N. Nilsson, cet auteur considére un
opérateur a(x,D) tel qu 11 existe un polyndme P (&) h}’poelllp-
" ‘tique de méme force, au sens de L. Hormander, que le polynOme en

(*) Avee fa notation usuelle

a e (i 2ym ~ .
D = (-1-5X-) eo e 1 ’37;') pOu/L a = (a]’...,an)
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£, a(x,8) , pour tout x e & . Un tel opératcur est dit formel-
lement hypoelliptique et de type P . On sait qu'il est hypoellip-
tique. |

Nous considérons ici le cas ou a(x,D) ﬁ'est par nécessaire-
ment formcllement hypoelliptique ; cela permet de traiter des
opérateurs qui possedent des types de dégénérescence forte (par
excmple, Voir l'éxemple 4 de ce paragraphe).

Dans (2), R. Beals a prouvé 1'hypoellipticité d'une classe
d'opérateur pseudo-différentiel vérifiant des conditions de domi-
nation (analogues 3 celles de (2.1)) exprimées 3 1'aide d'une paire
de fonctions poids ¢ , ¢ , introduites dans (3) par R. Beals et
C. Feffcrman.

Rappclons ici les hypothéses concernant ¢ , ¢ . Deux fonc-
tions continues sur R® xR , ¢(x,8) , e (x,€) , sont dites
une paire de fonctions poids s'il existe des constantes 0<e < 1,

0<uc< 1, des constantes génériques c, C telles que :

. _ 2.1/2 le _
(1) -c<o(xE) 20> =1+ [E]) "7 ; <" 2 p(x,8) 2 C
(i) <@ £ 0(x,8) ¢ (x,8)

(iii) ¢&,E)/ e (x,8) = (v,E)/ ¢ (y,E) lorsque <& ~ <n>
(o0 A =B signifie que c < A/B. < 0.

(iV) d’(x:g) ~ ¢(st) et So (X’E) = e (}’,E) lorsqpé
ly - xl £ce(x8) et |n-g|<ChxE) .

A 1'aide de ¢, ¢ , nous faisons les hypothéses suivantes sur
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le symbole a(x,£) de a(x,D) :
(I) 11 existe m' > 0 tel que, pour tout compact ocC f , il

existe unc constante C>0 telle quc' :
m' . * -
- C<E>" < |Re a(x,8)|

pour X € O ,'EeRn, gl = cC.
(II) Pour tout compact 0 CQ , tout @, B multi-indice, il

existe une constante C > 0 telle que :

q)-lal ¢-'B|

lazbia(x,ﬁ)l < C|Re a(x,E)

pouf XeO, EeR, gl 2cC.

Un tel opéfateur est hypoelliptique d'apré.s R.‘ Beals.

Pour simplifier 1'énoncé, nous dirons qu'une propalété (P(x,E)
eAi vnale géndriquement si pour tout compact o C @ , il existe
C>0 telle que P(x,&) soit vérifiée pour xe o, |E|2C.
Si 1'énoncé fait intervenir des constantes, ces constantes dépen-

dent de o .

REMARQUE. - Comme les résultats qui vont intéresser sont de carac-
tére local, il est évidemment possible de consi_défer une paire de
fonctions poids ¢ , ¢ , continues sur & X R" et satisfaisant
les hypothdses (i), (iv) génériquement. Mais une réduction clas-
sique (cff (_gj) du local au global montz;e que 1l'on peut se Tame-
ner 23 R* xR . '

Notons < , > 1le produit scalaire dans L2 )
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<u,v> = fQU(x)vixidx .

Nous ferons, dans toute la suite, 1'hypothdse que a(x,D) est

formellement auto-adjoint, c'est-d-dirc :
<a(.,Du.v = <u, a(.,Dw

pour u,.} ve DR R

On peut alors &crire :.
a(x,D) = a_(x,D) + a, (x,D)

od le symtole de a (x,D) est a (x,£) = Re a(x,g) et le symbole
de a] (X,D) est :
@2 akE) silmakg) =g I Lot T .
Alors, (2.2) et les hypothéses (i), (II) prouvent qué 1l'on a,

génériquement :
(2-3) Ia;DSa] (xag)l < Caelao(x,g)lq)-lal-]¢p-lBI"l .

o Alors (2.3) et les mémes hypothéses prouyént que 1'on a, géné-

riquement :
(2.4) 'lang{ao(x,E)l < Cmﬁlac,(x,i)lcb"“l sa‘lél .

" En vertu de (2.3), (2.4) ; de 1'hypothése (I) et de la commexi-

té de @ , alors, oubien a (x£) a pour limite + , ou bien

C(x) D) est Llespace de L." Schwartz des fonctions é“’(g) a
| support compact.
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a,(x,&) a pour limite - « , lorsque |€] + = pour tout x e Q.
On pcut donc supposer que, pour tout Xx e

(2.5) 1lim ao(x,E) =+ o,
. gfr+em
Quitte 3 remplacer A par A + cte , on peut supposer aussi

que :
(2.6) -1 <a,(x,8)

pour Xx € 9, EeR" .
On trouvera 3 1'appendice A le résultat de régularité local
suivant concernant a(x,D) : pour toute fonction n e Q) , il

existe une constante C > 0 telle que :
" (2.7) lnuf v < c(lacx,Dul, + [ul )

pour tout u e L,(Q) tel que' a(x,Du € L,(Q) (o m' est le
réel > 0 donné par 1'hypothése (I).
Dans. (2.7), | |g , pour s réel, désigne la nomme de 1'espace

de Sobolev usuel- Hg GR“) .

REMARQUE. - Le résultat (2.6) est bien connu lorsque le symbole

a(x,£) appartient 3 la classe Sp’(s de L. H8rmander (cf. (5)).

. Dans 1'introduction nous avons fait intervenir dans 1'énoncé
du principal résultat un réel positif & . Il est défini comme 1la

meilleuré constante > 0 telle que K

(2.8) a,(x,6)° < CH(x,8) @ (x,E)



XIV-9
pour tout xe @, EeR" .
Lthypothése (ii) ct le fait que a(x,D) est un opérateur dif-

férenticl d'ordre m prouvent que & vérifie :

=] k=

.‘

Pour illustrer le résultat (1.2), nous donnons différents exem-

ples suivants :

EXEMPLES. - 1) Si a(x,D) est elliptique d'ordre m, on a

) =1;:'1 et le résultat annoncé est bien conmu (cf. M, @, Q2).
En fait, d'aprés (6), on a le résultat optimal avec 6 = 1, sur
la diagonale x =Y .

2) Dans (7), Y. Kannai a &tudié des opérateurs semi-
-elliptiques (ol quasi-elliptiques). A cause de la non-invariance
des définitions par changement de variable, nous nous restreignons
jci 8 rappeler la définition dans le cas @ =R" .

A la place de l'entier m , donnons un multi-indice d'entiers
positifs m = (ml,,..,mn) et pour un multi-indice a , notons :
n

’a :m| = k£1 a'k/mk"

Soit a(xl,D) = Z a, (x)Dm . Alors l.a partie semi-princi-
pale de a(x,D) es:.,mpi' définition, 1'opérateur
a'(x,D) = )) | aa(x)Da . Onl dit alofs que a(x,Dj est é_emi-
élliptique g;;ls—lﬂ si a'(x,8) # 0 pouf EeR -0 » pour tout
xeQ.

Alors, nous avons les résultats (2.10) et (2.11) avec



2.10 § = inf — .
(2.10) oy

En fait, si nous posons :

ks lzmk_)G/Z

@) 48 =0+ L lg ;e (x,) =1

i1 est facile de voir que 1'hypothése (I) est vérifiée pour
m' = iﬂf m_ et 1'hypothése (II) est vérifie pour la paire de
fonctions poids (2.11).

Comme

2
l mk)l/z

n
la(x,8)] < c(1 + § |&
k=1 K

(2.8) est réalisée avec & donné par (2.11).°0On a donc le résul-

tat (1.2).
'Si nous supposons de plus que ‘ao(x,D)‘- a'(x,D) ne contient

pas de termes de dérivation D pour
'176<‘|d:ml <1
alors, dans (1.1), on peut remplacer eo,t(x,x) par :
el (X = (M7 [y pyer €5

nous retrouvons le résultat principal de Yf Kannai.

3) §i a(x,D) est formellement hypoelliptique et de
type P , on peut choisir & é&gal 3 la meilleure constante don-
nant (2.1) et vérifier les hypothéses (I) (II) avec la paire de

fonctions poids
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0,8 = (P + 1D 5 ex,8 =1.

Alors le résultat (1.2) amCliore le résultat de N. Nilsson.

En fait, N. Nilsson donne seulement 1'estimation logarithmique

du reste :
- e () = 1+ (log 7'0Mey (1)t

4) Un exemple d'opérateur a(x,D) qui est hypoellip-

tique sans &tre formellement hYpoelliptique est le suivant :

a(x,D) = |x|*PD) + Q)

ot k est entier >0 et P, Q deux polyndmes hypoelliptiques.
- dc mCme signe.
. C'est le type classique d'un op€rateur non formellement hypo-
elliptique : en effet, en tout point x # 0 , a(x,D) est de
ééme force que P et a 1'origine,” 1'opérateur dégénére et a la
force Q .

Supposons pour simplifier que P et Q sont posififs.

Comme P et Q sont hypoelliptiques, il existe r > 0,
s>0 et m'>0 tels que :
132l < ce® + 7l
2%l < cE + N7 ;.
(2.13) ¢ m'

c<g>" < Q&)

|g] assez grand.
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En utilisant 1'ihégalité; valable pour 0 <8< 1:
2k (1-9 ~1ip(y
x12070) < ax,0PE) ™ ) /a0

(qui découle inmédiatement de |x|2kP(g) < a(x,8) et

Q(e) < a(x,£)) il est aisé de montrer, d'aprés (2.12) et (2.13),
que 1'oh a:

(2.14) |aia(x,8)| < Ca(x,E)<e>=? 1%l cg>0 ' 18]
avec :
p = inf (r,s) ; o' = %t .
Si nous supposons que : | .
p-p'>0
(2.14) montre‘qu'aveﬁ'la paire de fonctions poids
d(X,E) = <P ; e(x,£) = <g>"°'

.nbus yvérifions les hypothéses (I) et (II).
o ) .
Comme (2.8) est réalisée avec § =:£L?iil' , on a le résultat

(1.2) avec cette valeur de § .

' § 3, - LEMMES CONCERNANT UNE PARAMETRIX APPROCHEE DE A - A
Nous faisons dans toute la suite les hypothéses du § 1 concer-
nant a(x,D) . Nous allons construire une approximation'd'uné pa-

*

ramétrix 2 droite de A - A .
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Pour A &R, , notons :
aX(x’E) = aO(x,g) - )\c

Suivant le schéma classique de L. HSmmander (cf. (5)), nous

construisons wne suite de symboles b_ ,(X,E), b, y,eees D: 1yeen
T0,A 1, JA?

cn résolvant par récurrence, génériquement, les équations :

3.1 EECUSSE
(3.2) b; 4
' 1 .a 1 .
=-b . ( ) —23%D%, ., + ) 3%a D7, ,) .
OsA% g %=y O TETOT TR e ol “g%17%72,)
0<8<]j 0<2<]

LEMME 3.1. - On a generiquement, pour tous multi-indices «a, B
et tout j20:

| 2j+|al+|8] " - - -
(5.3) 19308, | <o\ 1C 1 Ib ya0l® ey iglol oo lBl

poun tout A &R, .

Preuve : Pour j = 0, il est aisé de voir que 1l'on a :
- 1k 11 k .k
a8 _ a .ot e B a B
(3.4) 3D,y =1 Ce‘ * bo,2 (g Dy 35)by 5 -+ (3 D 2 )b |

ol la sommation est prise pour

(3.5) 1<kz< |a| + 8] ; o+ ces ¥ & =q ; 5]+ ....+‘Bk = B.

’

En utilisant (2.4) et (3.4), nous obtenons (3.3) pour j =0 .
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Ensuite (2.3), (3.2) et (3.3) pour j = 0 donnent
2 k -1

En dérivant (3.2), une récurrence sur la| + |8] prouve que
(3.3) est vrai pour j =1 . De la méme maniére, pour une récur-

rence sur j on démontre le lemme.

REMARQUE. - Le résultat (3.3) est vrai, que a(x,D) soit diffé-

rentiel ou pscudo-différentiel.

En utilisant le fait que a(x,D) est différentiel d'ordre m ,
on peut préciser (3.3) pér la suivante :

anB '
z.3)" Iangbj,xl

[ 2j+|a +|B|

< Cib

0,2 j+ al
Wi

m

b, 22, I¥) @ iglelemlel

- Dans (3.3)'; nous avons noté Bﬂ le plus grand entier < X
lorsque Xx est > 0 et la convention [0] =0 .

Cette amélioration est importante pour la suite.

Montrons que (3.3)' est vraie pour j =0 .

Utilisons (3.4) avec la sommation (3.5).

Comme & est différentiel d'ordre m , les longueurs
lo

il > m dans la sommation (3.5) donnent des dérivées en & nul-

jes ; par conséquent

(3.6) | el <x<lal + 18l
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o]

car si k < [;Er] , on aurait
k .
Ioletlem [Lol] < lo
i=1]
ce qui est contraire & la deuxicme égalité de (3.5).
Alors (3.6) donne (3.3)' pour j =0.
Commengons & prouver (3.3)' pour quel que soit j dans le cas
el = 18] =
Dans cc cas, §i j <£m, d'aprés (3.3) il n'y é rien 3 prouver.
Considérons lecas j >m.
Comme a, et a; sont respectivement différentiels d'ordre m
et d'ordre m - 1 , on voit que les sommations dans (3.2) donnant
bj,a s'€crivent :

(3.2)" bj")‘

= - bo.,)\ (lalz'@‘j '6;1- azaoD:bl,l * |“|*§=j"1 Elf agalDszJ) ‘
J-m<e<j J-msr<j
Alors (3.3)' est vraie, dans le cas |af = IBf = 0, pour
jEm+ 1 3 il suffit d'utiliser (3.2)', (2.3), (2.4) et (3.3).
On va montrer qué (3.3)" est vraie, dans le cas |a| = |B] =
pour m < j £ 2m par récurrence. Supposons donc que (3.3)' est
Vraié pour j - 1 et prouvons qu'elle est vraie pour j .

Pour 2 telque j-m<2<j et a tel que |d] =3j -9,

ona :

2j .
k -
1352,7505,01 = 19,031 1 1o jal¥ 02 .
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Une majoration similaire a lieu pour le terme -0-‘]!- BgalDibl’ A
pour j-m<2<j et |a] =3j-2-1. Donc (3.3)" est vraie,
dans lc cas |a| = |B] =0 » Pour j en utilisant (3.2)°.

Par conséquent (3.3)' est vraie, dans le cas |a| = |B] =0,
pour m<j < 2m.

On procéde ensuite par récurrcnce sur h lorsque
hm < j £ (h + 1)m pour montrer que (3.3)' est vraic, dans le cas
la| = |8] = 0, pour tout j . ‘

I1 suffit ensuite de raisonner par récurrence éur la] + |8]
par un raisonnement analogue a celui fait dans le éas j=0.

On a donc achevé de prouver (3.3)' .

Pour chaque j 2> 0‘ , notons bj’)\(x,D) 1'6bérateur pseudo-

. différentiel de symbole bj J\(x,g) .

(3.7 by, (DG = fo; \(x,DAEE T ue D

) n
ol nous avons noté dg = (2w) n/ zdg y <X,B> = }: xigi et :
: : i=1

aeE) = Je Puigak

I1 est aisé de vérifier, grice 3 (3.3), que bs 5 (x,D) est
continu de 'Q(Q) dans £(Q) et peut &tre prolongé en un opéra-
teur continu de 7Y (@) dans £ (@) . Comme dans (6), on voit
que le noyau distribution bj’)‘(‘x,y). de -bj’l(x,D) est une
fonction C  en dehors de la diagonale de .Q xQ .,

De plus, en utilisant (3.3), 1'hypothése (I), la propriété .

'(2.8).et le théoréme de Fubini, il est zisé€ de voir que bj, 2 (X5Y)
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k, . .
est de classe (2@ x9) si m'(1 +3j8) >n + k . En particulier
bj y(X,y) est continu sur £ x pour tout j 20 si m'>n,
b

Dans ce cas,. le noyau est donné par la formule :

(3.8) . by \(x¥) = em ™ f bj’l(x,g)e‘i<x‘y,§>dg .

pouf chaque x e Q“fixé, 1'opCrateur différentiel 3 coeffi-
cients constants ao’x(D) obtenu a partir de a_(.,D) , les coef-
ficieﬁts pris au point "’ X , a un symbole ao’x(E) =a_ (x,8) qui
vérifie :

3%, ()] < Ca, (@007l

Cela est évident en vertu de (2.4). _ .
iComme c<g>? < ¢(x,E) en vertu des hypothéses (i) (ii), nous

en aéduiSOns que, pour a # 0 :

azao,xcg) / ao’x(E) +0 lorsque |E] + +=

Donc a, (M) est hypoelliptique, d'aprds L. Hommander (voir
-par exemple : L. Hormander, Linean partial diffenential operator,

Springer Verlag (1963) p. 99.

Suite 3 1'introduction, considérons eo;t(x,x) :

(3.9) &, ¢ (%) = (em™ [, (x’€)<t.da .
. ) o -

Comme fonction de t , elle est monotone croissante. D'apreés

(2.5), elle est nulle pour t< 1.,

Cdmme ao’xCD) est hypoelliptique, nous avons, d'aprés la pro-
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position de 1'appendice 1, qu'il existe des constantes

A(x), r(x) > 0 et un entier p(x) 20 tels que :

eo,t(x,x) ~ A(x)tr(x) (Log t)p(x) 3 t>+o0,

1'hypothése (I) et le fait que a(x,D) est différenticl d'or-

dre m montrent facilement que nous avons :

(3.10)

gis

$r(x) <07

Dans toute Ia suite, pour deux fonctions £(A) » g(d) d'un
paramétre A vérifiant £(A) = O[g(A)] 1lorsque [A] + + =,

nous utiliserons la notations suivante par commodité :

£ = gO[] A v 4w

LEME 3.2, - Suppbéom m'>n.
Pour tout j > 0, Le noyau bj (x,y) de bj L (X:D) est conti-
nu swr Q xRY . ‘

Nous avons :

(3.11) bj x,y)

.

23+ _ s | o
- 4[] AT g P ®ocy 1M
‘ . +

undformément Lorsque (X,y) parcourt o xR, ‘o compact de
Q.

Nous avons noté dans (3.10)

d\) = dist AR,) .
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Preuve : Comme ao(x,i)'> 0 , nous avons, d'aprés un calcul

- facile :
a x,8) - Al 2
laoﬁx,E) - A Z.Qé%% a (x,£)
pour A €R
D'od : ]
| - R 1
(3.12) I, 20601 < 7 30y T T -

" Donc, en utilisant (2.8) et (3.12), on a, pour tout k et j

entiers > 0 :
k=38 .

k o
. k -3 A
(3._1;) by, 220! (6 #) sC[aL(x’y] a, * IAD*

pour XA ¢ R,

. ?our [%] + 1<k, ona évidemment :

J <[]
(3.14) Ll +r2x.
" En vertu de (2.9)(3.14) on a donc :
(3.15) = 0<k-3js<k.

On peut donc utiliser 1'inégalité classique X e x vy
(valable pour X,y 20 et 0<as1) pour obtenir de (3.3)' )

et (3.15) la majoration qui a lieu génériquement :

..l)\".-jé'
a,(x,8) + 4]

Co 2j+1
(3.16) l A(x &) < C('d%l)']
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pour k éR+ .

Conme m' >n , on a d'aprés (3.8) :
-n
(3.17) bs Ao € @m 7 [ by s (x,8)]dE .

Alors - (3.16), (3.17) et la propdsition B.2 de 1'appendice B
donnent (3.11) car il est clair que l'on peut écrire, en utilisant

1a définition (3.9) :

J -y - wdeo,t(x,x)
a (X,E) + [A] " Jo T+ |A

REMARQUE. - Lorsque m' n'est pas nécessairement > n , on a enco-
re (3.11) pour j tel que m'(1+ &) >n .

En effet, on voit facilement que l'on a :

: _l_ 2j+1 t% *+1-38
CRCHIEL D 9%, 00
i [
(t + |A)
Comme :
. n
js > or - 1.

On peut alors utiliser la proposition B.2 de-l'appendice B

pour cbtenir (3.11) dans ce cas.

Nous avons besoin de la précision supplémentaire sur (3.11)

"lorsque Re A + + @ , Notons c(x) = sup (1,p(x)) . -

LEMME 3.3, - Su{opoz:ow& m>n.
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Pour tout j 20 , nous avons :
BN by &)
23 . '
A -3ié -
c(x)AX) {'C'II'('X'T] |A] J (Re A) I+r (x) (Log Re )\)P(X)Log Re A 0(1)

|Al+oo, ).é]Rn, Re A > 1, wilformément sdur UX]Rn, o]

conpact de .

Preuve : Au lieu de (3.16), nous avons aussi, génériquement :

23 -jé
A 1A
ij,l(x,E)l < C[d ) } [a (x,8) = A

ponc :

2j . de _(x,x)
B ] J -3é r 0,x\"?
lbj.’;\(x)Y)l L C[d( lkl | ° I t - ;l ®
11 suffit alors d'utiliser la proposii:ion B.3 de 1'appendice
B ct (3.10) pour conclure. |
En dehors de la diagonale, nous allons voir que bj 2 (&x5)

décroit rapidement par rapport a IXI pourvu que A soit en de-

hors d'une région parabolique. Pour 0 < 6 , notons la région :

Ry=tec, 1R 5 Fahcca s A%y,
Alors dans la région cﬁ 1/2 » Dous avons le :

LEMME 3.4. - Soit N, N, deux 5onc_,téom d D@ a Supports
"disjoints. Atons, poun tout j 2 0, tout multi-indice B , £'ope-
nateurn nIDB.bj,A(x,D)nZ' a pour noyau

&, (x,Y) = n, Db, LGN, () 4 qué est done 7@ x Q)
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Pour tout p > 0, nous avons :

o -p .
(3.18) G (xy) = [x]"Po(1) NETTHEv -
undformiment sur 2 x Q

Preuve : Nous prouvons (3.18), le reste étant évident.
Comncngons par le cas B =0,

Pour un multi-indice o , nous avons :

5% i<x-y,8> _

£ =0

Si 1'on prend a tel que :
(3.19) m'(1+ 38 + [a]) >n
' il ést aisé de voir que 1l'on a :
Gy 000 = 0T )%, | (x,8).e T e

1e second membre &tant intégrable.

‘Nous obtenons, en utilisant (3.3)' :

[i‘:J‘;L]H-j;s-w

| (x = )%, , )]
. 2j+|a]+1
A t
- C[ A } | I: [j+ a|]+2 deO,t(x’x)
(t + AL ™

(3.19) prouve que :

(3.20) B-e §G+18l) < [J—lmi"‘—l] £
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L'hypothdse (I) prouve qu'il existe pour tout compact ¢ C  une

constante Cj telle que :
- T ) . n/m'
(3.21) eo’x(t) S.Cc? _

pour tout .x eog, t>0.

De plus, il existe d > 0 telle que |x-y| >=d pour
X esupp n; et ﬁ ¢ supp n, . Nous déduisons de (3.20, (3.21)'et
dc 1la rémarque 1 qui suit ia proposition B.2 de 1'appendice B

pour obtenir :

- 2j+|a|+l -1 (3 n/m?
ey e = a1l [BLPTE y =Glabe g nint

Al »+ e, X€R_, O(1) é&tant uniforme sur Q x Q .

Nous avons donc :

[ .. n. 68
la "2" ":."'-—"l"—

Al ™ 2o() ] s+e, AeR

S (Y) = el Al /2

ce qui donne (3.18) en prenant |a| suffisamment grand.

S B # 0, nous prenons o tel que :
m'(1 + j§ + |a]|8) - |B] >n .

On voit alors aisément4que x - y)aDsbj’l(x,y) est une somme

finie de termes de type :

g)\(x’}’) = f(- ag)alej ’)\(X,E) -EY'ei<x-y’€>dg '

. avec Y +y' =8 ; le second membre étant inté€grable.
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Utilisant de nouvecau (3.3)' et les hypothdses ¢ , ¢ , nous

L}

obtecnons

lgl(x;)') l

[ilel]or-ge- ol shtlodd

1Al ]25+|0|+|B|+‘r’ c S
< <[ty b felel] o
¢+ b= "

(avec 0 <€ <1 donnée par 1'hypothése (i) concernant ¢ )..
En vérifiant que : |

)\ ] . A +'a|
-1+€' |xr-:‘|Y I <8( + lal)S[J——In'——]+1

n
m"
nois terminons comme auparavant.

" Pour N> 0, notons :
. N-1
. = . D
- . - -@N’A(X;D) jZo b_},l(x’ )
(3.22)
GNA,X(X’D) = (Q(X’D) - k)_(/DN’)‘(X,D) -Id .

D'aprés les formules (3.1) et (3.2) nous voyons facilement que

e symbole de Sy A.(x,D) est donné par :

(3.23) GN,A(X’g)
= 9.a Db. =T a .
%uhN al “g% x 3,A j+la§zN—l al TET1TxTiA
j<N , <N

Dans 1le prémiér terme du second membre de (3.23), puisque

a (x,€) est un polyndme de degré <m en & , la sommation a lieu

pour
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j+lal 2N 3 (N-m sj<N-1,
Nous avons noté (x), 1la partie positive de x .

Donc en utilisant (2.4) et (3.3)', ce terme est majoré généri-

quement par :

2N+m-2 Kk -N
LN T D Sl LSCH o [CX0 R

Dans le second terme du sccond membre de (3.20), puisque
a(x,£) est un polyndme de degré m=- 1 en £ , la sommation 2

lieu pour
jelel2N-1 ;3 N-m,<jsN-1,

Donc, en utilisant (2.3) et (3.3)', ce terme est majoré généri-
quement par la méme expression que précédemmenf. Nous avons donc,
génériquement :

2N+m—1

2N
-m
k=[ — "]+2

(3.28) 18,2 (x,8) < ¢C Ibo,kaoi‘f @ 9)~

pour A ¢'R+ .

" Nous avons le :

. n . ‘
@m 3.5. - Pour N> =—yg, Lo noyau &g, (x,y) de 8y ,(x,D)
est continu sur Q xR .

Nous :avons, pour € vénifiant 0 < € < Nm'§ - n
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INBEiaal ~Ne+EE
Sy, (oY) = [T(X')'] [A] 0(1) Al +=, XeR,

0(1) est uniforme en x, y € O xIRP » O compact de R .,
Preuve : Puisque N >~;¥g » (3.24) prouve que :
~ - i<x~y,
T 8y, Gy) = (2m) " GN,A(X:5)61 Y8

le sccond membre €tant intégrable.

Nous avons, génériquement, d'aprds (3.24) : .

(N-m)
| n ] sangrHE
I ( | . :Il_Z\J)_ 2N+m—1 ao m m -%-'-e—
é X,E)| < C[ } a .
Nsa A l;(n-m)+] °
b. +2
: (3 + A "

Comme

- . ) o __“0+
- Ng =g |———| + 2

g|=

m

et 0<e<Nm'§ - n, nous pouvons utiliser 1'inégalité

x7%® < x +y pour obtenir, génériquement :

nte

| 1y 2N+m—1 -jN6+£-5$- A--—r‘
oy 0l <] T e T

L'hypotheése (i) prouve que

est intégrable, d'ol le lemme.
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§ 4. - DEVELOPPIMINT ASYMPTOTIQUE DU NOYAU DE LA RESOLVANTE
Considérons maintenant wne rCalisation auto-adjointe A de
a(x,D) dans 1? (Q) . C'est par définition un opérateur auto-ad-
joint tcl que Q) € D(A) , le domaine de A , et vérifiant
Au = a(x,D)u au sens des distributipns pour tout u e D(Aj .
Soit un compact o c Q et considérons deux fonctions T, n
de D) , tellesque n=1 sur ¢ et T =n.

Pour N > 0 , considérons pour A E,-é]R+ 1'opérateur pseudo-

différentiel :

QN’A(X,D) = T_(/DN')‘(X’D)H .

En vertu de (3.3) et de la définition (3.22) de _(PN N
’ ?

~est clair que le symbole de —('DN, y(x,D) vérifie génériquement :
B - -
1E R, x,B1 <celelemlsl

D'apres R. Beals (cf. (2)), TPy ,(x,D) opére de L1°°(q)
1 2
dans L2°°(§2) , par conséquent Qn,x(x’D) opére continuement de
.L,(®) dans ngﬂ) . Notons QN,A ce prolongement dans L,(@) .
Considérons aussi 1'opérateur pseudo—di’fférentiél, pour

AER,
4.1 7 4,60 = (a(x,D) - NGy (D) - n .
I1 est clair que By, (D) envo.ie Q) dans DE) .

n . .
LEMVE 4..1. - Pour N > 75 ¢ Le noyau AN,A(x,y) de AN’A(x,D)
est continu sun Q x Q. '



XIV-28

Poun 0<0 < 1/2, 4L existe q > 0 4nddpendant N tetfque.;
(4.2) Ay, Gy = [ATNEU2Ovag 0y oy ++é; Ae k)
wriformiment surn R >< Q.

Preuve : AN"A(x,D.) s'écrit
AN"A(x,D) = T(a(J.(,D) - )\)_(/DN.’A(X,D)T] + [a(x,b) ,T]t_(j?q.’k(x,D)n -n.

Nous avons nqté le commutateur :

'- [a(x;i)),r:l = a(x,D)t - ta(fc,D) .
Utilisons (3.22), nous obtenons :

(4.3) A4y (D) = TGN,;\(’F'D)” + [a(x,D),T]@N;A(x,D)n .

D'aprés le lemme 3.4, le nbyau A:‘ A (x,y) de
?
'[a(x,D),I]f/%’k(x,D)n est (2 x Q) et est majoré par |A|7P
pour tout p > 0 , pourvu que A e ¢ﬁl/2 , |A| assez grand.
D'aprés le lemme 3.5, puisque N > ﬁr}? , le noyau AZN‘,A(x,y)

de T8y »(x,D)n est continu sur Q x Q et est majoré :

ClM-NG(l-ZB)ﬂ;

16rsque_ A 64& , |A] assez grand, q é&tant un réel > 0 in-
dépendant de N (oh peut prendfe par exemple q - h + (m - 1)é8
avec h 1le plus entier strictement plus grand que- .ﬁr‘l'é' ). On~
obtient ainsi lg lemme.

Dans les conditions du lemme précédent, on a donc :
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IﬂiAN,A(X:Y)ldy.g_C]AI'N5(1-26)+q

(4.4) ,
[olay y(xy) lax < Al

~N§ (1-20) +q
les int8grales dans (4.4) ont licu sur les compacts de Q car T
et n ont des supports compacts, car d'aprés (4.3), le support

de A,NJ)‘(x,y) vérifie :

(4.5)  suppyy By 5 (6¥) < [supp, ()] * [supp, n(y)] .

Un résultat classique de continuité dans L,(®) prouve, d' apré§

(4.4), que AN,)\(x,D) est prolongeable en un opérateur continu

dans LZ(Q) , noté AN,A .
On va maintenant montrer qpe pour u e LZ(Q) , QN’ AU € DA)

et 1'on a :
(4.6) AN_,AU = (A- X)QN’AU - nu u e .1‘2(9) .

: _En effet, si u e YY) éonve‘rge vers u dans LZ(Q) ,
_ Aﬁ,xu » QAU ‘et nu_ convergent dans L,() . Donc

 (A _ ),\)QN.,Aun converge aussi dans LZ(Q) en vertu de (4.1).
’ fQoﬁune A est fermé, QN,A“ e D) et ona (4.6).

De (4.6), on en déduit, A étant auto-adjointe :
| -1 -1
4.7 Q- A-N " =QA-2 4y,

pour tout A& R.

-

Voici le résultat principal de ce paragraphe.

*

THEOREME 4.2. - Supposons m' >n . Powr X &R, La résolfvante

v
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_ -1 5 .
Ry = (A =1) esd wr oplrateur Lntigral avee wr noyau RA (x,Yy)

continu sun N x
Ryu(x) = L Ry (x,y)uly)dy ue L@ .

Ry (x,y) aun développement asymptotique hors d'une négion parabo-

Lique :
Ry (x,y) Z L Py aGy)

dans Le sens sulvant :
Pour € >0, 4 existe q > 0, el que pour tout N-z%
| Nl : Ne+
(4.8) R,(x,y) = 5§o by Atey) + T ) ] >
A virdfdlant

1_6-'5:
mals 2

uniformément Lorsque X,y € 6 X0, o compactcC Q .

Dans (4.8), Les bj’)‘(x:)') verlfient :
1 - '
(4.9) by 1oy = AT wog 0)P®ogty 3] - 4w,

0(1) est unigfomnme ur o xR , X virifiant

§-¢

| A] 2 IM .

De plus :

) = (= [
bosa (x:x) = (2m) J 258 - X
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et @

(4.10) by ,(xy) =

T+r(x)

A (Re 77T (Log Re )PP Log ol o) A+ w

A vinifiant Re A > 1 et XER_ , wiijonmiment sur o x R* ,
o co:ﬂpact de Q.

Rappelons que c(x) = sup (1,p(x)) .

Preuve : RA est un opérateur continu dans - L;(Q) et 1'image
de R, estdans H;?CCQ) en vertu de (2.6). L'adjoint hilbertien
R; ~est _RI? donc 1'image de R; est aussi dans H;?C(Q) .

Alors la conclusion sur le noyau de R, est une conséquence.de
1*hypothése m' >n et d'un résultat bien comu de S. Agmon et
Y. Kannai (c£. (1)).

o I1 reste a prouver (4.8) et (4.9).
C-Soit ¢ un compact de Q . Considérons alors deux fonctions
T, n e DO vérifiant Tm=n et n=1 sur un voisinage de o

Avec ces donndes, nous avons (4.6). Come m' >n et N2 1 les

. L}
noyaux de Qy 5 et AN,A sont aussi continus sur 2 x @ d'aprés
les lemmes 3.2 et 4.1.

Comme Qy 5 (x,D) = T_(/DN,A(X,D)'Q , nous obtenons de (4.7) :

@11 n@By &) - nGR, &y
= n(x) IQ RX(X,Z)AN’A(Z,}’)dZ

pour tout X, Y € QaxQ, AER.
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Dans (4.11), nous avons noté :

N-1
By, (%,¥) = jzo by 3 &Y) .

L'intégrale du seéond membre de (4.10) est convergente 3 cause
de (4.5).- |

Soit d'autre part g e DE@) telle que gzt =T, § égale d 1
sur ¢ . Alors, d'aprés (2.7), il existe une constante C > 0 telle
,qué : R \ ,
loul e 2CClAUl + Jul)  ue D) .
Re vient :

loul g €@ - Nuly o+ Mlul) - ueD@ .

En remplacant dans 1'inégalité précédente u = Ry, felL,(9),
nous obtenons

(4.12) |ZR £l v < CTI!I_nA;'X_r l£lo.q £ eLy® .

Nous avons utilisé le fait bien connu que puisque A est auto-
adjoint :
1 :

'Utilisant 1'inégalité de Sobolev, puisque m' > n :

swp [uCd| < Jzuly

Xeo

nous obtenons de (4.12) avec £ 1a fonction fy s Y § c:

£y 02> By 1 (z))
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la majoration :

XeO

. - - x
sup | iR, (Db 5 aa)dy] € 1e gl £ C b 151,
Comme :

) 2

nous utilisons encore le lemme 4.1 pour obtenir finalcment :

4 Netqs D

. - q+_2..

4.13)  sw | fo Ry(x,2)8, \(z,y)dy] <C|A|
X,yg0%X0o '’ .

pour A tel que
s 2
Al assez grand. |
Alors (4.11) et (4.13) donnent (4.8).
(4.9) est immédiat en vertu du lemme 3.2 et (4;10) résulte du
leme 3.3. |

Nous avons achevé la preuve du théoréme 4.2.

;REMARQUB. - 1) Lorsque ab(x,D) est @ coefficients constants, il
est possiblg d'améliorer le théoréme 4.2. En fait, la conclusion
de ce théoréme est vraie lorsque A varie dans la région

|Tm Al .>_'l7t|l"5+s . Cela provient essegtiellemént de 1'amélioration

suivante dans (3.3)' : on peut, danS'(3.3)', améliorer les bornes .

de la sommation :

1+'[M]5k5j+ I»a'l + |8| ’

m
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au licu de la sommation

P R R

2) Lorsque a(x,D) est elliptique, on peut remplacer
a, (x,E) par a'(x,E). le symbole principal de a(x,§) et on a
dans cc cas 6=%, m =m, r(x) =2 et p(x) = 0.,
Alors le résultat du théordme 4.2 dans le cas diagonal x =y
est bicn comnu (cf. (1), (4, (2).
Les estimations de (4.10), en dehors d'un région parabolique,
semblent &tre nouvelles méme dans ce cas elliptique: Dans G.

Eskin (4), on trouve des estimations plus fiables, le terme

a
Log (ﬁ%ﬁ;) ¢tant remplacé par (g%X;) » @ >0 arbitraire.

3) Lorsque a(x,D) est semi-elliptique, dans la situa-
tion décrite au § 2, exemple 2, on a vu que § = iﬂf-l- s
' = ipfm_ .
m 1k m

11 est possible de voir que l'on a :

=]

1
- =0-
1 M p(_x).

Si nous supposons que a_(x,D) - a'(x,D) ne contient pas de

e

r(x) =
k

termes de dérivation D* pour 1 -6 < |a : m| <1, nous pouvons
encorc remplacer a (x,§) par a'(x,§) et (4.8}, dans le cas
diagonal x =y , redonne les résultats de Y. Kannai (7) concer-

nant le noyau de la résolvante.

4) Le théoréme 4.2 est nouveau méme dans le cas formel-
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jement hypoelliptique traité par N. Nilsson (11).
Pour la classe d'oplratcurs traitée par A. Tsutsumi (14), 1le
théottme 4.2 énoncé sur 1'axe réel négatif redonne, avec des pré-

cisions supplémentaires, le résultat de cet auteur.

5) Considérons pour k entier > 0 , un itéré A de

A . A¥  est donc une réalisation auto-adjointe dans L,@) de

I1 est facile de vérifier, grice & (2.4) que 1l'on a :
B k k - -
(2.4)' Ia(;Dxao(x,E)I < Clao(x,g)lq) lal(’o 18] .

51 nous posons  b'(x,E) = ar(x,6) et: b"(x,E) = b(x,E) - b'(x,),

;1 est facile de vérifier, grice 2 (2.3) et (2.4) que 1'on a :
k ~lal-1_-g]-
25 DB < clabxn el emlsl

De (2.3)' et (2.4)', nous voyons que nous pouvons utiliser la
Proposition de 1'appendice A pour b(x,D) qui donne, pour tout
x et ne DO

k
(4.11) Inul, » < CC|A™, + [ul) .

Alor§ au lieu de considérer b (x,E) = Re b(x,gj ,
bl(x,g) = i Im b(x,E) , nous pouvons les remplacer respectivement
par b'(x,8) = ?E(x,i) et b"(x,) . I1 est aisé de voir que tous
jes résultats obtenus sont valables avec la décomposition b' ,

bll .
Naturellement. (2.8) est remplacé par
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T
(2.8) | b'(x,8) " < Co(x,5) ¢ (x,E) .

Donc, dans 1'¢nonc€ du théordme 4.2, nous. devons remplacer &
par' % . De méme, les quantités’ m, m', 1(x); r(x), p(x) sont
rémplacéés respectivement par mk, m'k, k-p(x)A(x), k—‘r(x), p(x) .

Par cqn'séqucnt si a(x,D) cst tel que m' n'est pas nécessai-
rement plus grand que n ,' nous pouvons toujours considérer un
itéré ,_(a(x,D))k de a(x,D) , avec k suffisamment grand, pour
que m'k soit plus graﬂd que n pour utiliser le théoréme 42

Cette remarque sera utile pour la suite.

§ 5. - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA FONCTION SPECTRALE

A @étant une réalisation auto-adjointe de a(x,D) dans Lz(Q).,
soit:' {E(t)}t ¢R sa résolution spectrale. Rappelons que E(t) ,‘
pour te R, est une projection orthogonale dans L,(®) telle
que "E(s) < E(t) si s<t , .E(t) +0 si t+-o, E(t)»~1d
si £+ +®® et A= '[.IR tdE(t) (au sens de _[’(LZ(Q)) )._ .
‘ 11 est bien connu, pour s <t , que H(s,t) = [E(s) - E(t)JLz(Q)
: 'e'sf dans F\ D(}Q() . Par conséquent, en vertu de (4.11), toute
fonction ?:; H(s,t) est (7(2) . Le lemme suivant va permettre

de majorer les dérivées de u en fonction de sa norme.

LEMME 5.1. - Supposons m' > m . Pour teR, ue LZ(Q) »- E(t)u
est une fonction Cw(ﬂ) . Pour Zout multi-indice o , tout p > 0,

nous avons :

DE(t)u(x) = “‘trpluloOU): t>-=.
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unigormiément sun Lout compact o CQ .

Preuve : Soit © compact Q . Considérons, comme auparavant,
deux fonctions (régllcs) T, n de @(Q) telies que ™M =1n et
n =1 sur un voisinage de 0o .

Utlllsons 1'opérateur AN t:(x D) défini par (4.1) avec te R -

(1c deml-am réel négatif) et N > 3- (qui sera choisi suffisamment
grand) .

| D'aprés le lemme 4.1, il existe T >0 et C> 0 (qui ne dé- |
pendent essentiellement que de N ) tels que le noyau An,t(x,y)
de Ay (x,D) , (qui est continu sur @ x @ car N 5-} et
m' > m), vérifie la majoration :

b
Né
(5.2) lay G| s cle 70

pour tout x, y e 2, teR_, t<-T (onpeut en effet prouver,
puisque m' >n , que 1'on peut prendre q = 1). |

En utilisant le principe (4.4), (5.2) prouve que 1¢ prolongement
continu _AN,t de AN’t(x,D) dans LZ(Q) a une norme majorée

par :
: . ~N&+1
(5.3) &y, l < Clt| T

pour teR, t<-T.

De méme, 1'opérateur QN’t(x,D) = Tf'j%,‘t(x,D)n a un noyau
.QN, t:(x,y) sontinu sur Q x Q@ et vérifie, en vertu de (3.11), la
majoration :

-1+.2

IQN L&yl scle] ™
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pour tout X, yeQ, teR_, t<-T (en augmentant au besoin
T).

Par conséquent, nous avons :

, n
I+ —

(5.5) gl ecly P

pour ‘teR_, t<-T.
Utilisant le fait que A - t est auto-adjoint pour t réel,

nous obtenons de (4.5) :
5.6 ¢ A - A | 5
Donc (5.3), (5.5) et (5.6) prouvent que 1l'on a :

n .

+ = _
"= oul, [T ] ]

. mal, g cfie”

pour tCR_, t<-T.
- "Pour u e H(s,t) , nous avons, en utilisant la représentation

s'péctrale de A:
[ - tul, < (¢ - 9)]ul, .
Comme m' > n , nous obtenons des deux deriiéres majorations :
- ~N&+1
(5.7 |u|o,9 < C(|t] +€)|ul

pour tout u e H(t-' €, t), t.éR_ » t
l-N6+i

IA

-T .
Prenons ¢ = |t et soit h wun entier positif. Nous obte-

nons facilement de (5.7) :

6.8 Inul < Clt]™*Th!/2]u]
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pour tout ue H(t - he, t) , teR_, tg-T.
En prenant h entier e [e¥6=1 | N8 4+ 4[| nous cbtenons de

(5.8) : A
NS

- 2- + _
(5.9) - lulo’Q < Cltl lul

o] —

pour tout ue H(t-1,t), teR_, t<-T,
Soit @ un multi-indice.

En utilisant (4.11) et (5.9), il existe k entier tel que :

NS, 1
sup |D"u)| < clt| z 2 Ak

Xeg
pour tout ue H(t-1,t) , teR_, t<-T.

k k
Comme |A ulo,sz < Clt]"]u] pour u e H(t - 1, t), nous obte-

nons .
. NS .1
-——+=+k
.10 swp PRl scly 2 ? Tl

pour tout ue H(t-1,t) , teR , t<-T.

Pour- u ¢ L,(?) quelconque et t ¢R_, t _<_‘-T , On a la

décomposition orthogonale :
E(t)u = ul + uz + oo e

avec ug e H(t -1, t-i+1) ({i=1,2, ...

Utilisant (5..10), nous obtenons :

' N§ . 1 "
© © - o4k
s §iuel <o T le-ietl T

. Xeg i=l

Nous déduisons que E(t)u est une fonction G"(Q) et que 1'on
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..yéq-.lq-k

a 2 2
swp |D°E(0u] < C|t] Jul,
Xeo .

pour t < -T . Nous obtenons alors facilement les conclusions du

lemme 5.1.

REMARQUE. - Dans le éas elliptique et formellement hypoelliptique,
N. Nilsson (cf. (9), (11)) prouve que la décroissance est exponen-
tielle lorsque t =+ - < , Sa preuve utilise une solutioﬁ élémen~

taire de a(x,D) . Nous. avons adapté, dans le lerfme précédent, la

méthode de Nilsson.

-81 m' n'est par nécessairement > 1 , nous pouvons utiliser
la remarque 5 qui suit le th€oréme 4.2 et prendre un itéré
avec k assez grand et impair. Alors en suivant les arguments

classiques, nous obtenons du lemme précédent le :

THEOREME 5.2. - Pour tout t e R, L& existe une fonction e (x,y)

qui est C7(@ x Q) telle que e (x,.) est dans L,(Q) pour tout
x € Q et telle que

E(ux) = [ e (x,Y)uy)dy uel, (@, xe@

on E(u est 7(Q) .

" De plus, pour tout compact occC Q , tout p > 0, nous avons
e, Gy) = |t ™Poq) t+ -
t bl .
uniformément dur G x @

Le résultat précédent prouve que et(x,y) est 3 décroissance
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rapide lorsque t -+ - , Lorsque t + +  , nous allons le¢ compa-

rer avec la fonction :

eo,c(st) = (2m™ / ei<x—y,£>dg .

a (x,E)xt

Nous savons, par la proposition B.1 de 1'appendice B, que pour
tout X € Q

(5.11) e (X, A AT (Log )P0t 4w

avec A(x) >0, r(x) >0 et p(x) entier 0.

Ayant noté c(x) = sup (1, p(x)) comme dans le thcoréme 4.2,

.nous avons le

THEORBME 5.3. - Nous avons :

(512 e oY) m e ()
= (AT (Log )P (¥ ¢80 (1) tso

, undiformément sur o x g, o compact de Q.

V] =

pour tout 6 <

Preuve : Traitons d'abord le cas ol m' > n et A est auto-
adjoint > 0 . Nous suivons la méthode de S. Agmon et Y. Kannai (1).

Elle consiste & utiliser la formule de A. Pleijel :
| 1
(_5'13) o le(x:y’t) - m JL; RA(XQY)_d.'At :
< Cr (IR;(x,X)I + |Rc(x,y)| + |R;()’,X)| + IRC(Y,Y)I)_

‘ol t>0, g=t+ it et L; un contour orienté joignant 7 a

T, ne coupant par ]R"~ . Rk(x,y) est, dans (3.13), le noyau de
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la résolvante RA .

(5.13) est donné usuellement dans le cas diagonal, mais elle
s'étend en dehors de 1a diaginale de manidre &vidente (cf. (4)).

Soit 6 <-% . Nous allons utiliser (5.13) avec ¢ =t + it!=99

Nous avons d'abord 3 estimer [Rx(x,y)l . Notons
B = c(OA®) .

Utilisons le lemme 3.3. Alors pour tout compact o c'Q , tout
N2 1x; il existe e constante C > 0 telle que :

N-1 . '

I, xy)] <ot
j=o

=1 (1og )P P Log (%)

poﬁr tout Xe o, Yye R , t >0 assez grand.
En utilisant alors (4.8) du théoréme 4.2 pour N a-sez grand,

nous obtenons une majoration analogue :
(5.14) ]Rc(x,y)l < CB(x)tuf*r(x)(Log t)p(x)Log 189

pour tout X, Yy e, t>0 assez grand.
Examinons 7%; JL Rk(x,y)dk .
4 .
.Nous désirons prouver que pour tout compact o C R , il existe

une constante C > 0 telle que :

(5.15) IIL;(Rx(x,y) - by, (x,y)dA|
.< CB(x)tF(x)(Log t)p(x)t-?a

pour tout X,y eo , t> 0 assez grand.
Pour cela, nous choisissons le contour L; de la maniére sui-
vante : Lc est composé de deux segments L; , joignant t + £1788

. ' 1= s . -
a t+it et t - it 8 3 t-it et d'un arc de cercle Li
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joignant t + if 3 t - it , ne coupant par R

Utilisons de nouveau (3.11)', Nous obtenons, pour j 2 1 :

v JLI ij_,A(X:Y)d)‘l
f c ¢

. s t :
< CB(x) 4 3%L0g 8 f s ;§% FHEO (0 2

-

I1 vient de 13 :
N-1 _
(5.16) Ij_g_l jLé bj_,x(x,y)dkl
SCB(){)t-G(]-ze)Log tedtr(x) (Log t)p(x)t---%

(avec une constante C qui ne dépend essentlellement que de N )
pour X e 0 , Yy «eR" t >0 assez grand.

2 eq s
© Sur L,; » nous utilisons (3.11) pour obtenir :

17 | X J : b; 2G| < CA(x)t ™ (Log £)P*) ¢~
pour X e 0, ye]Rn,' t > 0 assez grand.

Utilisons de nouveau (4.8) avec N suffisamment grand ; en
:"mtégrant le reste de (4.8) sur L:; et Li 2t tenant compte de
(5.16) (5.17) nous obtenons (5.15).

Par la formule de Cauchy, nous avons :

1

6518 g5 i boal Goy)ar =

et

t
. 1 ‘
L 7 L [bo, xeie (639D =By, il (V)] 4o [ 2. Poa (M)A

od %, est composé de deux segments, joignant t + itl-ea a

-
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X R I .
t+1€ e¢t t - 1t a 't -1€ ,

Utilisons encore (3.11)' ; nous obtenons, avec C > 0 indépen-

dant dc €

1-68

]LLS by, A CYIAA| ;cxacx)t"+’(X)(Log £)P ) ]" Log (Bax .

€

En.intégrant, nous avons :
(5.19) 'Jne by, A (XY)dA| < CB(x) £50 (o £)P(X) 708 Log t

' n
pour xe¢eo , yeR , t>0 assez grand.

I1 est aisé de voir que 1l'on a :

1 t .
(5.20) ﬁi’;‘m L By, aie oY) - by s (x,¥)|dr = i
| £ .
i 1 i 1 - 1 i<xsy,&>
Zf‘iL [(211)“ iifj(ao(x,g) -0-1 a_(xX,E) -G-Té)xe 7 di]dt

D'apros un resultat bien connu (cf., par exemple, J. Milnor (8))
l'enscmble des valeurs critiques du polyndme en £ , ao(x,z) , est
un ensemble fini (rappelons qu'une valeur z e € est appelée va-
| ;eur critique d'un polynéme P s'il existe g, ¢ R tel que
P(E) =z et grad P(E) =0).
| Nous en_déduisons que la fonction (en t ) eo’t(x,y) , qui est
localement 3 variation bornée) est dérivable, sauf en un nombre

fini de points et de dérivées :

, d _ -n i< JE>
(5.21) I eo’t(x,y) = (2m) Jao(x,s)=te x-y,¢ u

od M est 1a,fornb :
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dsao(x,S) Au-= dg‘ A d£2 A ... A d&n .

Alors (5720) (5.21) prouvent que 1l'on a :

o t -
(5.22) 1;:27,—,; L by, reie Ko¥Y) =By i (X,¥) dr
. . 1 i -
(Zw)n o,t 24
Alors (5.13), (5.14), (5.15), (5.18), (5.19) et (5.22) prouvent
(5.12) dans le cas m' >n et A auto-adjoint 2 0 .

Examinons maintenant le cas ol m' < n . De maniére classique,
prenons k assez grand pour que km' >n et k pair pour que A¥
soit auto-adjointe positive. D'aprds la remarque 5 qui suit le
théoreme 4.2 et 1'étude asymptotique :

(5.23) ey OY) - @mT" J,k AR
a (x,8)st

= B(X) tr(x)/k (Log tl/k)p(x) t-e&/k o(1) £+t

Comme ek’t(x, ) est la fonction spectrale de Ak avec k

pair, rious avons pour t > 0
(5.24) e (5Y) - e (xy) = e . K(xy) .

Alors, puisque e_t(x,y) est a décroissance rapide lorsque
t + +» d'aprés le théoréme 5.2, (5.23) et (5.24) montrent que la

conclusion du théoréme 5.3 est encore valable.

 CORCLLAIRE 5.4. - Sur fa diagonale, et(x,'x) a un compo)zzement.
" asymptotique : '
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e (x,x) = (1 + t'060(1))eo c (X5) t++w

pour toul 6 <-% .

Preuve : I1 suffit d'utiliser (5.11) et (5.12).

REMARQUE. - Lorsque ao(x,E) est a coefficients constants, les
conclusions du théoréme 5.3 et du corollaire 5.4 sont valables

pour tout 6 < 1 . C'est une conséquence de la remarque 1 qui suit.

le théoréme 4.2.
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APPENDICE A. - REGUIARITE LOCALE D'UNC CLASSE D'OPLERATEURS PSLEUDO-

- DIFFERINTIELS INTOLELLIPTIQUES

Nous considérons une paire de fonctions poids ¢ , ¢ comme au
§2 et soit un oplrateur pscudo-différentiel a(x,D) dont le symbo-

le vérific génériquement les conditions :

(A) lax,8)| < c<&>" pour m > 0
®) |3%Pax, 6| < clatx, 712l #718]
) - C<.5>m' < la(x,8)| pour m' > 0 .

_D'aprés R. Beals (cf. (2)), a(x,D) est hyboelliptique. )
" Nous allons donner une preuve rapide de ce fait, cela nous per-
met-d'introduit? des ingrédients nécessaires rouf la suite.
;"Suivant le échéma classiqﬂe de L. H6rmander, nous construisons
un opérateur b(x,D) , paramétrix 2 gauche de a(x,D) , en résol-

vant génériquement les formules définies par récurrence :

. a(x;a)bo(x,a)_= 1
) |

. o .

o< “%Sj
I1- est aisé de vérifier que 1'on a, génériquement :

@ 133080, (x,8)| < Clb, | (4 P P CIRRTY )

Ceci montre, grﬁcé a l'hypothésé (c) et les hypothéses sur ¢ ,
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¢, que lc symbole b (&,§) apparticnt d la classe 9 suivante

de R, Beals ct C. Fefferman
(3) ' by e sii .

Remarquons aussi que a(x,g) appartient d la classe

~

(4) a e SV/wm/ugg) |

Utilisant le calcul des o. p. d. (opérateurs pscudo-différen-

tiels)Ade (2) et (3), nous avons :

®) - bj) °a- 1 ¢ stk (m/u)-km)

0s]<k

. A 1'aide de (5), on construit un opérateur b dont le sy'mbol.e

1 by(x,E) et tel que ba - I est régularisant. Ceci mon-
jzo . . .

tre quc a(x,D) est hypoelliptique.

est o~

LEMMEA.‘]._POMJCOU/C t)o,a-ew,ta M>0 Lol que »tOth 0.
p. d. r(x,D) dont Le symbole T(x,E) € s™M ™Moy st rsgulani-
sant a 2londre t , c'est-a-dire :

(6) T(x,Du € Htl:oc Q) si ue L:ZLU: @ .

Preuve : Nous prenons :

_—/ :

(%) TPour deux néels M, n, SM’m(Q) est L'ensemble des symboles

a(x,&) verifiant généniquement :

et < o lelemlel
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7 M= [0+ +e +em+ 1)y

avee '1;, ¢ donnés par les hypothéses (i) (ii).
Pour prouver (6), On toujours supposer que le support en x de

r(x,£) ost compact. Soit K = supp, r(x,E) .
- -n/2 -
Notons alors £(m,6) = @M ™2 [ r(x,ne ™™

Par intégrations par parties, nous avons :
In®T(,8) | £ Cy &k (4(x,8) ¢ %00 Mo x5 1ol . |
En utilisant les hypothéses (i) et (ii) sur la part'ie de fonc-
tions poids ¢, ¢ , nous avons, pour tout N> 0 :
® |t(n - &, &) < G<n - g Negy Mutle
| Comme 0<e< 1 la-valeur (7) prouve que l'on a :
Mu/e = (Mu + n.+_1)/(1 +e) 2 1. .

Prenons donc dans (8), N 1'entier vérifiant :

M+n+t1, M+n+1+1_<_Mu

Q) - TrEe SN TR e
" La dernidre inégalité de (9) et 1'inagalité de Peetre donment :

(10) <€>—Mu+N8 < C<n - £>Mu-Ne <n>-Mu+Ne .
I1 vient de (8) et (10) :

S~N(1+e)+Mu <n>t-Mu+Ne ]

(1) <>t -, El £Cn-¢&

La deuxieme inégalité de (9) et la valeur (7) de M prouvent
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que nous avons :

Utilisant la premiére inégalité de (9), (11) et (12), nous obte-.

nons :

-

[<n>f 2(n - &, 5| < cen - & |

I1 est alors bien connu que cette dernidre indgalité prouve (6)

PROPOSITION A.2. - Soit a(x,D) un o. p. d. dont Le symbote
a(x,E) virifée Les hypothises (A), (B) et (C).

Si ue Lioc(n) et a(x,Du e L;C'c(sz) , alons u e H;c,’c(ﬂ) .

>

" Preuve : A m' , choisissons tn M correspondant au lemme pré- :

cédent. Prenons alors un entier k tel que

o o VI
a3 . k_>_M+u

et notons
P (x,E) = BRI

Remarquons que, grice 2 (3), D, (X,E) e %) .

Soit h (x,D) un opérateur de N(Q) dans £() , propre (au
sens de L. Haménder), défini par.lun symbole h (x,8) , tel que
b (x,D) - p (x,D) soit régularisant (c'est-3-dire de noyau
Q“(ﬂ x Q) )f Avec (5), le calcul des o.'p. d, de (2) et (3), le
cho:bzc‘(13) de k et le lemme A.1 prouvent que 1'opérateur

h (x,D).a(x,D) - Id estrégularisant i 1'ordre m' .
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ponc  h (x,D)a(x,D)u - u e Hl‘,’c @ .

I1 reste & plOUVCI‘ que hk (x,D) , donc pk(}\ D) , est régulari-
sant 4 l'ordre m' .

Pour cela, notons A(§) 1le symbole ™ . Comme, d'aprds (3),
tout symbole s°’°(§)' est régularisant 3 l'ordre o , il reste &
prouver que 1e symbole Ao °p, € s °@ .

Prenons h entier tel que h 2 —{;- . Le calcul des 0. p. d.

prouve que 1l'on a :

1

(14) Aep - laLh a1 9 A Dlp, « sm'/w-h, '/u)-higy

Le choix de h permet de prouver que le premier membre de (14)
et dans SO’O(Q) . Grice aux hypothéses (i), (ii), (C) et a (2).,
11 est aisé de vérifier que az
Nous conclusons que A o o S°’°($2) , ce qui achdve la preuve

A Dj:pk e $2°°Q) .

de la proposition.



XIV-52

APPENDICE B. = TONCTION SPECTRALE D'UN PMOLYNOME INTOLLLIPTIQUE

Soit P(£) un polyndme hypoelliptique de dégré m , 3 valeur
réelle pour £ € R" , telle que P(E) + + » lorsque |E] + + =,

. ]
I1 existe m' > 0 tcl que c<<‘;>m <P(E) pour |E| assez grand.

-~

En ajdutant au besoin une constante, nous supposons que :
ml
Q) <™ <PE)  YEeR".
Considérons la fonction spectrale assocife 2 P :

e(t) = [p(gy<e 9 -

. Elle est monotone croissante en t , nulle pour t <1 .
. Rappelons que e(t) a un comportement asymptotique suivant,
lorsque t + + o

- PROPOSITION B.1 (cf. (10) et (13)). - I existe des rZels
A>0, >0 e/txune'wtiu p2>0 Zels que :

t2) . e(t) v At" (Log t)? t> +w
() ~ g(t) ségnifie que lim £(8)[g(t) = 1).
oo

REMARQUES. - 1) Dans (10), N. Nilsson prouve seulement un encadre-
ment de é(t) et dans (11) , cet auteur signale que 1'on a (2)
sans donner de preuve. On peut trouver une préuve de (2) dans le
travail de Cf Smagin (cf. (13)) qui utilise un résultaf: de prolon-

gemenf méromorphe de 1'intégrale | P(E) E d'apres



XIV-53

I. N, Bernsteinf

Signalons qu'il résulte de N. Nilsson que, dans un voisinage de
+ o e(t) csF'analytiquc rCelle (de fait, comme nous 1'avons vu
au §5, e(t) est.analytique sur 1l'ouvert de R complémentaire
d'un nombre fini de points). |

De maniére précise, N. Nilsson prouve qu'il existe T > 0 tel
que d'ms 1'ouvert ]T, +°°[ » €(t) est unec somme finie de termes
du type tf (Log t)’H(t) od H(t) est la restriction 11, »[
d'une fonction holomorphe dans |z| > T dont ia série de Laﬁrent
au voisinage de 1'infini s'écrit :

H(z) = a_ + Z %,
k=1

D3 .

-fdors A, r et p donnes dans (2) correspond au terme "prin-
c1pal" de e(t) , t (Log t)p(A + Z akt ky . Il en résulte que

la dérivée e'(t) de e(t) aun pomportement asymptotique :
© e'(t) v BtT ' (Log )Pt +e
‘avec B = (r + p)A .

2) Remarquons aussi que (1) et le fait que P est de

dégré m entrainent que

=1

4)

o n
< T < .
STigr

Nous allons déduire de (2) une majoration d'intégrales de

Stieljés liées 3 la résolvante.
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PROPOSITION B.2. = Soit k et h deux aéels virifiant

0<h<k- %‘,— . Aloxs, pour t > 0, 2'intégrale

h
_ [P
Len(®) = J: -

(T+n)"
esl convengente. -
Nous avons:
(5) L (0 = AT (log PO(1) tar e,
] . : ’

Preuve : Comme e(t) est nulle pour t < 1, il suffit d'exa-

miner la convergence de I au voisinage de 1'infini. D'aprés

»h
(3), nous voyons que

‘ The'(T)

(x + t)*

se comporte 3 1'infini come 1T % 7(Log 1)P .

L'hypothése sur k, h et (4) prouve que :
k+1-th+1)>1

d'od la convergencé de I h(t) .

En vertu de (2), il existe T > 0 tel que :
(6)  e(t) £ 2A tT(Log t)P pour t2>.T.
Aprés une intégration par parties, nous avons :

L,n(®) = [ g@e(mdr
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avece
h ‘l‘h- 1

(1) = k —= - h .
g (r + t)l+l (r + 1)k

Ecrivons 1'intégrale en :
t ©
L n(® = [; ge(mdr + [ g(r)e(r)dr

avec t2T.
Comme e est croissante, nous avons C une constante > 0 in-

dépendante de t ¢

M |ff g@e@dr] 2 e Me(r) [Fdr = ot e (o)

puisque, sur [0,t] , mous.utilisons |g(1)| < ctk-1+h :
. En utilisant (6), nous avons, avec C > 0 indépendante de t :
(8) | f:. g(t)e(r)dr| < AC I TR 00 1) Par

puisque, sur [t,*[ , nous utilisens |g(t)| < cok14h

De (7) et (8), il est facile d'obtenir (5).
REMARQUES. - 1) Nous avons 1'estimation suivante pour Ik,h t) ,
plus faible que (5), mais {indépendante de A :

(m/m")+h=k

(9). Ik,h(t) =t o(1) t+ 4+,

I1 suffit pour cela d'utiliser, grice 5‘ (1), la relation :
n/m'

e(t) £ Ct

et d'achever de prouver (9) comme nous avons fait pour (5).
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2) L‘e’stimation (5) est cncore vraic si k et h vé-

rifient ¢ 0<h<k-r

PROPOSITION B.3: - Supposons m' >N . Soit A e C tel que AER,

et Re A > 1 et considirons L'intégrale (convergente) :

. _ 7 _de(@
6 L t- A

NouA avond

(10)  G(A) = B(Re A)™ ! (Log Re M)PLog (ﬁ) o(1) Al + =
A | m A/

avec B = (r +p)A.

Preuve : I1 est clair que la fonction sous le signe somme est
int3graple, puisque m' >.n .
Ecrivons ) = £ + in et prenons & 2 2T (donnée par (6)).

Décomposons 1'intégrale cn.trois termes :

£/2  (38/2 (= |
= ‘ = (I) + (II) + (I1II) .
e [ +L/2 +L€/2 (ID) + (1D

_ Pour (I), nous utilisons le fait que

1/2 pour. T e. [0, %]

I = Al >g (& + n’)
- donc :
an @ 2 CAlTNe )

Pour (III), nous utilisons le fait que :

|T'.)‘[2.'r-.'5 pour 're[%, oo[
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donc :
: -1 3¢ ® e(1)dt
(III) < 2§ ‘e + J .
T hes2 (- 6)°

Utilisant de nouveau (6) (valable puisque & 2 21) , nous obte-

nons, avec C > 0 indCpendant de A
(12) (1) < 26 e 3+ Ace™ (og O .

Pou_r (I1), nous avons :

' 3¢/2 dt
(I1) < C sup e'(t J/ l ‘| o
(€ 3 g/2 [t-E&| +|n
te L-z-,—zé]
=2 sup _ e'(t)/Log £ .
e[ 38 2|nl
22

En utilisant (3), nous pouvons supposer aussi que :
' R P
e'(t) < 2Bt” " (Log t) pour t 2T

en augmentant au vesoin T .
Puisque £ 2 2T , nous utilisons cette dernié€re majoration pour

obtenir :

(13) @D < cBE"  (Log £)PLog 'an -

. Comme 1A < B, donc AS.%B d'apres (4), (11), (12) &t (13)

prouvent aisément (10).
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