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VALEURS PROPRES D'UNE CLASSE D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES SINGULIERES

SUR UNE DEMI-DROITE
par

PHAM THE LAI et Didier ROBERT

Nous considérons dans ce travail des opérateurs différentiels du type :
L(t,D,) = D’E(thDI,]:) + 5 sur Jo,o[ ot meNN(0), h et k réels, k>0,
0< h<2m et Dt =1 I Aprés avoir défini la réalisation de Neumann A de
L(t‘,Dt) dans LZ(IO,«’D nous montrons qu'elle posséde une suite O‘j)jZO de va-
leurs propres réelles écrite suivant les conventions habituelles. Nous nous proposons
d'étudier la répartition de la suite O\j)j?() . Soit

NM) = Y 1.
ALSA

On établit en particulier la formule asymptotique :

. (h/2k.m)-(1/k)-(1/2m) _ -1, _ h 1
() [lin NO) = K B - g s et 1)
ol B désigne la fonction béta classique.
Les opérateurs du type L(t,D
ques dégénérés (P), (°) et (°).
Nous ne donnons pas ici le détail des démonstrations. Elles paraitront probablement

) interviennent dans 1'étude d'opérateurs ellipti-

ailleurs.

I. - INTRODUCTION
La formule (*) est connue dans des cas particuliers :

=
1]

0 : Levitan (%)
(I]) m=1:
. h=k=1: opérateur d'Euler.

On a explicitement : >‘j =2j+ 1 pour j entier> 1.

(Iz) m quelconque, h =k entier : A. Mohamed (7).
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Nous considérons ici la classe des opérateurs différentiels qui s'écrivent formel-
lement :

L(t’Dt) = z D~(aj£(t)t2(°+&n)+(j+2') (1-6) .D’Q’)
0gJ, fem

avec les hypothéses :

(H1) c réel <0, § 181 >0 telsque g+ém>0 et g+my 0
) . .
(Hz) ane L7([0,=]) ; ajJL réels ; a
pour 0g j, 2<m.

=a . et lim ajl(t) = ajl(w) existent

B 2 oo

Définissons les espaces de Sobolev 3 poids :
Wg' s = lue D' (]0,»]) : ©*m*j(1-8) piy ¢ de 0,°[) pour 0¢ jg m
s

mmi de la norme hilbertienne canonique.
Posons :

a(u,) = J C ajl(t).tz (o+6m)+(3+2) (1-8) py, phy gt

0g¢j, fm

pour u, V e Wm
On fait sur a 1'hypothese de coercivité : (C) Il existe Co, Yo > 0 telles que

atww » ¢ flul?

W

2 1t
- Yo” u ||Lz pour tout u e Wg’d .
0,8

D'aprés le lemme de Lax—Milgram, la forme sesquilinéaire hermitienne a engendre
un opérateur A € 4 (Wm 5) ol Wc 5

chet d'antidualité def1n1 par "le produit scalaire de L (]0 «[) . A "correspond 3 1a
réalisation de Neumann de L(t,Dt) . L'opérateur : L(t,D) = Dm(t Dm) + tk corres-
pond aux paramétres : & = 1 +%—— et c=%——m .

désigne 1' antldual de Wm )6 pour le cro-

II. - RESULTATS
On a besoin du résultat préliminaire :

PROPOSITION 1. - Posons

0,0 = I a0,
0<j, fsm J

Alors il existe E > 0 telle que :

w (8) > B(1 + Ez)m pour tout £ €R .

' S - -1 . 2 ~m
D'aprés (C), G)\ A+ ) existe pour A réel > Y, et G)\ € .z;(wc’a, WT;’ 6) .



On a les résultats suivants :

THEOREME 1. - (i]) G)‘ est un opérateur intégral, de noyau (3)‘(1;,1) continu sur

]0’,00[ X ]0,00[ .

. T . L 3
(12) Sous la condition supplémentaire : o m< 1, G,

est un opérateur nucléaire de LZ( |0,|) dans lui-méme et 1'on a :

lim A"‘*.r G, (t,t)dt = (2r.8)" (sin 10) e f w, (8)™%E .
A too 2 R

THEOREME 2. - (ii1) Le spectre de A est discret, constitué d'une suite crois-

sante O‘k)b o de valeurs propres, chacune étant répétée suivant sa multiplicité qui

est finie.
(ii,) Posons : N(\) = ] 1. 0na alors :
- Aer
lim ATNQ) = (2n.8)7) [ o @®) & .
R

A = oo

_ 5 . . PPN
REMARQUES. (R]) Lorsque VG0 <1, (112) est une conséquence immédiate

de (iz). En effet, on a :
+o0
[(2@ g o
-t + ) 0o

et il suffit alors d'appliquer le théoréme taubérien de Hardy-Littlewood (*).
(Rz) Un calcul simple d'intégrales montre que (*) est un cas parti-
culier de (iiz).

III. - INDICATIONS SUR LES DEMONSTRATIONS

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.: Soit P € C‘Z(]o,m[) , ¥Y>0,
Supp @ [1,%] telle que f; t2(0+8m).g|>2(t)dt =1.Pour e¢€]0,7] posons :

(o+sm (1/2) igs™1e8

ue’g(t) = - p(e.t)e

On a alors :

= i+ t,.2(c+8m) 2
a(ue’g, ue,g) OsjE,: o< 3 J: ajl(e)t Lpl(t)dt + Re,g

Utilisant Liebnitz on prouve que (R€ g| K C(E).€6 .
On en déduit : ’

lima(u_ ,, u_,) = w (&) .
£20 €,8° €,¢
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Or : lim || Dmu || Zm
£+0 3
. om,
lim ||t ||
£+0 ‘e
. 2
lim fju_ . ||%, =0.
€+0 €8 L2

La proposition 1 résulte alors de la coercivité de a.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1 : D'aprés un thé€oréme abstrait sur les opérateurs
continus : W;m6 - W’;‘ s (O) on sait que G, admet un noyau continu sur J0,»[x]0,o[
’ , Clt.r)=@m)/2m =1+ (1/2m)

et qu'il existe C > 0 telle que : |G (t,0] < pour tout

A;YO, t, t>0.

D'ol il résulte que si T> 0 ona :
T T
)\1"".[ G, (t,t)dt ¢ C y (1/2m) - I ¢em/m g,
o )
Orzz]ﬁ-a<0 , d'ol :

lim x]‘“.fT G (t,t)dt =
A > oo o

On est ramené a étudier le comportement de f; G)\(t,t)dt pour A =+ 4o

On commence par 1'étude du cas ol les coefficients aJ.’Q sont constants. On suppo-
se donc a partir de maintenant que a (t) ) pour te ]0,o[ . On distinge
alors deux cas :
Jer cas : § > 1 . - On procede par figeage des coefficients de L(t,Dt) . Soit

t >1,
o]
a (W) = ) “'£’t§(0+6m)+(j+1)(]—6)‘r Du v dt
o ogi, m I 1
a(u,v) = ) a-l.r (2(o*ém+(5*0) (0-8)p,, phy ge .
ogj, tsm 71

Posons V = {u e Wg’ s> Supu ¢ [1,2[} muni de 1a norme canonique. I1 est clair
que a est V-coercif et ot, est Hm(]1 ,2[)-coercif H" : espace de Sobolev usuel).

Soient alors A (resp. At ) 1' operateur engendré par o (resp. O o) et

= (A+ A) , A,t = (Agy * A) pour A > Yo » Y, 8Ssez grand.,

G a un noyau donne par :

oto
-1 ei(t'T)‘gdg
G . (t,0) = en
A,to R t(Z)(chGm) .w(t;-(sg) +
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ol 1'on a posé :

wm) = ] o z«nJﬂ?‘ > neR.
ogj, fgm °?

L'estimation suivante est essentielle (nous 1'admettrons).
LEMME 1. - I1 existe C> 0 telle que :

IG)\(t:t) - G)"t(t’t)l <

< ¢ S 1CGrm/m) | (2(rem) , )-1+(1/2m) [e , 1 brem/m }

(t2(0+6m) +13) 1/2m

our t 2, XY, s 0<eg 1/2.

Un calcul explicite prouve que :

tin 2 g 60 = Gr o7 st e [ w©) % -

A = too

Utilisant alors le lemme 1 en faisant A + +» puis ¢ + 0 on obtient (iz).

28me cas : §e ]0,1[ - On construit une paramétrix 3 droite pour L(t,D ) + )\ sur
[1,o[ . Posons :
2 (o*em)+(3+2) (1-8) pj+e

t

et Ly=L-1Lj.

Suivant le schéma classique de Hormander on construit une param@trix a droite en

posant :

-1
By 5 (£:8) = (Ly(£,8) * )

1 o, . .
—T ..0% tier 3 0 .
3 35 K, pour j entier >

bj+](t’€) == bO,}\ 3 iVt

i+o=j-k+1
osksj
i=o,1

Posons : BN,)\ = bo,), + el * bN,A N entier 2 0 , on a alors :

(6D + By 5 =1+ Ry

a = T 5Y Y
ot (t,8) = 3L .D'b 3L, .D'b
RN,% 'y+k)>:N+] YT €% "7t k,A Y*%?N YT E71 Kk,
kN kgN

Soit xe C'(R) telle que Supp xg[1,[ , x =1 sur [2,9] . Ona:
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w%ﬁ-(A+M4«=(A+Mqﬂmx+“+kfwhﬂ%a

on [, ] désigne le commutateur de deux opérateurs.,

<

On estime le noyau de chacun des termes de cette &galité a3 1'aide du :

LEME 2. - Pour tous entiers p, q, N3 0, il existe c(N,p,q) > 0 telle que :

2N+ptq
Pl ) -N.-p. -q
|3 Dt by >‘| C(N,p,a)|b, )\I £2=1 lLo'bo,AI @G-9) 9

pour tout (t,£) e [1,o[ xR, A30.

Le lemme 2 permet de prouver (iz) dans le cas des coefficients constants 3 1'infi-
ni.

Ensuite nous €tablissons (iiz) dans le cas des coefficients constants 3 1'infini.
Pour cela on considére un entier p>oa.

Posons G(p) = (AP + ).) .Ona: G(p) € .(‘f(W 5 Wm 6)

I1 en resulte que G(p) a un noyau contmu sur’ ]o oof: x ]10,o[ . De plus :
t - G(p) (t,t) est 1oca1ement intégrable sur ]0,o[ .

LEMME 3. - Sous les hypothéses précédentes on a :

T
lim A]‘(“/P).f 6@ (¢, 0dt = 0
(o]

A >+

Procédant comme pour traiter le cas a < 1 on prouve la :
PROPOSITION 2.

1im 21~ (2/P) fm 6P (t,t)dt = (2n8) "' (Sin 639))'](395.[ w, (£) %dE .
A0 lo) P p R

De la proposition 2 et du th€oréme taubérien de Hardy-Littlewood on en déduit (iiz)

dans le cas ol les coefficients de L(t,D sont constants a3 1'infini. Le passage

)
des coefficients constants aux coefficients variables se fait de la maniére suivante.

Pour e ¢ ]0,1[ posons :

() a. 2(°°) pour t > T(g)
ajJL (t) =
jz(t) pour os t<T(e)
ol T(e) est tel que : |aj2(t) Q(m)l < € pour tout t > T(e) .
Posons alors :
aE(u,v) = X r a.(e) (t)t2(0+6m)+(3+9') - S)DJU D*v dt
ogj, &m ‘o J
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pour u et vel‘f:(s,onaclairement:
’

lau,v) - a_@W)] sellull ; -l Vllwm .

g,§ g,8

D'od il résulte que pour € assez petit, a est Wg‘ 6—coercive.
1

D'autre part il existe C, C0 >0 tels que :
2
la(u,u) - ae(u,u)| € C.e.a_(u,u) + Co” u ”Lz

pour tout uewlcl;(s .
s’
Soit (Age)) i50 la suite des valeurs propres relatives & a .
De la formule du Max-Min (Courant-Hilbert (*)) on déduit :

- - () ()
C0 + (1 C€)>\j < )‘j < (0 + Ce)xj + C0

pour tout j > 0, ¢ assez petit.

Posons N(A) = 1 1. On obtient alors :
A&
J
A
N_( ) SN(A+C)
€ ()
1 +
£
N - C)) < Ne( —2—).

- Ce

Si y= (216" L{x'“(g)dg on a :

lim X"N_(1) =y pour tout e¢ 10,1 .

P

D'ol 1'on tire :

Lim XNQ) =y .

A0
Ce qui prouve (ii,). On en déduit (iz) par le théoréme réciproque de Hardy-Little-
wood (1).
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