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Sur les lignes conjointes dans les conigues ;

Par M. TERQUEM.

1. Jappelle lignes conjointes deux droites telles qu'en les prenant
pour axes des coordonnées les coefficients des deux carrés dans 'équa-
tion de la courbe deviennent égaux.

2. 1 est évident que deux droites conjointes coupent la conique,
généralement parlant, en quatre points, situés sur un méme cercle,
que je désignerai sous le nom de cercle conjoint ; et réciproquement
quatre points d'une conique €tant sur un cercle, en les joignant deux
a deux, on obtient deux lignes conjointes.

5. Deux diamétres égaux sont deux lignes conjointes; il en est de
méme des asymptotes de hyperbole; un diametre principal se cou-
fond avec son conjoint.

4. Prosuime. Etant donnée Uéquation d'une conique , et celle d’une
droite tracée dans son plan , trouver 1°. U'équation de la droite con-
jointe , passant par Lorigine ; a°. léquation du cercle correspondant ?

Solution. Soit

AJ"+BIJ+CI’+D‘7+E1‘+F=O (1), é€quat. de laconique; v== angle desaxes.

ay +bxr+c=o (2)y+«.»o+.. deladroite donnée.
ay4bz=0 (3),.-...... dela droite conjointe cherchée
(ay 4-bx4-c)(dy+ b x)=0 (4),- .. systtme des deux droites.

Ajoutant les équations (1) et (4), il vient
(A~4-aa’)y* 4 xy (B4-ab'+a'b)+x* (CH b8 )4y (D +4ca') ) 5)
+x(E+ cb)+F=o0. |

Pour que cette équation représente un cercle, I'on doit avoir

A+ aad = C + b
B 4 ab + a'b = 2cosy(A -+ aa');
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d’ott on tire ‘
p a(C— A) 4 5(2Acos y — B)
d 2
b(A —C) 4 a(2Ccosy—B;} (6)

,-——
b = d ?

d* = a* — 2ab cosy -+ b

(74

l

Substituant les valeurs (6) dans 'équation (5), elle devient

Aly*+2A'cosyar~- A’x*+-y[Dd—+-ca(C—A)+cb{2Acos) —B) ]
+x {(Ed~+cb(A —C) + ca (2Ccosy—B)]+ Fd=o0, ; (7)
A' = Ab* — Bab 4 Ca*.

Cette équation (7) est celle du cercle conjoint.

Ainsi la recherche de lintersection d’une droite et d’une conique
est ramenée & lintersection de cette droite et du cercle (7) que Pon
peut toujours facilement construire.

5. Si la droite (2) passe par Vorigine, alors ¢=o; désignant par
a, 2, R les coordonnées du centre et le rayoun du cercle conjoint, on
aura

d
2= s (D cosy — E),
B = sy (Ecasy —D), (8)

2A’sin® 9

R* = s (B*d—3DEd cos  +D'd—4AF sin®));

d’ou l'on tire

B __ Ecosy—D
e« Dcosy—E'
Ainsi tous les cercles conjoints qui correspondent 4 un méme point,
ont leurs centres situés sur une droite passant par ce point, perpen-
diculairement 4 la polaire de ce point; et cette droite est une normale,
lorsque le point est situé sur la conique.

On peut donc, i P'aide de deux droites conjointes, mener une nor-
male & la conique par un point donné sur cette courbe, et par con-
séquent aussi une tangente.

6. Si l'on fait
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alors les droites conjointes sont paralléles aux axes principaux ; et il
vient en ayant égard aux équations (G),

o*(2A cosy — B) 4 2ab (C—A) +a* (B— 2Ccosy) =0, (9)

équation qui donne les directions des axes principaux.

~. Soient x', y' les coordonnées d'un point de la conique; en y
transportant l'origine sans rien changer aux directions des axes,
I’équation (1) prend la forme

Ay* 4 Bxy + Cx*+ D'y -Ex =0, (10)

D' = 2Ay' 4+ Bx' + D,

E = 2Cx" 4 By’ + E:
I'équation de la tangente a lorigine est

D'y 4+ Fx = o:
Véquation (7) devient alors celle du cercle osculatenr, en y faisaut
a=D, b=F, ¢c=o:

elle se réduit a

L{y*+x* 4 22y cos)) + M (D'y +E'x) =0, (11)

ou
L. == AE*—BDE +CD’ ~-F(B*—4AC), M*=D"*—2D'FE'cosy+4E",
M* ’
T = e (D cosy-_—E’),
M>
B = o (E'cosy — D),
M3
R = 2Lsin7;

«, 8 et R, sont les coordonnées du cenire de courbure, et le rayon
de courbure; la construction de ces lignes ne souffre aucune difficulte
et il est inutile d’entrer dans la discussion des divers cas particuliers.

On voit aussi que lorsque la conique est tracée, on peut, a l'aide
des lignes conjointes, et avec le compas seul, trouver des normales,
des tangentes, etc.

Les mémes considérations penvent servir a déterminer les normales,
les plans tangents, les deux lignes, centres et rayouns de courbure,
dans les surfaces du second degré.




