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Sur Ulntégration d'une classe d’E(/uations différentielles ;

Pir J. LIOUVILLE.

Dans un élégant Mémoire imprimé, tome 1, page 457, de ce
Journal, M. Binet obtient entre aunires résultats, le théoréme suivant :

. ., > . du dR \ ;
On peut toujours intégrer I'équation 3 = g %, 0w r dépend de ¢
rdr

selon la formule ¢t = Vo A R ctant une fonction quelconque

de r. Cette intégrale d'une équation différentielle linéaire du second
ordre présente beaucomp d’analogie avec celles que M. Jacobi vient
de trouver pour les équations différentielles qui servent a distinguer
les maxima et les minima dans le calcul des variations. Elle excitera
sans aucun doute l'attention des géometres. Voici une méthode tres
simple pour parvenir 4 plusieurs intégrales du méme genre. Soit

(1) S& ¥, 9 ) =0
une équation différentielle de Vordre n; ', ...9™, étant les dérivees
successives de y. L'intégrale compléte de cette équation contiendra
n constantes arbitraives a, b,... ¢ et sera de la forme......
y=F(x, a, b,....c) ou plutot N (x, y, a, b,... .¢) = o.
Maintenant différencions par rapport a « les deux membres de Ué-

. c oo, d .
quation (1), et représentons par z la dérivée d—{z l nous viendra

O

df du daf arn
u+l-i_—r_"d—.t+..+(m . d—xn-—O.

. R . . . . d
On aurait eu la méme équation si, aa lieu de poser d‘_7 = u, on
a

. , d d s, .
avait posé 3% =u ou 2% = u. Donc les dérivées de y prises par rap-

port aux n constantes @, b,... ¢ représentent autant d’intégrales
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particulieres de P'équation linéaire (2), en sorte que
. dr dy dr
U = a E; + ﬁ 71; +. . .+ 7/ EZ

en est l'intégrale complete, «, B,.. .y, €tant des constantes arbi-
traires.

Si l'ou avait seulement une intégrale particuliere de I'équation (1),
avec m constantes arbitraires, on trouverait, par la méme méthode, m
intégrales particuliéres de 'équation (2). Par les méthodes connues,
on réduirait donc l'intégration de cette équation (2) a celle d'une
autre ¢quation de Vordre (n — m).

Il est hon de rappeler aussi qu’a I'aide de chaque intégrale parti-
culiere de I'équation (2), on abaisse d’une unité Pordre de Péquation

, df d(%”.) d"(@%’)

(3) z—yv———d—x—-—+....d:—T=o,
comme Lagrange I'a fait voir dans les premiéres pages du mémoire
intitulé: Solution de différents problémes de calcul intégral.

Outre le mémoire de M. Jacobi dont jai parlé plus haut, il en
existe un autre trés considérable sur les équations différentielles de la
dynamique. Tous les deux, je Tespeére, paraitront dans mon Journal,
Mais je n’ai pas encore lu le second que l'on traduit actuellement. Ii
est fort possible que les mémoires de M. Jacobi renferment les divers
résultats que je viens d'indiquer en peu de mots. Mais quand méme
cela serait, il y aurait toujours quelque avantage a les avoir détachés
de longues théories, comme je le fais dans cet article. Ils deviennent
en effet si simples qu'on ne pourra manquer de les introduire dé-
sormais dans les éléments. Je me propose de développer, dans un
autre article, quelques-unes de leurs nombreuses conséquences. En
attendant le lecteur peut en faire Papplication au cas particulier ou

la fonction f se réduit 4 y"— p(y), I'équation (1) étant alors im-
médiatement intégrable.



