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MÉMOIRE SUR L'OPTIQUE; 

PAR C. STURM. 

I. 

Lorsque des rayons lumineux homogènes émanés d'un pointépiou-
vent une suite de réfractions ou de réflexions, ils se trouvent après cha-
que réfraction ou réflexion, constamment normaux à une certaine suite 
de surfaces, d'où il résulte qu'ils forment toujours deux séries de 
surfaces développables qui se coupent partout à angles droits suivant 
chaque rayon. 

Celte propriété remarquable des faisceaux lumineux a été d'abord 
reconnue par Malus pour le cas d'une seule réfraction ou réflexion ; 
M. Dupin et d'autres géomètres après lui l'ont démontrée dans toute 
sa généralité, et en ont tiré quelques conséquences. M. Hamilton a 
aussi publié sur ce sujet plusieurs mémoires très étendus dans les 
Transactions de l'Académie d'Irlande; il a considéré la marche des 
rayons, soit ordinaires, soit extraordinaires. 

Mais on n'a pas, à ma connaissance , cherché à déterminer d'une 
manière précise les surfaces caustiques formées par les intersections 
successives des rayons, et qui ne sont autre chose que le lieu des 
centres de courbure de celles auxquelles ces rayons sont normaux, 
ou le lieu des arêtes de rebroussement des surfaces développables 
dans lesquelles le faisceau se décompose. La résolution de cette ques-
tion est l'objet du mémoire suivant. 

On y trouvera des formules propres à la construction des surfaces 
caustiques par points. Quand les rayons sont dirigés dans un même 
plan, ces formules se réduisent à celle que Jacques Bernouilli a 
donnée pour les caustiques planes, et que Petit a reproduite avec 
quelques développements dans la Correspondance de l'Ecole Poly -
technique. 
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Concevons un faisceau de rayons lumineux qui passent d'un mi-

lieu homogène dans un autre séparé du premier par une surface 
quelconque S, en suivant la loi de la réfraction ordinaire. Considérons 
un rayon incident quelconque qui rencontre la surface séparatrice S 
en un point 0; soit NO/z la normale à cette surface au point 0. Sur 
la direction du rayon incident que nous supposerons prolongée in-
définiment de part et d'autre du point 0, prenons à volonté un point 
Κ, et sur celle du rayon réfracté correspondant un point Κ', qui 
soit situé du même côté que le point Κ par rapport à la normale NO/z. 
Rapportons ces points à un système quelconque d'axes rectangulaires; 
soient X, Y, Z, les coordonnées du point d'incidence 0; x

f
 γ, ζ, 

celles du point K, et χ', γ', ζ' celles du point Κ' : désignons par a, 
b, les cosinus des angles que la partie ON de la normale fait avec les 
trois axes rectangulaires; par a, ζ, y et a!, ζ', y', les cosinus des angles 
que font avec les mêmes axes les deux droites OK et OK' qu'on sup-
pose dirigées du point Ο vers les points Κ et K'. 

11 faut d'abord exprimer que la normale ON et les droites OK et 
OK', suivant lesquelles sont dirigés le rayon incident et le rayon ré-
fracté, se trouvent dans un même plan, ou que les deux plans NOK 
et NOK' coïncident. 

Or, la perpendiculaire au plan NOK, élevée parle point 0 d'un 
côté de ce plan, fait avec les trois axes rectangulaires des angles dont 
les cosinus sont respectivement 

fig 1 s ns k o 

■ 

by - c6 ac - ay, ac - bx sinNOK' sin NOK* sinNOK 
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De même les cosinus des angles que la perpendiculaire au plan ΝΌΚ' 
fait avec les axes, sont 

sin NOR' ' sin NOK = sin NOK7 ' sin NOK 

On exprime que ces deux perpendiculaires coïncident et sont eu 
outre situées d'un même côté du plan qui contient les deux angles 
NOR et NOK.', en posant 

by — cQ by — co' est — ay cet' — αγ αζ — ba an — bu f , sin NOR sin NOR' ' sin NOK = sin NOK7 ' sin NOK sin NOK7' ^ 1 

De plus, en représentant par ^ le rapport constant du sinus de l'an-

gle d'incidence au sinus de l'angle de réfraction, on a 

sin NOK sin NOK' = y y' (2) 

puisque ces deux angles sont NOK et NOK' ou leurs suppléments. Ces 
équations donnent les suivantes 

by — cC by' — c£' eu — ay cet! — ay αζ — bu aC — bβ! , _ y y' y y' y' y' 

En regardant comme connues les directions de la normale ON et du 
rayon incident OK ou les valeurs de a, b, c et de α, ζ, y, deux quel-
conques de ces dernières équations (5) auxquelles on joindra celle-c i 
a'2 +x'2+y'2 = 1,—i, suffisent pour déterminer et conséquemmeut 
pour faire connaître la direction du rayon réfracté OK'. On en con-
clut que deux des équations (5) doivent donner la troisième comme 
conséquence, et peuvent être substituées aux équalions(i) et (2). C'est 
ce qu'on peut aussi vérifier directement. Car d'abord en multipliant la 
première des équations (3) par a, la seconde par b, et ajoutant, oit 
obtient la troisième; ensuite, en élevant au carré ces Irois équations 
et ajoutant, on a 

— [(by—cCy~f-(ca—αγΥ~[-(αζ—= — [ (by—οΐ')'-)-(ί·«'—ay'y~\-(a"—buy': 

OU 

sin'NOK sin'NOK' x2, x' 2 
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fi ou 

sin NOK y sin ΚΟΚ' y 

Tes sinus étant positifs). On peut donc remplacer dans les équa-
tions (5; le rapport de Λ à λ' par celui de ces sinus; on est ainsi 
ramené aux formules (i) et (2). 

Les relations qui existent entre les directions de la normale ON et 
des rayons OK, OK', sont donc toutes exprimées par les deux pre-
mieres équations (3), qu'on peut écrire comme il suit: 

c - b c y C' - b c y' 

a - a c y a' -a c a 

(4) 

En désignant, par k et k! les distances OK et OK', on a 

a = x - X k, C = y - Y k, y = z - Z k, 

k = (x-X)2 + (y-Y)2 + (z -Z)2, 

et de même 
a' = x' - X b', etc. 

Les coordonnées Χ, Y, Ζ du point Ο sont liées entre elles par une 
equation qui est celle de la surface séparatrice S. On peut la diffé-
rentiel* soit par rapport à X, soit par rapport à Y, en regardant Ζ 
tomme fonction de ces deux variables. Nous poserons, suivant les 
notations usitées, 

dZ P, dZ dP dP dQ dQ dX ~ ' dY ~~~ *<' dX ' dï — dX ' dY — ' = T 

Ayant désigné par a, b, c les cosinus des angles que la normale ON" 
a la surface S fait avec les axes, nous avons, d'après les formules 
: onnue-

- ac = P, - b c = Q. 



PURES ET APPLIQUÉES. bin 

Eu substituant ces valeurs de — -, — - et celles de α, a', ζ, etc., 
dans les équations (4), on obtient 

a; — X 4. Ρ (Z — ζ) χ' — Χ + Ρ (ζ — Ζ) yk y'k' 

r-Y + Qc^-z) _ y-Y+<?(*'-ζ) yk yk' 
(5) 

En supposant qu'on ait pris à volonté le point K(.r, χ, z) sur la 
direction du rayon incident, ces deux équations (5) qui remplacent 
les équations (1) et (2), laissent indéterminées les coordonnées x',y', 
z' du point K', puisqu'elles n'établissent entre elles que deux relations. 
Ce sont proprement les équations de la ligne droite que suit le rayon 
réfracté. 

Supposons maintenant que les rayons incidents soient tous nor-
maux à une surface quelconque s et que le point Κ soit celui où le 
rayon incident que nous considérons rencontre cette surface. Ses 
coordonnées oc, y, z sont alors celles d'un point quelconque de la sur-
face s dont l'équation différentiée par rapport à a: et à y donnera 

dz dz dp dï = P> dï = '?' ^=r'etc· 

Nous exprimerons que le rayon incident OK est normal à la surface 
ν en son point K. par les deux équations 

x — X + p(z — Z) — o, j 
y — Y -f- q {z — Z) = o. (6) 

Pour achever de fixer la position du point K' qui est jusqu'ici un 
point quelconque du rayon réfracté, il nous est permis d'établir entre 
ses coordonnées ar', y', z' une nouvelle relation tout-à-fait arbitraire. 
En faisant attention à la forme des équations (5) et (6), on est conduit 
à prendre l'équation suivante 

i [ l/(*-X)*-My-ΥΓ+(s—Z)'+C] = A 1/V-X)H-! y—Yr-Hz'—Zy, (
: 

dans laquelle C est une constante arbitraire, positive, négative 00 

nulle. 
Tome ΙΠ. —-JUILLET IS38-4 6 
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Cette e'quation exprime simplement que la dislance OK' du point 

K/ au point d'incidence 0 est à la distance OK augmentée ou diminuée 
d'une quantité constante dans le rapport donné du sinus de réfraction 
au sinus d'incidence. On remarquera que cette équation (7) abstrac-
tion faite des deux autres (5), est celle d'une sphère qui a pour centre le 
point d'incidence 0 et pour rayon — (A-f-C). Le point Κ '(χ', y', ζ') 

déterminé par les trois équations (5) et (7), est l'un des points où 
cette sphère est rencontrée par le rayon réfracté. 

Les neuf coordonnées Χ, Y, Ζ, χ, γ, ζ et x', y', z' sont doncliées entre 
elles par sept équations, savoir les équations (5), (6) et (7); et celles 
des deux surfaces S et s. Ainsi deux de ces coordonnées peuvent être 
prises à volonté, et les autres en seront des fonctions déterminées. 
En éliminant Χ, Y, Ζ et x, y, ζ entre ces sept équations, on aurait en 
χ', γ, ζ' l'équation de la surface / qui est le lieu géométrique de 
tous les points K'. 

Nous allons démontrer que tous les rayons réfractés OK' sont nor-
maux à cette surface s'. 

Supposons qu'en différcntiant son équation par rapport à x' et à 
y', on en tire 

dz' dz' dx' = p' dy' = q' etc, 

Nous pouvons considérer les neuf coordonnées Χ, Y, Ζ, χ, etc., 
comme fonctions de deux variables indépendantes et différentiel-
par rapport à l'une de ces variables, l'équation (7) que nous avons 
établie entre x', γ', ζ'. En observant qu'on a 

dZ = PcfX + QiY, dz = pdx qdy, dz' = p'dx' -f- q'df, 

on trouvera 

,Qr—
[
 y—r+g(z-Z)^ x-X-\-V(s-Z)

dy
 y—Y-f-Q^-Z^-j 

3_ I pr'-X+pV-Z)dx' [y-'i+g\*'-Z)dy x'-X+PCz-Z)^ y-Y+Q^-Z) ^-1 a'1_ kf k' kr k' 
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equation qui se réduit en vertu des précédentes (5) et (6) à celle-ci : 

x' - X+
 ltx

,
 +

 ί=Σ±ρΐζΪ!dy' = o. 

Comme on peut supposer que x' et y* sont les deux variables indé-
pendantes, et qu'on a différentié par rapport à l'une d'elles, cette 
dernière équation se partage en deux autres, savoir 

a/ — X + p> U' _ Ζ) = ο, ι 
γ' — Y + q' (ζ' — Ζ) = ο. ! (8) 

Celles-ci expriment que la direction du rayon réfracté OK' est nor-
male à la surface s' en son point K' (x1, y', z'). 

Mais ce même rayon est aussi normal à*la sphère représentée par 
l'équation 

\/{af - X)· + ( y - Y y+(z' - zy = ^ (a + c), 

laquelle a pour centre le point d'incidence et passe par le point 

[χ', j·', ζ'), son rayon étant k' — y (A" -f- C). 

Donc la surface s' à laquelle tous les rayons réfractés sont normaux, 
est l'enveloppe de toutes les sphères décrites d'après les mêmes con-
ditions. Chaque point Κ' (χ', y', z') est le point de contact de quel-
qu'une de ces sphères, avec la surface s' qui les enveloppe toutes. 
Cette enveloppe est visiblement composée de deux nappes situées des 
deux côtés de la surface séparatrice S ; mais ici l'on ne doit considérer 
qu'une seule de ces nappes. 

Comme on peut dans l'équation («) donner à la constante arbitraire 
C une valeur quelconque, on voit qu'il existe une infinité de surfaces 
telles que s' ayant toutes à la fois pour normales ces rayons réfractés; 
deux quelconques de ces surfaces interceptent des longueurs égales 
sur toutes ces normales communes, de sorte qu'il suffit de connaître 
une seule de ces surfaces pour avoir toutes les autres. On voit qu'elles 
ont toutes les mêmes centres de courbure, et que les plans des deux 
sections principales passant par chaque normale, sont aussi lo 
mêmes. 

46.. 
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Pareillement, les rayons incidents qu'on a supposés normaux à la 
surface .î sont aussi normaux à une iufinité d'autres surfaces, puis-
qu'on peut considérer les rayons réfractés comme incidents et vice 
versa. On sait d'ailleurs et l'on démontre aisément que si l'on porte 
sur les normales d'une surface à partir de ses différents points et d'un 
même côté, une longueur constante arbitraire, on forme une autre 
surface qui a les mêmes normales que la première. 

Nous avons supposé jusqu'ici qu'on prenait les deux points Κ el K' 
d'un même côté de la normale NOn. S'ils n'étaient pas d'un même 
côté, on verrait en suivant la même analyse, qu'il suffisait de changer 
k' en —k' ou A' en — A' dans les formules précédentes. Alors au 
lieu d'avoir la relation (7) qui donnait 

k y - k' y' = constante, 

on aurait entre k et k1 celle-ci 

k y + k' y' = conctante. 

En continuant à supposer les points K et K' situés d'un même côte' 
de la normale N0«, nous ferons pour plus de simplicité C = o, 
dans l'équation (7), ce qui la réduit à - = -c'est-à-dire que les dis-
tances de chaque point d'incidence aux deux surfaces s et s' mesurées 
sur le rayon incident normal à î et sur le rayon réfracté normal 
à s' sont toujours entre elles dans le rapport constant des sinus des 
angles d'incidence de réfraction. Ainsi l'on a le théorème suivant: 

Lorsque des rayons lumineux normaux à une surface passent d'un 
milieu homogène dans un autre séparé du premier par une surface 
quelconque, les rayons réfractés se trouvent normaux à une autre 
surface telle que les distances normales des différents points d'inci-
dence à cette nouvelle surface sont aux distances des mêmes points 
à ia première surface à laquelle les rayons incidents sont normaux, 
dans le rapport constant du sinus de l'angle de réfraction au sinus de 
l'angle d'incidence. En outre ces deux surfaces en fournissent une 
infinité d'autres auxquelles les rayons soit incidents, soit réfractés, 
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sont aussi normaux et qui ont entre elles deux à deux la même cor-
rélation. 

M. Dupin est arrivé le premier à ce théorème remarquable par 
des considérations purement géométriques , en généralisant les résul-
tats de Malus; d'autres géomètres en ont donné ensuite de nouvelles 
démonstrations géométriques ou analytiques. 

Si l'on conçoit d'une part toutes les surfaces s auxquelles les rayons 
incidents sont normaux, de l'autre toutes les surfaces s' auxquelles les 
rayons réfractés sont normaux, les surfaces correspondantes des deux 
séries se couperont deux à deux suivant une suite de courbes placées 
sur la surface séparatrice S. Chacune de ces courbes a pour normales 
les rayons incidents et réfractés qui aboutissent sur elle, d'où il suit 
que le plan normal à une telle courbe pour l'un quelconque de ses 
points est celui qui contient le rayon incident, le rayon réfracté et lu 
normale à la surface séparatrice en ce point-là. 

Des rayons lumineux qui partent d'un même point sont normaux 
à toutes les sphères qui ont ce point pour centre, et des rayons pa-
rallèles à une même droite sont normaux à tous les plans perpendi-
culaires à cette droite. Donc en vertu du théorème énoncé, si des 
rayons émanés d'un même point ou parallèles à une même droite, 
éprouvent une première réfraction, ils deviendront normaux à une 
certaine série de surfaces; s'ils éprouvent une seconde réfraction, ils 
deviendront normaux à une nouvelle série de surfaces, et ainsi de 
suite; en sorte que ces rayons après avoir subi autant de réfractions 
qu'on voudra en traversant différents milieux séparés par des surfaces 
quelconques, se trouveront toujours normaux à certaines surfaces. 

On déduit aisément de ce qui précède la proposiiion que voici. 
Concevons que des rayons d'abord normaux à une surface s éprouvent 
une suite de réfractions. Désignons par k la portion d'un rayon quel-
conque comprise dans le premier milieu entre la surface s à laquelle 
ce rayon est normal, et la surface qui sépare le premier milieu du 
second, par /' la partie de ce rayon comprise dans le second milieu , 
par Γ sa partie comprise dans le troisième milieu, et ainsi de suite, 
puis par k(n), la portion de ce rayon comprise dans le dernier milieu 
entre la dernière surface séparatrice et l'une des surfaces auxquelles 
les rayons deviennent normaux dans le dernier milieu. Supposons 
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enfin que le rapport du sinus d'incidence au sinus de réfraction , soit 
celui de λ à Λ' en passant du premier milieu dans le second de λ' 
à λ" en passant du second dans le troisième, et ainsi de suite. Cela 
posé, la somme 

l y + l' y' + l'' y'' + ... + k(n) y(n) 

sera constante, quel que soit le rayon que l'on considère. 

Il faudrait dans cette expression changer - en — - , si la portion 
k du rayon ne se trouvait pas dans le premier milieu ; la même re-
marque s'applique à A(B). 

Au surplus, on peut déduire directement cette proposition et les 
précédentes du principe de la moindre action, comme l'a fait 
M. Hamilton. 

Ces propriétés relatives à la réfraction ont également lieu pour la 
réflexion qui n'est sous le point de vue géométrique, qu'un cas par-
ticulier de la réfraction. Car pour exprimer que la réfraction se change 
en réflexion, il suffit de faire Λ =λ' dans les formules précédentes, en 
supposant comme plus haut, les points K et K' situes d'un même côté de 
la normale NOn. On peut vérifier qu'on a alors cosNOK'=—cosNOK. 
Si l'on prenait les points K et K' des deux côtés de cette normale, il fau-
drait encore changer k' en—k' et l'on aurait cos NOK'= cos NOK. 

Puisque des rayons qui ont subi un nombre quelconque de réfrac-
tions ou réflexions, sont toujours normaux à une certaine surface, 
on en conclut d'après la théorie connue de la courbure des surfaces, 
qu'ils forment deux séries de surfaces développables, qui se coupent 
deux à deux à angles droits. Pour connaître plus particulièrement la 
nature de ce faisceau, il faut d'abord en considérant l'un quelconque des 
rayons quile composent, déterminer les deux points oùil est rencontré 
par les rayons infiniment voisins susceptibles de le couper. Ces points, 
qui appartiennent à la surface caustique, sont pour le rayon dont il 
s'agit, les centres du plus grand et du plus petit cercle de courbure de 
la surface à laquelle les rayons sont normaux. Il faut encore connaître 
les deux plans qui contiennent ce rayon et les rayons infiniment voi-
sins qui le coupent, ou, ce qui revient au même, les tangentes aux 
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deux lignes de courbure de la surface à laquelle les rayons sont 
normaux pour le point où elle est rencontre'e par le rayon que l'on 
considère. C'est là l'objet des recherches suivantes. 

II. 

En supposant nulle dans l'équation (7) la constante arbitraire C, 
on a 

y (x - X) 2 + (y - Y)2 + (z - Z)2 = 1 y (x' - X)2 

ce qui revient à 

y k = y' k' 

en sorte qu'on peut poser 

A = Xh, A' — λ'h, 

h étant une certaine ligne qui disparaîtra du calcul. 
Si l'on met ces valeurs de A et A' dans les équations (5), elles 

deviennent 

-^[x— X + P(z —Z)] = —X-f-P(z'—Z)], 

1 0_ Y + Q(ζ Ζ)] == ~ [y' Y-f- Q(z' — Z)]. (y) 

Nous avons encore les équations (6) et (8}, 

et 

χ — X -f- η (z — Z) = ο, 1 
I ~ ï + ï(2-Z) = o, j (6) 

χ' — X + p'(zr — Z) = o, j 
y — Y + q'(z' - Z) = o. j (8) 

Nous avons déjà dit qu'on peut considérer toutes les coordonnées 
Χ, Y , Ζ, x, jr, ζ, χ', jr1, z' comme fonctions de deux variables 
indépendantes, en sorte qu'on peut diflërentier par rapport à l'une 
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quelconque de ces variables, les six e'quations (9), (6), (8), que nous 
venons d'écrire. 

Dans ce calcul on aura suivant les notations usitées 

dz — pdx + qdy, dp = rdx + sdj, dq = sdx -j- tdy, 
d/. = PdX -f- QdY, etc., 
dz' — p'dx' -f- q'dy', etc. 

En effectuant la differentiation des six e'quations (9), (6), (8), on 
obtient les suivantes (10), 

1 [dx — dX -{- Ρ (dz — dZ) (ζ — Ζ) (iÎdX + SdY) ] 

— _L [dx' — dX -j- Ρ (dz' — dZ) -j- (ζ' — Z) (R-/X + SdY) ], 

1 [dy — dY + Q (dz — dZ) + (?— X) (SdX + TdY)] 

= ± [df -iiï + Q(à'- rfZ) + (s' - Z) (SrfX 4- TdY) ], 

dx —r/X-f-p (pdx -f-qdy—Pî/X —Qî/YJ4-(z—Z) (rcZx -f" Wy)=o, 
dy.—dY-}-q(pdx -f ψ\ϊ—Pî/X— QdY)+(z— Z) (sdx + tcb") —0 > 
dx'—d\+p'( p'dx'+q'dy'—TdX.—QdY)+(z'~Z)(r'dx'-\-s'dy')—o, 
dp' —dY-\-q'(p'dx'+q'dy'—P<iX—Qc/Y)+4'—Z)(s dx -\-l'dy')-=zo. 

(10) 

Les axes de coordonnées auxquels 011 a rapporté les trois surfaces 
S, s, s', ne sont assujétis qu'à la seule condition d'être rectangulaires 
et peuvent d'ailleurs avoir une situation quelconque dans l'espace. Les 
equations précédentes subsisteront toujours quelle que soit la position 
de ce système d'axes. Pour plus de simplicité, nous prendrons main-
tenant pour origine des coordonnées le point d'incidence 0 sur la sur-
face séparatrice S, pour plan des xy le plan tangent à cette surface 
en ce point 0, et conséquemment pour axe des z, la normale au 
même point, pour plan des xz et pour plan des^z, les plans du plus 
grand et du plus petit cercle de courbure de la surface S qui passent 
par cette normale, et sont perpendiculaires l'un à l'autre. D'après ces 
conventions, les quantités Χ, Y, Ζ, P, Q et S sont nulles, et les 
équations (10) deviennent 



PURES ET APPLIQUÉES. 56c, 

£[cir+(2R— i)dX} = ̂ \dx' + (z'R— i)cfX], 

1 [dr H- (zT - I ) dX] = £ [rfy 4- (z'T - , ) dX] , ('*) 

(i 4" P* "4" zr) dx -i- (pq + zs)dy = cfX, 
( ι -+- 9" -f- zt) dy -+- ( pq -f- zs)dx = dX, (12) 

(1 + /" + 2'Γ') 4- (p'q' H- s'-0 dy' = dX, , 

([ + ?a 4~ z't ) dy -j- {pq 4" zs>) dx' = dX. J (i 5) 

On tire des deux équations (12) les valeurs suivantes de dx 

(1 + p2 + zr) dY - (pq + zs) dX 1 4" />a + ?2 + [ (> 4-/4) ί 4- (ι + q%)r— 2pqs] ζ -f [ri —sl]za' 

(1 + p2 + zr) dY - (pq + zs) dX 1 4" />a + ?2 + [ (> 4-/4) ί 4- (ι + q%)r— 2pqs] ζ -f [ri —sl]za' 

Les équations (i3) donnent des valeurs analogues pour dx' et dy'. 
En substituant ces valeurs de dx, dy, dx', dy' dans les deux équa-

tions (11) on obtient deux équations qui contiennent dX. ou dX 
comme facteur dans leurs différents termes, et comme on peut sup-
poser que X et Y étaient les deux variables indépendantes et qu'on a 
différentié par rapport à l'une d'elles, ces deux dernières équations 
se décomposeront en trois que voici : 

λ'\_Ζ 1 ι +p*+ (i-f?1)'- — zpqs]z+ [rt—ia]z'J λ'\_Ζ 1 ι +p*+ (i-f?1)'- — zpqs]z+ [rt—ia]z'J 

1 + q'2 + z' t'λ'\_Ζ 1 ι +p*+ (i-f?1)'- — zpqs]z+ [rt—ia]z'J 
04; 

1 + p2 + zrλ'\_Ζ 1 ι +p*+ (i-f?1)'- — zpqs]z+ [rt—ia]z'J 

1 + p3 + z' v r' " L1 4/14-?'"4-[(ι4-//"Κ4-(ι 4 q)r— ip'q's>'4-[r/"KU' 
(· 5 

pq + sz>■" L1 4/14-?'"4-[(ι4-//"Κ4-(ι 4 q)r— ip'q's>'4-[r/"KU' 

= 1 y p'q' + z' s' >■" L1 4/14-?'"4-[(ι4-//"Κ4-(ι 4 q)r— ip'q's>'4-[r/"KU' 
(16) 

En joignant à celles-ci les deux équations (8), on a autant d'équations 
qu'il en faut pour déterminer les valeurs des cinq quantités inconnues 
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p'q'r's't' relatives à la surface s' et par suite tous les éléments de la 
courbure de cette surface pour chacun de ses points, en supposant 
connues, les quantités analogues qui se rapportent aux deux surfaces 
S et s. Mais pour arriver à l'interprétation géométrique de ces équa-
tions, il faut leur faire subir quelques transformations. 

ni. 

Un point quelconque de la surface s ayant pour coordonnées χ, γ, z, 
rapportons-le à un nouveau système de coordonnées rectangulaires 
x , γ,, z, ayant la même origine que χ, y, z. Si l'on désigne par A, 
B, C les cosinus des angles que l'axe des χ

t
 fait avec l'axe des x,y, z; 

par a, b, c et α, β, y, les cosinus des angles que font avec les mêmes 
axes l'axe des/, et celui des z,, on a pour la transformation des coor-
données les formules 

En mettant dans l'équation de la surface s les valeurs (17) de χ, γ. 
z, on aura l'équation de cette surface entre x,, y,, z

t
, 

χ = Αχ, H- ay
t
 -f- az,, 

y =z Bx, + by, + £z , 
z = Cx, cy, ■+■ yz„ 

('7) 

et réciproquement 

x, = Ax -f- B/ -f- Cz, 
y, = ax + by + cz, 
z

t
 =. ax -f- Çy -f. yZ. 

(18) 

z/ = /0*7> r), 
Ht l'on en pourra tirer par la differentiation 

dz1 dz1 dp1 dp1 dq1 dq1 dx, djt dxt '* djrt dxt '' dyt >' 

Mais on peut aussi regarder χ,, y,, z
y
 comme étant ainsi que z des 

fonctions de χ et de y données par les formules (18). 
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Si l'on différentie sous ce point de vue l'équation zt = f (,xt, y \ 

par rapport à χ et à y, on aura 

dz1 dx1 dy1 dp P'~dq φ·' 

dz1 dx1 dy1 dp P'~dq φ·' 

Or, on tire des formules (18), en observant que ~ = p, ^ = q , 

—■ = A -f~ C/J , % = * + γρ, 

-|l'=B+Cq, ^x=b+cq, ^=€+yq, 

de sorte que les deux équations précédentes deviennent 

« ·+· yp = p
t
 (A ■+■ Cρ) + q,{a + c/j), (19) 

£ -f- yq = ρ' (Β -+- Cq) + q
t
 {b + cq), (20} 

si l'on différentie encore l'équation (19) par rapport à χ, il vient 

> t = % <
A

 ■+ <W+Cft £ + s' <« + <?> +cid£· 

et comme on a 

S = 3Γ + '-S = r.(A + Cl>> + *'(" + <v)· 

s = τί = *'·~Α + ■» + + 'Pi-

on obtient par la substitution 

y
r=[r

y
(A.+Cp)+s

/
(a+c/>)l(A+C/j)+Cr/>

<
+[s'(A-K/>)-K('I+-c/')! (α+<7><-ΐ- ' / 

En différentiant l'équation (20) par rapport à r on trouve de même 

yt — [r (K+C^) +J
<

(ê-(-e
7

)] (B-j-C.y)+Crp[.«/Β+^γ:+' (ê+ <"
7

V iM-rr/J-f-re; 
ί " * · 
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Enfin, en différentiaut l'équation (19) par rapport à y, ou l'équa-
tion (20) par rapport à a;, on trouve également 

j-i^r/B+C^-f-s^+cgO] (A-fCp)-fCf/>,-f (XB+C^-H/i-fcy)] {a+cp)-\-cs 
t
q. 

Supposons maintenant le plan des acn yt
, parallèle au plan tangent 

à la surface s pour le point que nous considérons sur cette surface et 
les plans des x

t
z

t
 et j

t
z

t
 parallèles aux plans des deux sections prin-

cipales de cette surface pour le même point ; ce qui donnera p
t
= o, 

q1 = o, s, = 0. 
Les équations précédentes se réduiront à celles-ci : 

rt -f yp = o, 
b -j- J(J = O, 

yr = r. (A + Cp)% + t
t
 {a -f- cp)\ 

yt = r, (Β + Cq)* -h t, (b -f- cq ,·, 
ys = r

t
{A -f- Cp) (B -f- Cq) + t/ya + cp) (b cq). 

Les deux premières donnent 

p = - ay, q = - cy , (21) 

d'où résulte 

A + Cp = A - cn y = Ay - Cn y = +- by, 

car on sait que 
A y — Cet — ± b. 

On a de même 

B + C? = ψ s 

a -f- cp = — , 

b + cq = =f, 

et les trois autres équations deviennent 
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r = b2 r1 + V2t1 y3 

t = a2r, + A2t y3 

s = abr, + ABt, y3 

(32) 

Il convient de rappeler ici la signification géométrique des quantités 
r,, t

t
, quand on suppose p,~ ο , q,= o, = o. 

L'équation qui donne les deux rayons de courbure de la surface s 
rapportée aux axes des x, y, z, dont la position est quelconque à 
l'égard de cette surface est, comme on sait 

(rt — s') ξ7— [(i-hp*) t + ( ι + q*) r— 2pqs] \/ ι q7. ξ -f (i +p'+q"Y = o. 

Relativement aux axes des x
t
, y,, z, pour lesquels on a ρ, — ο, 

ql=oJ st=io; cette équation devient 

rAf' — (r, + Of + 1 = ». 

Les racines de celle-ci sont — et -j- ; ce sont les valeurs des deux 
r, '/ 

rayons de courbure, et comme elles doivent être aussi données par 
l'équation générale, on en conclut 

rt — fs=(i +^4.^)·.^ 

[( ι +p')tM1 +?*>—w] ν » +p''+</·=(1 +ρ·+?·)' ■ (vK), j O3) 

résultat qu'on obtiendrait également, mais d'une manière moins 
simple, par la substitution des valeurs (21) et (22) trouvées pour ρ, 
q f rt s > t. 

IV. 

Supposons actuellement que le point que nous considérons sur la 
surface s, soit le point Κ d'où part le rayon incident qui tombe sur 
la surface S au point 0 pris pour origine des coordonnées. Alors 
l'axe des z, coïncide avec la direction de ce rayon incident OK le 
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plan des x
t
, y

t
 lui est perpendiculaire, et les plans des jc

/
z

/
 et y

t
z
/

, 
sont ceux des sections principales de la surface s pour le point Κ dont 
il s'agit. De là résulte 

x, = °> J, = °> z
t
 — k — Ah, (n° II), 

et comme on avait en général 

2 = Cr, + cj
t
 -f- yz

t
, 

on a maintenant 

ζ = y Ah. 

Substituons dans le premier membre de l'équation (i4)> cette valeur 
de ζ et les valeurs (21), (22) et (23), que nous avons trouvées η* III, 
pour ρ, q , r,i, ί et pour les deux fonctions 

rt — s', (ι + p')t + (1 -f- q%) r — 2pqs. 

Nous trouverons successivement 

1 + q2 + zt I +/' + 7'+ [(» "H/OH- ( « +q*)r—7.pqs~]z+{rt—f;~\z 

= yuhR -1 + — yÀ + + y+ (r - l) aA + rtX'h> 

= yuhR - 1 + 1 - a2 + ah (a2 r, + A't) (1 + ahr) (1 + hut) 

= y hR - 1 + 1 - a2 rt + yh A2 +a2 r 1e 1t hy 

(»4) 

Nous avons dit plus haut que et ~ sont les deux rayons de cour-
bure de la surface s en son point Κ (jc

t
, y

t
, zv) pour lequel on a 

p
(
=o, q, = o, ^ = 0. Pareillement ^ et ^ sont les deux rayons 

de courbure de la surface séparatrice S au point d'incidence 0 pour 
lequel on a par hypothèse P=o, Q = o,S = o. 

Comme nous n'aurons plus besoin des lettres R et rpour représenter 
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Its dérivées partielles et nous de'signerons les deux rayons 

de courbure de la surface S par R et r; de sorte que nous rempla-

cerons dans nos formules les dérivées R et Τ par ^ et y. 

Nous conviendrons de prendre pour la direction des 2. positives, 
celle du plus grand rayon de courbure R à partir de l'origine Ο, ou 
s'il est infini, celle du plus petit rayon r. Nous prendrons pour 
l'angle des coordonnées positives, celui qui contient la partie du 
rayon incident qui fait un angle aigu avec la direction des ζ positives. 

Remarquons encore qu'on peut toujours faire passer la surface s 
par un point Κ pris à volonté sur la direction du rayon incident. On 
pent donc prendre ce point Κ aussi près qu'on voudra du point 0, 
sur la partie du rayon incident qui est dans l'angle des coordonnées 
positives; et alors le point correspondant K' de la surface s' se trou-
vera aussi sur la partie positive du rayon réfracté à une petite dis-
tance de l'origine 0. 

Cela posé, si l'on désigne par D et ci les distances du point d'in-
cidence Ο aux deux centres de courbure de la surface S situés sur la 
direction du rayon incident OK qui lui est uormal, en supposant que 
ces deux centres se trouvent sur la partie positive de ce rayon, on 
aura évidemment 

- = D — Xh, - = d — Xh. 

Les distances D, d, changeront de signe quand elles tomberont sur la 
partie négative du rayon incident. 

En mettant ces valeurs de y et y dans l'expression (24) et y rem-

plaçant comme nous l'avons dit R par ^, elle devient 

yxk (1 — «*) (D — xh) (d — xh) -f- xh A ' (D — x.h) -f- xhà1 (d — a h) R Dd 

et se réduit à 

-«■ + **$-f-Î)· 
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en ayant égard à la relation 

A' -f· a* α* = i. 

Le premier membre de l'équation (i4) se trouve donc transforme 
dans l'expression 

- a2 y2 + h y (y R - A2 D - at d), 

son second membre deviendra pareillement 

- a' 2ay' 2 + h y' (y' R - A'2 D' - a'2 d') 

On représente par D' et d! les distances du point d'incidence Ο aux 
deux centres de courbure de la surface s' situés sur la direction du 
rayon réfracté OK' ; ces centres sont les points où OK' touche les deux 
nappes de la surface caustique formée par les intersections successives 
des rayons réfractés (les distances D', d'sont censées positives , lors-
qu'elles sont comptées sur la partie de la droite OK' qui est dans l'angle 
des coordonnées positives, et négatives dans la direction opposée). On 
désigne par A'B'C' et a'b'c' les cosinus des angles que font avec les 
axes des χ,γ,ζ positives les deux droites menées par le point 0 per-
pendiculairement au rayon réfracté OK' dans les plans des deux sec-
tions principales de la surface s' passant par ce rayon OK'; enfin, 
a', y sont les cosinus des angles que fait ce rayon avec les mêmes 
axes. 

L'équation (i 4) sera donc remplacée par celle-ci 

λ2 x \F · d R/ λ' VIF -jt R)·λ2 x \F · d R/ λ' VIF -jt R)·λ2 x \F · d R/ λ' VIF -jt R)·λ2 x \F · d R/ λ' VIF -jt R)· 

qui devant avoir lieu, quelle que soit h , se partage en deux autres 

λ2 x \F · d R/ λ' VIF -jt R)· λ2 x \F · d R/ λ' VIF -jt R)· 

On peut faire subir des transformations analogues aux deux autres 
équations (i5) et (q6). 
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Voici le résultat de tout ce calcul. 
On a d'abord les équations 

a2 y2 = a'2 y'2 C2 y2 = C'2 y'2, aCy2 = a' C' y' 2 

qui se réduisent à 

a' = ay' y, C' = Cy' y (25) 

elles expriment simplement, comme il est aisé de s'en assurer, que le 
rayon incident et le rayou réfracté sont dans un même plan passant 
par l'axe des ζ, c'est-à-dire par la normale à la surface S au point 0 
et que le rapport des sinus des angles qu'ils font avec cette normale 

est y y'. 

On a ensuite les trois équations 

y u A2 D + a2 d - y R = 1 y' A'2 D' + a'2 d' - y' R), 

i y ( AB D + ab d) = 1 y' (A'B' D' + a' b' d) 

i y ( AB D + ab d) = 1 y' (A'B' D' + a' b' d) 

(a6) 

Celles-ci renferment toutes les relations qui existent entre les cour-
bures des trois surfaces S, s et /. Nous allons en développer les 
conséquences. 

V. 

Pour plus de simplicité, nous pouvons actuellement faire passer les 
deux surfaces s et s' par le point d'incidence 0. Alors D et d, D' et d' 
deviennent précisément les rayons de courbure des deux surfaces s, s' 
pour ce point-là, tandis que A, B, C et a, b, c, A', B', C et a', b', c' 
sont les cosinus des angles que les tangentes aux lignes de courbure 
de ces surfaces passant par le point 0 font avec les tangentes aux deux 
lignes de courbure de la surface séparatrice S et avec sa normale au 
point Ο; α, ζ, y et et', ζ', y' sont les cosinus des angles que le rayon 
incident et le rayon réfracté font avec les mêmes axes. 11 s'agit main-
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A' 2 D' + d2 d' = f, 

B' D' + b'2 d' = g, 

A' B' D' + a' d' d' = e, 
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tenant de déterminer par le moyen des équations (26) les quantités 
Ό' et d', A', B', €' et a, b'

} c' relatives à la surface s', en sup-
posant connues les quantités R et r, D et d, A, B, C et a, h, c, 
relatives aux deux premières surfaces S eti qui sont données. 

On tire d'abord des équations (2) 

(27) 

en posant, pour abréger, 

f =î ■+■ Kït + -d " i")' 

Gr = y' r + y' y (B2 D + b2 d - y r), 

' = Λ ("D + ?) 

(*8) 

f, g, e ne se composent que de quantités connues. 
On peut résoudre facilement les équations (27), en remarquant l'a-

nalogie qui existe entre elles et les formules (22) et la liaison de celles-
ci avec les équations (23). Ainsi, en multipliant d'abord les équations 

(27) par I 1 -hçr
a>

 -hr~ respectivement et ajoutant, on 

trouve 

A'M-B' . A'V'-fB'^'H-îAVB'e' , d'+b" , «'V-f b'*C* -f za'dbV D' 

= (y'2+a'2) f+ (y'+C'2) g+2a'C'e 

et en réduisant ( à cause de A 'a! -+· B'£' = ■— C'j/), 

11 D' + 1 d' = L _i_ 1 — ^ g + **'?>eL _i_ 1 — ^ g + **'?>e 

En retranchant du produit des deux premières équations (27) le carré 
tie la troisième et observant que A'b' — B'a' s=zhy', on obtient 
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W = («9) 

Ou connaît donc la somme et le produit des deux quantités et ^, 

et par conséquent, on aura les valeurs de D' et d' par la résolution 
d'une équation du second degré qu'il est inutile d'écrire. 

Connaissant D' et d'on pourra déterminer A' et a par le moyen 
des deux équations 

77 + 7' — /> A" -H a" = 1 — «■"> (*' = τ) 

et l'on aura de même B' et b'. 

On peut aussi trouver ces dernières inconnues, indépendamment 
de D' et d'. Car on tire des équations (27) après quelques réductions 

.rf+ψ +Ç2, _ ^ 

_ + y _-wy _ ^ 

(v-+ «■<)/■g _ (k,
h

,
 + BV) Q_ _1 d') , 

d'où résulte 

B'b' A'a' = - 5! juÎ. — (»"+*'·)/—(y *+c")g 5! juÎ. — (»"+*'·)/—(y *+c")g 

5! juÎ. — (»"+*'·)/—(y *+c")g 
(3o) 

On connaîtra donc ^7 et —, ce qui suffit pour déterminer les direc-

tions des tangentes aux deux lignes de courbure de la surface s', car 

^7 et ρ sont les tangentes trigonométriques des angles que leurs pro-

jections sur le plan des xy font avec l'axe des .r, ou bien — ρ et —A' B' 

sont les tangentesdes angles que font avec l'axe des χ les tracessur leplan 
des xy des plans des sections principales de la surface s'pour le point Ο 

Il est à remarquer que si deux rayons incidents infiniment voisins 
se coupent, les deux rayons réfractés correspondants ne se coupent 

48. 
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pas généralement. Car s'ils se coupaient, le plan contenant les deux 
rayons incidents et le plan contenant les deux rayons réfractés, se 
couperaient suivant la droite qui joint les deux points d'incidence 
infiniment voisins, c'est-à-dire suivant une tangente à la surface S; 
et comme ces plans déterminent des sections principales dans les sur-

faces s et s', le rapport ^ ou ^ serait égal à j, ou gr, ce qui n'a pas 

lieu généralement. 
Lorsqu'on a d = D, ce qui arrive en particulier quand les rayons 

incidents partent tous d'un même point, les quantités A2 D + a2 d2 

B2 D-j- ̂ ^ ·+· ^ , dans les formules précédentes se réduisent à 

—
 D

 " , 1 ρ g et — ^respectivement. Une simplification semblable 

a lieu quand on a d' = D'. 
Ces formules s'appliqueront à la réflexion, en y faisant Λ' = Λ et 

a' = a
}
 £'=€, y' — — y. Si l'on a de plus if = D, on verra d'après 

les formules (3o* que les plans des sections principales de la surface s' 
sont toujours les mêmes, quelle que soit la grandeur de D, ce que 
M. Dupin avait déjà remarqué. 

vi. 

On peut encore déterminer la courbure de toute section faite dans 
la surface s' par un plan mené à volonté par sa normale qui n'est 
autre que le rayon réfracté. Soient ζ 
OZ la normale à la surface sépara-
trice S pour le point 0, XOY son 
plan tangent, XOZ et YOZ les plans 
de ses courbures principales; ces 
trois plans sont pris pour ceux des 
coordonnées χ, y, z. Soient OK la 
direction du rayon incident nor-
maie à la surface s, 0K/ celle du 
rayon réfracté normale à s', x, Oy 
le plan tangent à s et Oxt, Oyt 
les tangentes à ses lignes de cour- / 
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bure. Traçons dans le plan XOY tangent à S une ligne droite 01 
et faisons passer par cette droite et par les lignes OK, OK', deux plans 
IOK, IOK' ; soient Δ et Δ' les rayons de courbure des sections nor-
males faites par ces deux plans dans les surfaces s, s', et f le rayon de 
courbure de la section normale faite dans la surface S par le plan IOZ. 

Cela posé, en multipliant les trois équations (26) par cos* IOX , 
cos'IOY et 2 cos IOX cos ΙΟΥ, puis ajoutant, on trouve 

1 |~A'cos'I0X4-B'cos'10Y -f· 2ABcosIOXcosIOY «j'cos'IOX-t-i'cos'IOY -f- aataosIÔXcoslOY y D d 

-y cos2 IOX + cos2 IOY Rr 

ι pA'3cos'IOX+B,acos'IOY+2A'B'cosIOXcosIOY , a'cos'IOX -pi''cos*IOY-+-2a'i'cosIOXcosi()Y y' D'R' (3.! 

,/cos'IOX , cos'IOY\~l r R r 

Mais la formule connue d'Euler donne 

1 cos' IOX , cos" ΙΟΥ _ r R 

on a ensuite 

cos. ΙΟχ, = A cos IOX -f- Β cos 10 Y, 
cos.lOy, == acosIOX -J- h cos ΙΟΥ ; 

et en supposant que le plan IOK coupe le plan xt0γt tangent à la sur-
face s suivant OH, 

cosIO-r, = coslOHcosHOx, = sin IOK cosHOx,, 
cos I0j

t
 = cosIOH cosHOy, = sin.IOK cos HO/,. 

Donc le premier membre de l'équation (31) devient 

-|^sin , IOK ^ g + —3-i)- ïj, 

oc bien encore, 

1 /sin' IOK y\ 
car la formule d'Euler donne 
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ι cos- HOj:/ t cos* HO^-/ A D d 

Le second membre de l'e'quation (3i) se transforme de même, 
de sorte que cette équation devient la suivante 

I Λ»'2 IOK y\ ι /-sin* IOK' A c y' A' C (32) 

Telle est la relation très simple qui existe entre les rayons de cour-
bure des sections normales faites dans les trois surfaces S, s, s', par les 
trois plans IOZ, IOK, IOK' dont la ligne de commune intersection 01 
est prise à volonté sur le plan tangent à la première surface S. On aura 
donc le rayon Δ' quand on connaîtra ρ et Δ. 

En particulier, si l'on prend 01 perpendiculaire au plan qui contient 
la normale OZ et les rayons incident et réfracté OK, OK', on aura 

-1G - Ρ = Kè - V). c») 

d'où l'on peut conclure que les trois centres de courbure correspon -
dants sont en ligne droite; et si 01 est la trace de ce même plan ZOK 
sur le plan tangent à S, on aura 

Kr - p=xi - >:> «> 

Ici />, Δ et Δ' sont les rayons de courbure des sections faites dans 
les trois surfaces S, s, s' par le plan dont il s'agit. Cette dernière for-
mule suffit pour la construction des surfaces caustiques lorsque les 
trois surfaces S, s, s' sont des surfaces cylindriques dont les géné-
ratrices sont perpendiculaires à un même plan, ou des surfaces de 
révolution autour d'un même axe; dans ce dernier cas l'une des deux 
nappes de chaque surface caustique se réduit à une portion de ligne 
droite placée sur l'axe, et la formule (34) détermine les points de l'autre 
nappe. Les deux surfaces développables qui passent par un rayon 
quelconque, sont l'une un plan passant par l'axe, l'autre un cône 
droit de révolution autour de ce même axe. Ces cas reviennent à celui 
où l'on ne considère qu'un faisceau de rayons lumineux dirigés dans 
un seul et même plan suivant les normales à une courbe tracée sur ce 
plan et réfractés ou réfléchis à la rencontre d'une autre courbe sur le 



PURES ET APPLIQUÉES. 583 

même plan. Alors la formule (34) coïncide avec celle que Bernoulli! 
a donnée pour les caustiques planes et qu'il est très facile d'établir 
directement. 

VII. 

La détermination des quantités D', d!, Δ', A', B', C'et a', b', c . 
qui se rapportent à la courbure de la surface s' pour le point O, peut 
encore être ramenée à la construction de la courbe que M, Lupin 
a nommée indicatrice. 

On sait que si l'on prend sur une surface un point quelconque O, 
et si l'on coupe cette surface par un plan parallèle à son plan tan-
gent au point Ο, et qui en soit infiniment voisin, la section est une 
ellipse ou une hyperbole dont les diamètres sont proportionne!: a 
la racine carrée des rayons de courbure des sections faites dans la 
surface par des plans normaux passant par ces diamètres. Si l'on 
imagine que ces diamètres grandissent dans un rapport infini, ou 
aura alors une ellipse ou une hyperbole s'éloignant à distance finie 
du centre 0, et qui sera l'indicatrice de la surface pour le point O. 
l.es carrés des demi-axes de cette courbe sont proportionnels aux 
deux rayonsjîe courbure principaux de la surface et ont les mémo 
signes que ces rayons; les deux plans normaux passant par les axe· 
de la courbe, sont ceux des sections principales de la surface. 

Ainsi, en supposant la surface S rapportée aux axes des oc., y , z. 

que nous avons adoptés précédemment, l'indicatrice de cette surface S 
pour le point 0, tracée sur son plan tangent, qui est le plan des .rr , 
pourra être représentée par l'équation 

x2 R + y2 r = 1. 

En supposant la surface s rapportée aux axes des x,, J
t
, z

t
, qui ont 

été définis plus haut, nous prendrons pour son indicatrice sur son 
plan tangent χβγ

ί
 la courbe donnée par l'équation 

y yD + y yd = 1, 

Cette équation représente aussi le cylindre droit qui a pour base 
cette indicatrice, et dont les génératrices sont parallèles à la direc-
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tion du rayon incident OK qui est l'axe des z
t
. L'équation de ce 

cylindre rapporté aux axes des χ, y, z, est 

' A.r Bj- -f- Cal1 , (ax -f- bjr -f- cz)1 Y D yd = 1. 

en y faisant ζ = o, on aura pour l'équation de sa trace sur le plan 
XOY tangent à la surface S, 

U + (I + bi)r%+2(ττ + Ί[)χϊ = >· & 
De même , en prenant les carrés des demi-axes de l'indicatrice de la 
surface s1 égaux à yT)' et yd', le cylindre droit qui a pour base cette 
indicatrice et ses génératrices parallèles au rayon réfracté OK', cou-
peea le plan des χγ tangent à S suivant la courbe représentée par 
l'équation 

(S+7) *·+(£+ 5V+<w +¥)*'= y- M 
/ 

Cela posé, si l'on ajoute l'équation (C), multipliée par ^ à 

l'équation (c) multipliée par et si l'on a égard aux formules (a6), 

on obtiendra l'équation (c'). Ainsi, connaissant les courbes (C) et (c) 
ou leurs équations, il est facile d'obtenir comme on voit, l'équation 
de la courbe (c'), ou seulement trois points de cette courbe, dont la 
projection sur un plan perpendiculaire au rayon réfracté OK' sera 
l'indicatrice de la surface s' pour le point 0. On voit aussi que ces 
trois courbes C, c, c', se coupent aux quatre mêmes points, aux 
extrémités de deux diamètres communs; donc si l'on construit les 
deux premières courbes ou seulement leurs points d'intersection, la 
courbe c' devra passer par ces points, si toutefois ils sont réels, et il 
suffira pouracbever de déterminer cette courbe, d'en connaître un autre 
point quelconque ; par exemple l'un de ceux où elle rencontre, soit la 
trace du plan ZOK sur le plan XOY tangent à S, soit la perpendiculaire 
à cette trace, ce qui est facile d'après les formules (33) et (34). 

Ces constructions peuvent être effectuées par la géométrie des-
criptive. 


