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MEMOIRE

Sur les lignes conjointes dans les coniques ;

Par M. CHASLES.

9 L. Considérations préliminaires. Définition des lignes conjointes.

1. M. Terquem a appelé lignes conjointes deux droites tracées dans
le plan d’une conique, de maniére que si on les prend pour axes
coordonnés, les ccefficients des carrés des deux coordonndes dans
Péquation de la courbe soient égaux. (Voir Journal de Mathéma-
tiques, 5° volume, p. 17.)

Ainsi I'¢quation d’une conique, rapportée a deux axes obliques,
étant

A(x* 4 7*) 4 By 4 Cx Dy 4+ 1 = o,

les deux axes sont deux lignes conjointes.

La courbe rencontre I'axe des x en deux points dont les distances
a Torigine sont les racines de I'équation

Ax* 4 Cx 4 1 = o.

Le produit de ces deux distances est ;T Le produit des distances de

Porigine aux points ou1 la courbe rencontre I'axe des ¥, estle méme.
Cela prouve que les quatre points de rencontre de la conique par les
deux axes coordonnés sont sur une circonférence de cercle, ainsi que
I'a remarqué M. Terquem.,

Réciproquement, si quatre points d’une conique sont sur une cir-
conférence de cercle, les deux droites qui passent par ces quatre

Tome M1, — Aocr 1838, )
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points sont deux lignes conjointes; c'est-a-dire que si on les prend
pour axes coordonnés, les coeflicients de x* et de y* dans P'équation
de la courbe seront égaux.

Car soit

Ax* 4+ Ay* 4+ Bxy +~ Cx 4+ Dy 4+ 1 = ¢

Ieéquation de la courbe, rapportée a ces deux droites prises pour
axes coordonnés. Les produits des distances de l'origine aux points

. . - I 1
ou la courbe rencontre ces droites ont pour expressions ; et i Ces

produits doivent étre égaux, puisque les quatre points sont sur un
cercle; on a donc A= A"

Ainsi cette propriété des lignes conjointes, de rencoutrer la conique
en quatre points situés sur une circonférence de cercle, est caractéris-
tique et suffit pour définir ces lignes complétement d’une maniére
purement géométrique Clest cette définition que nous adopterons et
dont nous allons nous servir pour démontrer différentes propriétés des
lignes conjointes.

2. La premiere définition, employée par M. Terquem et fondée sur
la forme de I'équation de la conique, convient particuliérement quand
on veut traiter cette théorie par I'analyse; elle parait aussi, au premier
abord, offrir I'avantage d’'une plus grande généralité, parce qu’elle
s'applique au cas ou les deux lignes conjointes ne rencontrent pas la
conique, comme au cas ou elles la rencontrent; tandis que la seconde
définition, d’aprés son énoncé, parait impliquer la condition de
réalité des quatre points de rencontre. Mais nous observerons que,
dans le plan de deux coniques situées d'une maniére quelconque I'une
par rapport 4 Vautre, il existe toujours un systéme de deux droites qui
représente une des coniques, en nombre infini, qu'on peut faire passer
par les quatre points d'intersection , réels ou imaginaires, des deux
courbes proposées. Ces deux droites jouissent de deux sortes de pro-
priétés, dont les unes sont permanentes, c’est-a-dire subsistent tou-
jours, quelle que soit la figure proposce, et dont les autresexistent dans
certains cas et n’existent pas dans d’autres cas; celles-ci sont les pro-
priétés contingentes de la figure. Cette circonstance, que, dans le cas
ou les coniques se coupent, les deux droites en question passent par
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/
leurs points d'intersection, offre une de leurs propriétés contingentes.
Pourdonner un exemple d’une propri€té permanente, nous dirons que :
st d'un point quelconque pris sur Uune de ces droites , on méne quatre
tangentes aux deux coniques, les droites qui joindront les points de
contact sur la premiére aux points de contact sur la seconde, con-
courront deux a deux en deux points fixes (*). Quand les deux
coniques sont des cercles, une des deux droites est situde i Uinfini,
et l'autre est celle quon a appelée axe radical. Cette définition , fon-
dée sur une propriété ou entre une expression radicale, ne pouvait
convenir aux deux droites relatives 4 deux coniques quelconques. Jai
appelé celles-ci axes de symptose des deux coniques. Ainsi deux lignes
conjointes dans une conique sont les axes de symptose communs i
cette courbe et & un cercle. Je conserverai la dénomination de lignes
conjointes pour le cas spécial d’une conique et d'un cercle; et jappel-
lerai ce cercle le cercle conjoint velatif 3 ces deux droites, ainsi que
i'a fait M. Terquem.

Je ferai usage, dans ce qui va snivre, d’un principe que j'ai déve-
loppé dans mon dpercu historique sur lorigine et le développement des
Méthodes en Géométrie , sous le nom de Principe des relations con-
tingentes, et qui consiste en ce que les propriétés d’une tigure qu’on
a démontrées en s’appuyant sur des relations contingentes de la
figure, ont licu encore dans le cas o ces relations contingentes ont
disparu et n’'offrent plus leur secours pour la démonstration des
propriétés en question.

D’apres ce principe, les propriétés des lignes conjointes , que nous
aurons démontrées pour le cas ot1 le cercle rencontre la conique en
quatre points , subsisteront dans les cas ou deux de ces points, ou tous
les quatre, seront imaginaires.

Deux lignes conjointes étant toujours les axes de symptose de la
conique et d’un cercle, on concoit de suite que les propriétés géné-
rales des axes de symptose de deux coniques leur seront applicables.

Nous ne démontrerons ici que celles de ces propriétés qui auront
quelque chose de particulier an cercle.

(*) J'a:. démontré cette proposition dans le tome XVIII des 4nnales de Ma.
thématiques de M. Gergonne, p. 284.

49--
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Nous ferons usage exclusivement de considérations géomeétriques.
On verra peut-étre dans ie nombre et la variété des propositions aux-
cuelles cette méthode va nous conduire, une preuve de la facilité
qu’elle peut procurer dans une foule de questions.

§ . Propriétés des lignes conjointes relatives a un cercle.

5. On sait que si par un point quelconque S pris dansle plan d'une
conigue , on méne deux transversales qui la rencontrent en A, A,
et B, B'; et si I'on appelle Oa, 0b les deux demi-diameétres de la
courbe qui sont paralleles 2 ces deux transversales , on aura

SA.SA" __ Oa’

SB. SB’ 0b

Si les deux transversales sont deux lignes conjointes, les quatre
points A, A/, B, B, seront sur un cercle; on aura douc. ...
SA.SA’ = SB.SB/, et par snite Oa = Ob. Réciproquement, quand
les deux demi-diameétres Oa, Ob sont égaux , les deux tranversales sont
deux lignes conjointes ; or deux diamétres égaux d’'une conique font
des angles égaux avec 'un de ses axes principaux; donc

Deux lignes conjointes , dans une conique , font des angles egaux
avec Uun des axes principaux de la courbe.

Et réciproquement, deux droites qui font des angles égaux avec un
axe principal d'une conique sont deux lignes conjointes.

4. 11 suit de la, que la droite qui divise en deux également Uangle de
deuax lignes conjointes, et la droite qui divise en deux également le
supplément de cet angle , sont paralléles aux deux axes principaux
de la conique.

5. Quand un cercle rencontre une conique en quatre points reels,
il y a trois systemes de deux lignes conjointes qui sont deux cotés op-
posés, ou les deux diagonales du quadrilatére qui a pour sommets ces
quatre points. It suit donc de la proposition ci-dessus , que :

Quand un quadrilatére est inscrit dans un cercle , les droites dont
chacune divise en deux cégalement Uangle ou le supplément de langle
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de deux cotés opposés, ou des deux diagonales, sont paralléles , trois
a trois, a deux droites rectangulaires. .

6. Concevons deux droites également inclinées sur un axe fixe, et
deux autres droites également inclinées aussi sur cet axe; ces denx
dernieves rencontreront les deux premiéres en quatre poinis qui seront
sur un cercle.

Car soient A, B, C, D ces quatre points; si le cercle mené par les
trois premiers ne passait pas par le quatrieme, il rencontrerait CD
en un point D', et 'on conclurait de Phypothese et de la proposition
précédente que les deux droites AD’ et AD sont paralleles. Donc le
point D' coincide avec le point D.

lI suit de la que:

Deux lignes conjointes quelconques rencontrent deux autres lignes
conjointes en quatre points qui sont sur un cercle.

Nous verrons plus loin (1), comme corollaire dune proposition

heaucoup plus générale, que ce cercle passe par les points d'intersec-
tion des deux cercles conjoints.

7. Le point de rencontre de deux lignes conjointes a la mem
polaire dans la conique ct dans le cercle conjoine.

Car soient A, B, C, D les points de rencontre de la conique et du
cercle, et E le point de concours des deux lignes conjointes AB, CD.
La polaire du point E, par rapport 4 I'une des deux courbes est la
droite qui coupe harmouiquement les deux cotés AB, CD du qua-
drilatére, c'est-a-dire en deux points i, 7 tels que I'on a

EA _ mA EC _ «aC
EB 7 mB? ED — ab°

Aiusi cette polaire est la méme dans les deux courbes. Cette droite,
d’apres une propriété connue du quadrilatére (*), passe par le point
de concours des deux autres cotés opposés BC, AD du quadrilatéere
ABCD, et par le point de rencontre de ses deux diagonales AC, BD.

8. La polaire d'un point, par rapport 4 un cercle, est perpendicu-
laire au rayon qui passe par ce point. On conclut de la que:

(*) Géométrie de position, page 282. — Essai surla théorie des I'ransversales.
page 74.
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Quand un quadrilatére est inscrit dans un cercle , la perpendicu-
laire abaissée du point de rencontre des deux diagonales sur la droite
qui joint les points de concours des cotés opposés, passe par le centre
du cercle.

9. Il suit de 12 que:
Etant données deux lignes conjointes , le centre du cercle conjoint

est sur la droite menée par leur point de rencontre perpendiculaire-
ment & la polaire de ce point prise par rapport a la conique.

Ce théoréme est un de ceux qu'a démontrés M. Terquem ( Foyez
p. 18 du tome IlI de ce Journal).

Si le point d’intersection des deux lignes conjointes est sur la co-
nique, la polaire de ce point sera la tangente a la conique; le centre
du cercle sera donc sur la normale.

Cela se démontre directement. Car si deux des quatre points d’inter-
section d’une conique par deux lignes conjointes sont infiniment voi-
sins, le cercle qui passera par ces quatre points sera tangent a la co-
nique. Son centre sera donc sur la normale.

10. On peut prendre aussi pour les deux lignes conjointes, la tan-
gente a la courbe, qui joint les deux points infiniment voisins, et la
droite qui joint les deux autres points. De sorte que,

Quand un cercle est tangent & une conique , la tangente au point
de contact , et la droite qui joint les deux points d'intersection di
cercle et de la courbe, sont également inclinées sur lun des axes
principaux de la conique.

i1. Si le cercle est osculateur, les deux lignes conjointes seront la
tangente et la droite menées du point de contact au point derencontre
du cercle et de la courbe. Donc »

Le cercle osculateur en un point dune conique, passe par un
deuxiéme point de cette courbe, qui est a Lextrémité de la corde
menée du point de contact, et Jaisant avec lun des axes principaux
un angle égal & celui que la tangente au point de contact fait avec
cel axe.

Ce théoréme offre nne construction trés simple du cercle osculateur

en un point d’'une conique.
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12. Si lon a dans une parabole plusieurs cordes paralléles entre
elles , la somme des perpendiculaires abaissées des deux extrémités de
chacune delles sur Uaxe de la courbe sera constante.

En effet, la somme des perpendiculaires abaissées des extrémites
#’nnc méme corde sur Paxe de la parabole sera égale & deux fois la
perpendiculaire abaissée du point milieu de cette corde sur cel axe.
Mais les milieux de toutes les cordes sont sur une méme droite pa-
ralléle a Paxe; donc ils sont tous également €loignés de cet axe. Ce
qui démontre le théoréme énoncé.

i3. Une corde étant menée dans une parabole, son milieu est
situé sur la paralléle a 'axe , menée par le point de contact de la para-
bole et de sa tangente paralléle & la corde. Il s’ensuit que si l'on a
deux lignes conjointes relatives a un cercle quelconque, comme ce
sont deux cordes également inclinées sur 'axe, les tangentes qui leur
seront paralléles toucheront la parabole en deux points situés de part
et d’autre, et a égale distance, de I'axe de la courbe. Les milicux des
deux cordes seront donc aussi situés de part et d’autre et a égale dis-
tance de I'axe. D’ou 'on conclut, que les sommes des perpendiculaires
abaissées des deux extrémités de chaque corde sur I'axe sont égales et
de signes contraires. On a donc ce théoreme :

Etant menédes deux lignes conjointes dans la parabole , la somme
clgébrique des perpendiculaires abaissées des points ot elles rencon-
trent la courbe, sur son axe , est nulle.

Ou, en d’autres termes,

Un cercle quelconque étant tracé dans le plan dune parabole ;
la somme des perpendiculaires abaissées sur Uaxe de la courbe , des
quatre points ot le cercle la rencontre , est toujours égale a zéro.

Ce théoréme est counu, et parait di a J. Gregory, qui I'a démontré
par d’autres considérations. (Voir Geometrie pars universalis , etc. ;
Patavii, 1668, in-4°, page 130.)

14. On conclut de ce théoréme, que :

Le cercle osculateur en un point d'une parabole la rencantre en un.
autre point dont la distance a Uaxe de la courbe est triple de la dis-
tance du point de contact a cet axe.
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15. Deux lignes conjointes étant menées dans le plan d'une co-
nique , toute autre conique qui passera par leurs quatre points -d’in-
tersection aura ses axes principaux paralléles & ceux de la pre-
miére.

Car soient A, A’ et B, B’ les points ou les deux lignes conjointes
rencontrent la conique, et S leur point de concours, on aura

SA.SA’ — SB.SB'

Puisque la seconde conique passe aussi par les quatre points A, A’,
B, B, cette équation prouve que les deux droites AA’, BB sont aussi
des lignes conjointes par rapport a elle. C. Q.F.D.

16. Réciproquement, Quand deux coniques ont leurs axes prin-
cipaux paralléles entre eux, un & un respectivement , leurs quatre
points d’intersection sont sur un cercle.

En effet, soient A, A’, B, B, les quatre points d’intersection ; soit
S le point de concours des deux droites AA’, BB'. Soient Oa, 05

et 0'a’, 0’0’ les demi-djamétres des deux coniques paralleles aux deux
droites AA’, BB'. On aura

2 ———

SA.SA" _ Oa __ Oa
SB.SB’ 0" oy’
d’ou
Oa __ 04

Concevons que par le point @’ on fasse passer une troisieme conique
semblable a la premiere, et qui ait ses axes principaux dirigés suivant
ceux de la seconde. Cette équation fait voir que cetle courbe passera
aussi par le point &”; donc 0'a’ et O'Y seront deux demi-diametres
communs i la seconde et a la troisi¢me conique ; et puisque ces deux
courbes ont les mémes axes principaux en direction , ces deux demj—
diamelres sont également inclinés sur I'un de ces axes, parce que dans
Vintersection des deux courbes, tout est égal de part et d’autre de cha-
cun de ces axes principaux. Ainsi les deux demi-diametres Q'a/ , O'b
sont également inclinés sur un axe principal de la seconde conique.
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Ce qui prouve que les deux droites AA’, BB', sont des lignes con-
jointes par rapport a cette conique. Il en est de méme par rapport a
l'autre courbe. Le théoréme est donc démontré.

17. Il suit de la que: Quand deux paraboles ont leurs wxes
perpendiculaires entre eux , elles se coupent en quatre points qul
sont sur un cercle.

18. Il suit encore du théoréme, que : Quand une hyperbole a pous
asymptotes deix lignes conjointes d’une conique , elle rencontre cette
courbe en quatre points qui sont sur un cercle.

Nous verrons (art. 65) que ce cercle est concentrique au cercle
conjoint relatif aux deux lignes conjointes.

19. Si dans le plan d'une conique U on décrit deux cercles quel-
conques A, A’ et dewx coniques B, B’ dont la premiére passe par les
quatre points d’intersection (réels ou imaginaires) du premier cercle ct
de la conique U, et la seconde par les quatre points d'intersection du
second cercle et de cette courbe U ;

1°.. Les deux coniques B, B' se couperont en quatre points qu
seront sur un cercle ;

Et 2°. Ce cercle passera par les points d’intersection des derx
cercles proposés. ’

En effet, d’apres le théoreme (15), les deux coniques B, B’, auront
leurs axes principaux paralléles 2 ceux de la conique U. et consé-
quemment paralléles entre eux, un a un. Ces deux coniques se cou-
peront dounc en quatre points situés sur un cercle (16).

1l reste & prouver que ce cercle passera par les points d'intersection
des deux cercles proposés.

Que Yon fasse la perspective de la figure sur un plan; les deux
cercles proposés seront remplacés, en perspective par deux coniques
quelconques ayant deux points d’intersection imaginaires sur la droite
qui correspondra en perspective a U'infini de la premiere figure ; et le
troisitme cercle deviendra une conique passant par ces deux mcmes
points imaginaires. D’aprés le principe des velations contingentes .
nous pouvons raisonner comme si ces points étaicnt réels. Nous en

conclurons donc ce théoreme genéral :
Tome IIl. — Aouvr 1838. Ao
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Etant données trois coniques quelconques U, A, A’ sur un plan,
si Don en décrit deux autres B, B', dont la premiere passe par les
points d’intersection des deux courbes U et A, et la seconde par les
points d'intersection des deux courbes U et A’ ; par les quatre points
dintersection de ces dewx nouvelles coniques B, B, et par deux des
quatre points dintersection des deux premiéres A, A’, on pourra faire
passer une conique.

Or les quatre points d'intersection des deux coniques B, B', et un
seul des quatre points d'intersection des deux courbes A, A’ suffisent
pour déterminer une conique. Cette courbe passe donc par chacun
des trois autres points d’intersection de A et A'; c'est-a-dire que

Par les quatre points dintersection des deux coniques B, B', on
peut mener une conique qui passe par les quatre points d’intersection
des deux premiéres A, A' (¥). ‘

Cette conique sera un cercle si ces deux A et A’ sont des cercles.

Le théoreme est donc démontré.

20. Si les deux cercles A, A’ sont concentriques, pour qu'un troi-
sieme cercle ait les mémes points d’intersection avec eux, il faut qu’il

leur soit concentrique. On a donc ce théoreme :

(*) Voici une seconde démonstration de ce théoréme qui est important A cause

des nombreux corollaires qui en découlent. Soient

F—o, ¢=o0, et ¢ =o,

les équations des trois coniques U, A, A’. Celles des deux coniques B, B’

seront de la forme
F+4 »p =0, et F 4 N¢'=o0;

2 et A’ étant des constantes.
De ces deux équations, on tire

rap — N9 = o,

r les points d’intersection des

qui représente une troisienie conique passant pa
=o0 ; done

deux B, B'. Mais on satisfait a cette équation en faisant ¢ ==o0 et -4
la conique qu’elle représente passe aussi par les points d’'intersection des deux

premitres coniques A, A’. Ce qui démontre le théoréme.
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Si dans le plandune conique U on décrit deux cercles qui aient le
méme centre, et qi'on méne deux autres coniques quelconques dont la
premiére passe par les points dintersection du premier cercle et de la
conique U, et Uautre par les points d'intersection de cetie méme courbe
et du second cercle , ces deux coniques se couperont en quatre points
situés sur un méme cercle concentrique aux deux premiers.

Dans le théoreme (1g), on peut prendre pour les deux coniques
B, B’ les deux systemes de lignes conjointes relatives aux deux cercles
A, A’. Alors on en conclut que

Deuwx cercles quelconques étant traces dans le plan d’'une conique ,
les lignes conjointes du premier rencontrent les lignes conjointes du se-
cond en quatre points qui sont situés sur un troisiéme cercle qui passe
par les points d'intersection des deux premiers.

Et si ces deux cercles sont concentriques , le troisiéme aura le méme
centre qu’'eux.

22. Il existe, en général, trois systémes de deux lignes conjointes
relatives a une conique et & un cercle décrit dans son plan. Chaque
systtme est formé de deux cbH1és opposés, ou des deux diagonales du
quadrilatére qui a pour sommets les quatre points d’intersection du
.cercle et de la conique. Le point de concours de deux lignes conjointes
ala méme polaire dansces deux courbes. Celte polaire est la droite qui
joint les points de concours des deux autres systémes de lignes con-
jointes (7). De sorte qu’il existe en général , trois points dont Lun
quelconque a la méme polaire par rapport au cercle et a la conique.
Nous disons, en général , parce que deux de ces points penvent étre
imaginaires: c'est ce qui a liea quand le cercle ne rencontre la conique
qu'en deux points réels; alors il n’y a qu'un seul systéme de deux
lignes conjointes; les deux autres sont imaginaires, ainsi que les deux
points de concours auxquels ils donnaient lieu dans le premier cas.
Si le cercle et la conique n’ont aucun point d’intersection réel, alors
il n'y a encore qu'un systéme de deux lignes conjointes dont le point
de concours a la méme polaire dans les deux courbes ; mais dans ce
cas les deux autres points qui jouissent de cette propriété sont toujours
réels (*).

(*) Ce sont 13 des propriétés générales du systeme de deux coniques quelcon-
50..
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Ainsi, en général, une conique et un cercle étant décrits dans un
méme plan, il existe trois points qui jouissent de cette propriété, que
I'un d’eux quelconque a la méme polaire dans les deux courbes;
cette polaire est la droite qui joint les deux autres points.

Pour un second cercle, on aura un pareil systeme de trois points
dont chacun aura la méme polaire dans ce second cercle et dans la
conique.

Par ces trois points et les trois premiers, relatifs au premier cercle.
on peut faire passer une conigue.

Je vais démontrer ce théoréme sous cet énoncé plus général :

23. 8i dans le plan d'une conique on prend deux systémes de trois
points ltels que chacun d'eux ait pour polaire la droite qui joint les

deux autres, on a six points par lesquels on peut faire passer une
seconde conique.

Soient a, &, c, les trois points du premier systeme, et &, ¥, ¢
ceux du second. Il faut démontrer que ces six points sont sur une
conique.

Menons la droite ca’; son pole sera le point d'intersection des po-
laires des deux points ¢, a’, lesquelles sont les deux droites ab, ¥'c’;
soit € ce point d’intersection, Pareillement, le pole de la droite cd’
est le point d'intersection des deux droites ab, a'c’; soit a ce point.

Les quatre droites ca, cb, ca’, cb’, issues du méme point ¢, ont
donc pour poles les quatre points, b, a, €, a.

On a donc, d’aprés une propriété générale que j'ai démontrée pour

ques, pour lesquelles on peut consulter le Traiié des propriéiés projectives de
M. Poncelet (section 3, chap. IT) et un Mémnoire sur les systemes de coniques
décrites dans un méme plan, que j’ai publié dans les Annales de Mathématiques
de M. Gergonne (t. XVIII et XIX, année 1828).

Quand deux coniques n’ont aucun point d’intersection réel, on a coutume de
dire que deux des trois points en question sont les points de concours de sécantes
imaginaires. On peut, dans ce cas, éviter la considération des imaginaires, en
disant que ces deux points sont des coniques infiniment petites, ou dont les axes
sont nuls, et qui satisfont & la condition analytique de passer par les points
d’intersection des deux coniques proposées. Je reviendrai sur cette matiére et sur
la théorie des azes de sympiose de deux coniques, dans un article spécial.

-
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les surfaces du second degré (*), el qui sapplique aux coniques,
Iéquation

sina’ca | sinbca _ 6 ab

sina’ch " sinb'ch ~ Ca " aa’

Or les quatre droites c¢'a, ¢'b, c'a’, ¢'b’ étant issues d'un méme point

¢', et passant respectivement par les quatre points a, b, a, € qui sont
en ligne droite, on a I'équation

sind’c’d | sind'c'd — &b . Zlf(**),
sind’'c’a * sind'c’a ta ° aa
De ces deux équations résulte celle-ci :
sind’'ca | sind'ca sina'c’a | sind'ca

sina’ch ° sinb'ch sina’c’d " sinb'c'b’

équation qui siguifie que le rapport ankarmonique (***) des quatre
droites ca, cb, ca', cb' est égal a celui des quatre droites c'a, ¢'b,
c'a’y c't’. D'ott il suit, par une propriété générale des sections coni-
ques, que les quatre points, a, b, a’, 4, ou ces droites se coupent

(") dpercu historique sur Uorigine et le développement des méthodes géomé-
iriques , page 687.

(**) Ibidem , page 3o02.

(***) Quand quatre droites A, B, G, D situées dans un méme plan sont issues
"sinC,A _ sin D,A

d’un méme point, j'ai appelé I'expression — g rapport anhar—
point,Jar app pre sinC,B " SsinD,B’ PP

monique des quatre droites,

Pareillement, quand quatre points a, &, ¢, d sont en ligne droite ; Vexpres-

. ca da .
sion = : 7 est leur rapport anharmomguc.
c

Les nombreux usages que j’ai en 4 faire de ces rapports qui se représenteront
désormais dans une foule de recherches géométriques , m’ont obligé 4 leur con-
sacrer une dénomination particuliere. Voir Apercu historique, etc., pages 34
et 302. Le Mémoire sur les deux principes de Dualité et d’Homographie qui fait

suite & Vdpercu historique offre des applications continuelles de ces rapports
anharmoniques.
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deux i deux respectivement, sont sur une conique qui passe par les
deux points ¢, ¢’ (*). Ce quil fallait démontrer.

24. Quand un quadrilatére est inscrit, ou bien circonscrit 4 une
conique , on sait que les points de concours de ses cbtés opposés, et
le point de rencontre de ses deux diagonales sont trois points qui
jouissent de la propriété que chacun d’eux a pour polaire la droite
qui joint les deux autres; on conclut donc du théoréme précédent,
que : '

Si dewx quadrilatéres sont inscrits ow circonscrits & une ‘conique,
ou bien si Uun est inscrit et Uautre circonscrit & la courbe , par les
trois points de concours des cotés opposés et des diagonales du premier,
et les trois points de concours des cotés opposés et des diagonales du
second on peut faire passer une conique (**).

§ M. Suite du précédent. — Propriétés d'un autre genre des lignes
conjointes relatives a un cercle.

25. Concevons un cobne du second degré, deux cercles sous-con-
traires ¢, c' tracés sur sa surface, et une sphére passant par ces deux
cercles. Qu’on méne un plan transversal; il coupera le cone suivant une
conique ; la sphére suivaut un cercle = et les plans des deux cercles
¢, ¢ suivant deux droites qui seront les lignes conjointes relatives a la
conique et a ce cercle =. Ces deux lignes seront toujours réelles,
quoique le cercle = puisse n’avoir aucun point d’intersection réel avec
la comique. :

Que d’un point de la conique on abaisse des perpendiculaires m,
m7’' sur les deux lignes conjoiutes, et des perpendiculaires mp, mp’

(*y Apergu historique, eic. , page 334.

(**) Le théoréeme (23) peut donner lieu & quelques propriétés des surfaces du se-
cond degré ; par exemple, on en conclut que deux systémes de diamétres con-
jugués dune surface du second degré forment six droites situées sur un méme
céne du second degré.

Cohséquemment, quand deux angles triédres trirectangles ont urn méme sommet,
leurs six arétes sont toujours sur un cone du second degré.
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sur les deux plans des cercles ¢, ¢’. Soient ¢, ¢' les angles que ces
plans font avec le plan transversal, on aura

m, m
m7r=.—p, ma’ = L
sin ¢ sin ¢
et
mp.mp’
ma.mu' = b
R sin ¢_sin ¢

Soient r, r’les points ou Varete Sm du cone rencontre les plans des
deux cercles ¢, ¢'; et soient &, o' les angles de cette aréte avec ces
plans, on aura

mp = mr sina,

mp' = mr sine'.

Donc
sin «.sin

mw.mx = mr.mr .= —.
sinh ¢, Sin ¢

Or la sphere passe par les deux poiots r, r'; conséquemment le
produit mr.mr' est égal au carré d'une tangente menée du point m a
cette sphére; supposons que la tangente touche la sphére au point
situé dans le plan transversal sur le cercle = ; et soit mz la longueur

de cette tangente. On aura

mx. mx’ sin e, sin o
= = —.
mt sin ¢, sin ¢

Or ¢ et ¢ sont constants, quelle que soit la position du point m sur le
plan transversal. Le produit sin .sin 2’ est constant aussi, car les sinus
des angles @, a' que 'arete Sm fait avec les plans des-deux cercles ¢,
¢’ sont égaux, respectivement, aux perpendicalaires abaissées du
sommet du cone sur ces plans, divisées par les parties Sr, Sr' de 'arete
Sm; et le produit Sr. S+ est constant puisque les deux points r, 7' sont
sur la sphere. )
Ainsi l'on a

mx. mx'
o = constante,

—_— g

mi
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quel que soit le point m pris sur la conique; et la constante est la
méme quels que soient les deux cercles sous-contraires ¢, ¢’ tracés sur
le cone, et conséquemment quelles que soient les deux lignes con-
jointes prises dans le plan de la conique, pourvu tountefois que ces
deux lignes soient toujours paralléles a elles-mémes respectivement ;
car les plans des deux cercles étant toujours paralleles & deux plans
fixes, leurs intersections par le plan transversal, qui sont les deux
lignes conjointes, sont toujours paralleles & deux droites fixes.
On conclut de 1a ce théoréme :

Un cercle quelconque étant tracé dans le plan d'une conique; le
carré de la tangente a ce cercle menée par un point quelconque de
la conique, sera au produit des perpendiculaires abaissées de ce
point sur les deux lignes conjointes , dans un rapport constant ;

La valeur de ce rapport constant sera la méme pour tous les sys-
temes de deux lignes conjointes qui feront entre elles un angle de
grandeur constante.

Il faut remarquer que c'est pour faciliter I'énoncé du théoreme, que
nous y introduisons la considération de la tangente au cercle, mais
qu’il sapplique aux cas ol cette tangente est imaginaire; dans lesquels
cas on substituera au carré de la tangente, le produit des segments

faits par le cercle sur une transversale quelconque issue du point pris
sur la conique..

26. Le cercle peut se réduire 4 un point, ce qui a hieu quand le
plan de la conique est tangent a la sphere qui passe par les deux sec-
tions sous-contraives ¢, ¢’ du cone.

Ainsi, le cercle relatif a deux lignes conjointes peut étre un point.
On considére alors ce point comme un cercle infiniment petit; et ce
point peut étre situé en un lieu quelconque du plan de la conique.

27. Si le plan de la conique ne rencontre pas la sphere, 1l y aura
encore deux lignes conjointes, et le cercle conjoint sera imaginaire.
Le théoreme s'applique encore i ce cas; car le produit des segments
quun cercle fait sur une droite issue d’un point fixe m est réel , bien
que ce cercle soit imaginaire. Soit O le centre du cercle, R son rayon;

ce produit est égal & mO — R*; dans le cas actuel, le rayon du cercle
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est imaginaire; son carré est négatif, et cctte expression devient

mO’-i— R*, quelle que soit la position du point m.

Ainsi Pon voit comment le théoreme ci-dessus s'applique aux cas ou
la tangente au cercle, et le cercle lui-méme deviennent imaginaires.

Si le plan transversal est paralléele a la droite d’intersection des
plans des deux cercles ¢, ¢, les deux lignes conjointes, dans la co-
niguc , seront paralléles entre elles; et si le plan transversal passe par
cette droite d’intersection, les deux lignes conjointes se confondront
en une seuie, et le cercle conjoint aura un double contact avec Ia
conique sur cette droite. Ce cercle peut étre imaginaire, ce qui aura
lieu si le plan transversal ne rencontre pas la sphére; et il peut se re-
duire 4 un point, ce qui a lieu si le plan transversal est tangent ala
sphére. Le point représente alors un cercle conjoint infiniment petit:
c'est le point de contact de la sphere par le plan; et la ligne conjointe
unique, sur laquelle ce cercle infiniment petit a un double contact
avec la conique, est la droite d’intersection des plans des deux cercles
C, C'. Ce point est le foyer de la conique, et cette droite est la direc-
trice ; car d’apres le théoréeme général (25), les distances de chaque
point de la conique & ce point fixe et 2la droite, sont entre elles dans
un rapport constant: ce qui est la propriété caractéristique du

foyer.

8. Ces considérations offrent, comme on voit, un moyen de dé-
couvrir les foyers des coniques dans le cone oblique; ce que n'ont pas
fait les Anciens qui n‘ont traité de ces points que sur le plan, sans dire
comment ils y ont été conduits. Jai déja indiqué ailleurs d’autres
manitres de considérer les foyers dans le cone oblique. (Foirle tome II
de ce Journal, page 390 ; et mon Apergu historique , etc., p. 132 et

285.)
29. Reprenons le théoreme général {25), et supposons que le cercle
it un double contact avec la conique; le théoréme prendra cet

énonce :
Quand un cercle a un double contact ( réel ou imaginaire) avec
une conique , si de chague point de cette courbe on méne une tan-

Tome III. — Aogt 1838. 51
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gente au cercle, et une perpendiculaire & la droite de contact, le rap-
port de la tangente a cette perpendiculaire sera constant ;

Et la valeur de ce rapport sera la méme , quelle que soit le cercle,
pourvie-que son centre soit toujours sur le méme axe principal de la
courbe.

Le cercle sera inscrit dans la courbe si son centre est situé sur son
axe majeur; et il lui sera circonscrit si son centre est situé sur l'axe
mineur. Dans le premier cas on pourra mener une tangenle au cercle,
pai chaque point de la conique; et dans le second cas on n'en pourra
pas mener. Alors pour appliquer le théoréme, on substituera a la tan-
sente son expression que nous avons donnée ci-dessus (27).

50. Supposons deux cercles inscrits dans la conique ; leurs droites
de contact avec la courbe seront paralléles; conséquemment le rap-
port constant relatif & chacun des deux cercles aura la méme valeur.
On en conclut donc que la somme ou la différence des tangentes me-
nees de chaque point de la conique aux deux cercles, est & la somme ou
a la différence des distances de ce poiut aux deux lignes de contact,
dans un rapport constant, lequel est le méme quels que soient les
deux cercles.

Pour chaque point de la conique compris entre les deux cordes de
contact, la somme des distances de ce point & ces denx droites est
coustante et égale 2 la distance de ces deux droites; et pour chaque
point de la conique situé au dehors de I'espace compris entre ces deux
droltes, la différence des distances de ce point & ces droites est égale @
leur propre distance. On peut donc énoncer ce théoreme :

Quand deux cercles sont inscrits dans une conique , la somme ou la
Aifférence des tangentes menées & ces cercles par chaque point de la
courbe a une valeur constante ;

Cette valeur est égale & la distance des cordes de contact des dewx
cercles avee la conique, multipliée par un_coefficient constant , quels
e soient les deux cercles inscrits.

31. Chacun des cercles peut s¢ réduire 2 un paint qui sera F'un des
foyers de la conique, la corde de contact étant la directrice corres-
pondante. Chacun des cercles peut aussi étre imaginaire. Tous ces cas
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seront compris sous- I’énonceé général suivant, auquel nous donnons
la forme des Porismes d’Euclide ;

Etant pris sur Pun des axes principaux dune conique dewx points
Jixes o,0', on pourra déterminer trois constantes A, N et w telles
que lon ait entre elles et les distances de chaque point de la conique
aux deux points fixes o, o', la relation constante

\/mo —+ 2 =%x \/RZ“ -+ A= pu.

Ce théoréme est une généralisation nouvelle de Ia propriété des
foyers, que nous avons déja généralisée ailleurs sous d’autres points
de vue. (Foir t. 11, p. 396 de ce Journal, et Apercu historique , ete. .
p- 670 et Bor) (*).

32. Chaque point d’'un des axes principaux d'une conique est le
centre d'un cercle qui a un double contact avec la courbe; les points
de contact sont les pieds des perpendiculaires abaissées du poiat donné
sur la conique; et la droite qui joint ces deux points est la corde de
contact. Le contact peut étre 1maginaire ; néanmoins cetie droite est
toujours réelle , de méme que le cercle qui a le double contact avec la
courbe. Voici comment on déterminera ce cercle et cette droite: le
centre du cercle étant donné.

(*) Je citerai particulierement les deux théordmes suivants qui sont suscep-
tibles d’un grand nombre de corollaires concernant les foyers des conigques :

1°. 8i, autour du foyer d'une conique , on fait tourner une rose des venis de
rayons,

n dlant un nombre plus petit que m ,

La somme des puissances n des disiances des m points oit ces rayons rencontre -
ront la conique, & une droite fixe quelconque, divisées respectivement par les puis-
sances n des distances de ces points au foyer de la courbe , sera constante.

2°. 8¢, autour du foyer d'une conique , on fait tourner une rose des vents de m
rayons , et que par les wm poinis oit ils rencontrent la courbe, on lui méne ce
tangentes,

n étant un nombre plus petit que m, la somme des puissances n des distance.
de ces tangentes a un point fixe, divisées par les puissances n de leurs distanee
au foyer, sera une quantité constanie.,

51..
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La normale et la tangente en un méme point m d’une conique di-
visent en deux également 'angle des deux rayons vecteurs qui abou-
tissent a ce point, et le supplément de cet angle. Il sensuit que ces
deux droites et les deux rayons forment un faisceau harmonique; et
par conséquent la normale et la tangente rencontrent le grand axe de
la courbe en deux points n, ¢ qui sont conjugués harmoniques
par rapport aux deux foyers. Cette propriété sert pour déterminer I'un
e ces points, quand l'autre est donné.

Maintenaut, si du premier point, qui est le pied de lanormale, on
mene une seconde normale 4 la courbe en w2, la droite mm’ sera la
corde de contact du cercle qui a son centre au point n. Or, cette droite
est la polaire du point £, puisque les deux . droites um, tm’ sont
tangentes a la conique; on a donc ce théoréme :

Un point situé sur le grand axe d'une conique étant pris pour le
centre d’'un cercle qui doit avoir un double contact avec la courbe , la
corde de contact sera la polaire d'un second point qui est conjugué
harmonique di point proposé par rapport aux deux foyers de la
courbe.

Si l'on considére qu'il existe sur le petit axe d’'une conique deux
Joyers imaginaires , et que V'on peut prendre deux points conjugués
harmoniques par rapport a deux points imaginaires, on verra quele
théoréme et la construction qu’il indique s’appliquent aux points situés
sur le petit axe de la courbe, comme & ceux situés sur le grand axe.

-33. Ce théoreme servira pour résoudre ce probleme :

Par un point pris sur um axe principal d'une conique , mener les
normales & cette courbe.

On prendra le point conjugué harmonique du point donné, par
rapport aux deux foyers (réels ou imaginaires ) situés sur I'axe de la
courbe, et la polaire de ce point par rapport 4 la courbe. Les pieds
des normales cherchées seront sur cette droite ; de sorte que si cette
droite rencontre la conique, il y aura deux normales; et si elle ne la
rencontre pas, les normales seront imaginaires.

Nous donnerons ci-dessous (35) une autre consiraction de ce pro-
bleme. ‘
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34. Considérons deux cercles ayant leurs centres sur un des axes
principaux d’une conique, et prenons pour les lignes conjointes dans
chaque cercle les perpendiculaires & cet axe qui joignent les points
d’intersection de la conique et du cercle. Les carrds des tangentes
mences d'un point de la conique aux deux cercles seront entre eux
comme les produits des distances de ce point aux lignes conjointes
des deux cercles (25). Prenons le point de la conique sur Vaxe de
symptose (ou axe radical) des deux cercles; alors on sait que les
deux tangentes seront égales; on en conclut donc que les produits
des distances de ce point aux lignes conjointes des deux cercles seront
egaux. Dong,

Quand deux cercles ont leurs centres sur un diamétre principal
d’'une conique , si Uon considére les lignes conjointes perpendiculaires
a cet axe, le produit des distances de U'axe radical des deux cercles
aux deux lignes conjointes du premier, sera égal au produit des dis-
tances de cet axe awx deux lignes conjointes du second.

55. Par conséquent, toute droite transversale rencontre les lignes
conjointes et l'axe radical en cinq points dont le dernier aura le
produit de ses distances aux deux premiers, égal au produit de ses
distances aux deux autres; c’est~a~dire que ces cinq points appartien-
dront 4 une involution de six points, dont le sixieme, conjugué du
cinqui¢me, sera a linfini. (Voir Théorie de Uinvolution de six points.
page 312 de Vdpergu historique, etc.)

Or, deux points conjugucs, dans une involution, peuvent se con-
fondre ; ils forment alors un des deux points doubles de I'involution,
qui jouissent de la propriété de diviser harmoniquement le segment
compris entre deux points conjugués quelconques. Si I'un de ces
points doubles est situé a Vinfini, l'autre sera le milieu de chacun de
ces segments.

Ici, quand les deux cercles sont concentriques, leur axe radical est
a l'infini; conséquemment le cinquieme et le sixiéme point, dans
I'involution que nous avons considérée, se confondent ; ils forment
un point double ; et par suite il existe un second point double qui
est le milieu de chaque segment compris entre deux points conjuguss.
De la on conclut ce théoreme :
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St dun point pris sur lun des axes principaux d'une conique,
comme centre, on decrit plusieurs cercles, les lignes conjointes de
chacun d’eux , perpendiculaires & Uaxe de la courbe , seront egale-
ment cloignées d'une méme droite fixe; et celui des cercles qui aura
ur double contact avec la conique , la touchera sur cette droite.

Ce théoreme donne une construction nouvelle du probleme ci-
dessus (33), on il s'agit de mener les normales & une conique, par
un point pris sur un axe principal de la courbe.

Nous résoudrons plus loin (86) ce probléme pour un point pris
arbitrairement dans le plan de la conique; et nous aurons occasion
alorsde donner une seconde démoustration du théoreme précédent.

56. Chaque cercle, dans ce théoreme, indépendamment des deux
lignes conjointes perpendiculaires 4 'axe de la conique, les seules qui
seront toujours réelles, pourra avoir deux autres systemes de lignes
conjointes ; ce qui aura lieu quand le cercle rencontrera la conique en
quatre points. 1l est clair que chacune de ces lignes aura son milieu
situ¢ sur la droite fixe que nous venons de trouver. Or, la perpendi-
culaire abaissée du centre du cercle sur cette ligne passe par son mi-
lieu, puisqu’elle est une corde du cercle. 1l s’ensuit que cette ligne
est une tangente d’une parabole qui 2 son foyer au centre du cercle, et
qui est tangente a cette droite fixe. Donc,

Quand plusieurs cercles ont un centre commun situé sur un axe
principal d’une conique, leurs lignes conjointes non perpendiculaires
a cet axe , enveloppent une parabole qui a son foyer au centre commun
des cercles.

§ V. Propriétés genérales d'un systéme de coniques circonscrites ¢
un quadrilateére.

37. Les propriétés des lignes conjointes que nous allons démontrer
maintenant résultent de quelques propriétés générales d’un systéme
de coniques circonscrites a2 un quadrilatere. Nous allons présenter
d’abord ces propriétés générales

Quand trois coniques sont circonscrites a un méme quadrilatére ,
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une transversale quelconque les rencontre en six points qui sont en
involution.

Ainsi, soient A, A/, les points de la premicre conique, B, B
ceux de la scconde, et C, €' ceux de la troisieme, on aura

CA . CA’ CB . CK

CA.CA T CB.CB”

En effet, la transversale rencontre deux cOtés opposés du quadrila-
tere en deux points P, P et les deux autres cOtés en deux points Q, (0'.
Le quadri.atere ¢tant inscrit dans la premiere conique, les six points
A, A, P, P, Q, Q' sont en involution. (Théoreme de Desargues; Voir
Apercu listorigue,, ete., p. 77 ¢t 335.) Pareillement, le quadrilatére
¢tant tnscrit dans chacune des deux autres coniques, les six points
B. B, P, I, Q, Q, forment une involution, et il en est de méme des
six points G, €, P, P, Q, Q. 1! suit de 14, par une propriété geue-
rale de Pinvolution, que jai démontrée dans I' dpercu historique, etc.,
p hic, quedes six points A, B, B, €, ¢/ sont en involution.
C.Q.F. D.

28, Quand plusieurs coniques sont circonscrites a un quadrilatere.
les polaires d'un point quelconque , prises dans ces courbes . passent
par un mémne point.

Soit O un point quelconque et 0 le point de concours e ses pu-
laires prises dans les deux premieres courbes. Que la droite 00’ ren-
contre ces courbes aux points A, A’ et B, I'; les deux pomnts O, O
seront conjugués harmoniques par rapport aux points A, A’, et Pt
rapport aux points B, B’. Ces deux points sont donc les points dordies
relatifs & une involution de six points i laquelle appartiennent les
quatre points A, A, B, B'. Or les points C, €', ot la droite O
rencontre une troisieme conique, complélent avec ces quatre pre-
miers une involution. Donc les deux points O, O’ sont conjugues
harmoniques par rapport & ces deux points C, C' (*. Donc le point (V

% Voir, pour ceite propriété des peints doubles dans wne involation . UAperes
historique . etc., p. 313.
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est sur la polaire du point O, prise dans la troisieme conique. Donc
les polaires du point O, relatives a toutes les coniques, passent par un
méme point 0. C. Q. F.D.

39. Etant données deux coniques quelconques , si Uon prend les po-
laires dun méme point, par rapport a ces courbes, et que ce point
se meuve sur une ligne droite , le point d'intersection de ses polaires
engendrera une conique , qui passera par les péles de la droite, et
par les points de concours des diagonales et des cotés opposés du
quadrilatére qui a pour sommets les quatre points d’intersection des
deux coniques.

En effet, soit L la droite sur laquelle se meut le point dont on
prend les polaires dans les deux coniques. Soient a, b, ¢, d quatre
positions de ce point; les polaires de ces quatre points, prises dans la
premiére courbe, passeront par un point fixe qui sera le pole de la droite
L., et auront leur rapport anharmonique égal a celui des quatre points.
(Apercu historique , p. 687). Pareillement, les polaires de ces poihits,
prises dans la seconde courbe, passeront par un point fixe qui est le
pole de la droite L. pris dans cette courbe, et auront leur rapport
anharmonique égal A celuides quatre points, et égal, par conséquent,
a celui des quatre premiéres polaires. Donc ces droites se coupent
une 4 une, respectivement, en quatre points qui sont sur une coni-
que = qui passe par les deux poles de la droite L. (dpercu histo-
rique , etc., p. 335.)

Si I'on concoit une troisieme conique passant par les points d'inter-
section des deux premiércs, la polaire du point mobile, par rapport a
cette troisieme courbe, passera par le point d'intersection de ses po-
laires par rapport aux deux premieres (38); il sensuit que la conique
S passe par le pole dela droite L pris dans la troisieme courbe.

Si cette troisieme conique est Pensemble de deux cotés opposés du
quadrilatére qui a pour sommets les quatre points d’intersection des
premiéres, les polaires des différents points de la droite L, prises par
rapport i ces deux droites, passeront par leur point de concours, qui,
par conséquent, représente le pole de la droite L. Donc la comque =
passe par ce point de concours. Ainsile théoréme est démontré.

40. Maiutenant, la troisieme conique étant quelconque, et le pole
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de la droite Li par rapport a cette courbe étantsitué sur Ja conique =,
on en conclut ce théoréme :

Quand plusieurs coniques sont circonscrites a un méme quadrila-
tere , les pbles d'une méme droite, pris dans ces courbes, sont sur une
conique qui passe par les points de concours des c6tcs opposés et des
diagonales du quadrilatere.

41. Si la droite est a linfini, ses poles seront les centres des co-
niques ; donc

Quand plusieurs coniques sont circonscrites & un méme quadrila-
tére, leurs centres sont sur une conique qui passe par les points de
concours des cotés opposes et des diagonales du quadrilatére.

42. Dans le méme cas, ou la droite L est a I'infini, le théoréme ci-
dessus (3g) prend cet énoncé :

Etant données deux coniques quelconques, si Uon méne dans ces
courbes deux diamétres paralléles entre eux, mais d'une direction
quelconque , leurs conjugués se couperont en un point qui aura pour
lieu géométrique une conique passant par les points d'intersection des
coOtés opposés et des diagonales du quadrilatére qui a pour sommets les
quatre points d’intersection des deux courbes ;

Et cette conigue sera le lieu des centres de toutes les coniques qu'on
pourra jfaire passer par ces quatre points.

43. Ces diverses propriétés des coniques ne sont pas nouvelles;
mais on les a démontrées jusqu'ici par des méthodes différentes. Les
démonstrations que nous venons d’en donner sont uniformes, et ne
reposent que surles propriétés les plus connues des sections coniques.

44 Pour appliquer le dernier théoréme au cas ou I'une des co-
niques, ou toutes les deux sont des paraboles, nous considérerons, au
lieu de deux diamétres paralléles entre eux, deux tangentes paralleles
entre elles; et nous énoncerons ainsi le théoréme :

Etant données deux coniques quelconques , si on leur meéne deux
tangentes paralléles , sous une direction quelconque , leurs diamétres

aboutissants aux points de contact se couperont en un point qui aura
Tome 11, — Aocuy (838, 52
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pour lieu géométrique une conique qui passera par les points de con-
cours des cotés opposés et des diagonales du quadrilatére qui a pour
sommets les quatre points d’intersection des deua courbes ;

Et cette conique sera le lieu aussi des centres de toutes les coniques
quwon peut faire passer par ces quatre points.

45. §'il existe dans 'une des coniques un systeme de diametres con-
jugués paralléles a deux diameétres conjugués de la seconde courbe,
alors il est clair que la conique en question est une hyperbole qui a
ses asymptctes paral]eles a ces deux diamétres conjugués. Dans le
cas contraire la conique sera yne ellipse.

S V. Propriétés des lignes conjointes relatives a une conique et a
plusieurs cercles concentriques.

46. Supposons que dans le théoréme (44) une des coniques soit un
cercle, nous aurons ce théoréme :

Quand un cercle est tracé dans le plan d'une conique, si par son
centre or. méne une perpendiculaire sur chaque tangente & cette courbe,
cette droite rencontrera le diamétre de la conique aboutissant au point
de contact, en un point qui aura pour lieu géometrique une hyperbole
équilatére dont les asymptotes seront paralléles aux deux axes princi-
paux de la conique ;

Cette hyperbole passera par le point dintersection des lignes con-
jointes relatives au cercle , '

Et elle sera ke liew des centres de toutes les coniques menées par
les quatre points d'intersection du ceicle et de la conique proposée.

47. Pour chaque point ou I'hyperbole rencontre la conique propo-
sée, la tangente en ce point est perpendiculaire a la droite menée de
ce point au centre du cercle. Cette droite est donc la normale abaissée
du centre du cercle sur la conique. Donc

L'kyperbole passe par les pieds des quatre normales qu ‘on peut
abaisser du centre du cercle sur la conique proposée.

48. Le théoréme précédent est susceptible de nombreuses consé-
quences que nous allons développer.
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D’abord , hyperbole est la méme quelle que soit la conique meunée
par quatre points fixes pris sur le cercle, puisqu'elle est le lien des
centres de toules les coniques qu'on peut faire passer par ces quaire
points ; on conclut de la que:

Si par quatre points pris sur un cercle on fait passer plusieurs co-
niques , leurs centres et les pieds des normales abaissées du centre du
. cercle sur ces courbes seront sur une méme hyperbole Squilatére ; et
les diametres principaux de chacune des cofziques seront paralléles aux
asymptoles de I'hyperbole.

49. Ne considérons qu'une conique; I'hyperbole est déterminée par
la condition de passer par les pieds des normales abaissées du centre
du cercle sur cette courbe, quel que soit le rayon du cercle; on a
donc ce théoreme :

Si plusieurs cercles cozzcent}‘i(/ztes sont décrits dans le plan d'unc
conique , les lignes conjointes relatives a chaque cercle auront leurs
points de concours sur une hyperbole équilatére qui passera par les
pieds des normales abaissées du centre des cercles sur la conique.

Ce théorecme offre une construction de Flivperbole par points.

50. Etant donné un quadrilatére quelconque ABCD, on peut
prendre le point milicu d'un de ses cotés AB pour le centre d’'une co-
nique qui passera par ses quatye sommets ; car par trois points on peut
mener une conique qui ait son centre en un point donné. Que ces trois
points soient les sommets B, C, D, et que le centre de la conique soit le
poiut milieu du c6té AB, elle passera nécessairement par le quatrieme
sommet A.

Ce que nous disons de deux cOtés opposes, sentend des deux
diagonales. :

Tl suitde la que V&yperbole équilatére, dans le théoréme (46), passe
par les points milienx des cétés et des diagonales du quadrilatére qui
a pour sommets les points d'intersection du cercle et de la conigue.

51. Dans un quadrilatere, les trois droites qui joignent les milieux
des cOtés opposes et les milieux des diagonales passent par un méme
point ou chacune d’elles est divisée en deux parties égales. Ce point

52..
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est donc le centre d’'une conique passant par les milieux des quatre co-
tés et des trois diagonales ; car par les milieux de deux cbtés contigus
et d’'une diagonale, on pourra mener une conique qui ait son centre
au point en question ; et cetle conique passera par les milieux des deux
autres cotés et de la scconde diagonale.

On conclut donc du théoréme {46) et du précédent, celui-ci :

Quand un quadrilatére est inscrit dans un cercle, les points de
concours de ses c6tés opposés et de ses diagonales , les milieux de ces
six droites et le centre du cercle sont dix points situés sur une méme
kyperbole équilatére qui a son centre au centre de gravité des quatre
sommets du quadrilatére supposés de méme masse , et ses asymptotes
paralléles aux droites qui divisent en deux également Pangle de deux
cbtés opposés et son supplément.

52. On conclut encore du théoréme 50, que :

Etant donnée une conigue , si dun point fixe quelcongue , comme
centre, on décrit plusieurs circonférences de cercles, les cordes qu'elles
intercepteront dans la conique auront leurs milieux situés sur une hy-
perbole équilatére.

Cette hyperbole passe par les pieds des normales a la conique, menées
par le centre commun des cercles (49).

53. On peut encore dire que

Si l'on’'a une conique , et qu’on prenne ses lignes conjointes relatives
& plusieurs cercles décrits dun méme centre, les pieds-des perpendi-
culaires abaissées de ce centre sur ces lignes seront sur une hyper-
bole équilatére qui pessera par ce point et par le centre de la
conique ; .

Et la droite qui joindra les pieds des perpendiculaires abaissées sur
deux lignes conjointes relatives a un méme cercle, passera par le centre

de Uhyperbole (51).

54. Si le centre commun des cercles est pris sur un des axes princi-
paux de la conique, deux lignes conjointes de chaque cercle seront
perpendiculaires & cet axe; et si le cercle rencontre la conique en quatre
points, il y aura deux autres systémes de deux lignes conjointes qui
se couperont sur ce méme axe. L’hyperbole équilatere deviendra donc,

[T
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dans ce cas, I'ensemble de deux droites rectangulaires, dont 'une sera
Faxe de la conique, et I'autre sera le licu des perpendiculaires abaissées
du centre commun des cercles sur les lignes conjointes inclinées sur
Iaxe. Les milieux de ces lignes seront les pieds de ces perpendiculaires;
ce qui donne une nouvelle démonstration des deux théoréemes 55
et 36.

55. 1l suit du théoréme 51, que :

Etant donnée une conique, si dun point fixe, comme centre,
avec un rayon quelconque, on décrit un cercle qui la rencontre en
quatre points, ces q'uz’ztre points , supposés de méme masse, auront
leurs centre de gravité en un point fixe , quel que soit le rayon du
cercle.

56. Que dans ce théoreme et dans celui de Varticle 52, on suppose
que la conique soit ensemble de deux droites, il s'ensuivra que :

Si dans le plan d’'un angle on décrit plusieurs cercles concentrigues,
dont chacun rencontre les deux cotés de langle en quatre points :

1°. Ces quatre points , supposés de méme masse , auront pour centre
de gravité un méme point fixe;

2°. Les droites qui joindront deux & deux ces quatre points au-
ront leurs milieux sur une hyperbole équilatére ayant son centre en
ce point fixe.

Nous verrons plus loin (art. 81), que ces droites enveloppent une
courbe du quatriéme degrée qui a deux branches paraboligues.

Si le centre commun des cercles est pris sur la droite qui divise
Pangle donné en deux également, I'hyperbole se réduira 3 une ligae
droite (54), et par conséquent, les cordes interceptées dans les
cercles , entre les cotés de Uangle, envelopperont une parabole.

57. Lethéoreme 53 peut étre généralisé de cette maniere :

Si dans une conique on prend les lignes conjointes relatives plu-
sieurs cercles décrits d'un méme centre , et que Lon abaisse de ce point
sous un angle de grandeur donnée , des obliques sur ces droites -

1°. Les pieds de ces obliques seront sur une hyperbole équilatére pas-
sant par le centre commun des cercles;
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2°. La droite qui joindra les pieds des obliques abaissées sur deux
lignes conjointes relatives a un méme cercle passera par le centre de
Uhyperbole.

En effet, chaque oblique est proportionnelle a la perpendiculaire
abaissée sur la méme ligne, puisque cette oblique et cette perpendi-
culaire font entre clles un angle de grandeur constante. Donc si Pon
fait eprouver a toutes les obliques un mouvement de rotation autour
du point fixe, égal A cet angle, elles viendront se superposer sur les
perpeundiculaires, et leurs extrémités formeront une courbe semblable
a celle sur laquelle se trouvent les pieds des perpendiculaires; mais
celle-ci est une hyperbole équilatere : le lieu des extrémités des obli-
ques sera donc aussi une hyperbole équilatére. Ce qui démontre la pre-
miere partie du théoreme.

La droite qui joint les pieds des perpendiculaires abaissées sur deux
lignes conjointes passe par le centre de la premiére hyperbole; donc
la droite qui joindra les extrémités des deux obliques superposées sur
ces perpendiculaires passera aussi par le centre de la seconde hyper-
hole. Ce qui aura lieu encore quand les obliques auront repris leur
véritable position.

Ainsi le théoreme est démontré.

§ VL. Proprictes des lignes conjointes considérées dans un systeme de
coniques concentrigues et homothétiques , et relatives ¢ plusieurs
cercles concentriques.

58. Si d’un point fixe on abaisse des normales sur une conique E,
leurs pieds sont sur une hyperbole équilatére qui passe par le point
fixe et par le centre de la conique, et dont les asymptotes sont paralléles
aux axes principaux de cette courbe. On forme cette hyperbole eit
abaissant du point fixe, une perpendiculaire sur chaque tangente a la
conique, et en prenant le point d'intersection de cette perpendiculaire
et du diametre conjugue a la tangente. Ce point appartient a hyper-
hole (46 et 47 ). Cette courbe sera donc la méme pour ure autre
conique E’ concentrique et homothétique a la proposée E; on a donc
ce théoreme : -



PURES ET APPLIQUEES. 15

Quand plusicurs coniques sont concentriques et homothetiques .
si dun point fixe quelconque on abaisse sur ces courbes des nor-
males , leurs pieds seront sur une hyperhole équilatére.

59. Si l'on concoit un cercle déerit du point fixe comme centre ,
ses cordes communes avec 'une des coniques auront leurs milieux
situés sur I'hyperbole équilatére (52); ces milieux sont les pieds des
normales abaissées du centre du cercle sur ces cordes; donc

Quand plusieurs coniques sont concentriques et homothétiques, si Lon
décrit un cercle quelconque, les pieds des perpendiculaires abais-
sées de son centre sur ses lignes conjointes relatives a ces courbes
seront tous sur l’kjperbole €quilatere liew des pieds des normales
abaissées du centre du cercle sur les coniques.

Go. Si du point fixe, comme centre, on décrit plusieurs cercles
C, U,..., chacun d’eux rencountrera I'une quelconque E’ des coniques
homothétiques et concentriques, en quatre points par lesquels o
pourra faire passer une infinité de coniques; toutes ces courbes auront
leurs centres sur Uhyperbole équilatére;; car cette hyperbole est déter-
minée par la condition de passer par les pieds des normales abaissces
du centre des cercles sur la conique E'. Conséquemment, d’une part,
elle sera la méme quel que soit le rayon du cercle C, et, et d’autre
part, quelle que soit la conique E', puisque les picds des normales
abaissées sur toutes les coniques E, E/,. .. sont sur la méme hyper-
hole (58). Nous pouvons donc énoncer ce théoreme -

Quand on a plusieurs coniques E, E, . ... concentriques et ho-
mothétiques entre elles , et plusieurs cercles décrits d'un méme centre
quelconque , si par les points dintersection d'un des cercles et dune
des comiques L, on fait passer d'autres coniques , leurs centres
ron® sur une méme hyperbole éguilatére quels que soient co
la conique E.

Se=
cercle et

61. Donc un point de cette hyperbole sera le centre d’une infinite
de coniques, dont chacune passera par les quatre points d’intersectior
d’une des coniques E, E',... par un des cercles C, ool Je dis
que lfoutes ces coniques concentriques sont homothétiques entre elles.

En effet, considérons Pune des coniques E, et I'un des cercles (.

s .
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prenons sur Ihyperbole un point m; ce point sera le centre d'une
conique U passant par les quatre points d'intersection de la conique E
et du cercle C. Il faut prouver que cette conique U est déterminde
d’espéce , quels que soient la conique E et le cercle C.

Soit @ I'un des points ou I'hyperbole rencontre la conique E; me-
nons en ce point la tangente a cette courbe E, et menons par le
point m une parallele mb a cette tangente. Cette parailéle et la droite
ma seront deux diameétres conjugués de la conique U; car, cette
courbe U, la conique E et le cercle C passant par quatre mémes points,
si 'ot prend dans ces trois courbes les diametres conjugués a une méme
direction quelconque, ils concourront en un méme point de I'hyper-
bole (38). Or, si cette direction est celle de la tangente 4 la conique E
au point a, ce point a sera le point de concours des trois diamétres.
Donc, la droite ma est le diametre de la conique U conjugué a la
droite mb menée parallelement a la tangente en a A la conique E.

Pour chacun des autres points d’intersection de la conique E et de
I'hyperbole, on aura pareillement un systéme de deux diameétres con-
jugués de la conique U. Cette courbe est donc déterminée d'espece;
mais ces diamétres conjugués sont les mémes, quel que soit le cercle ;
donc si deux cercles concentriques rencontrent une méme conique, et
si par les points dintersection du premier cercle, d'une part , et pa:
les points d'intersection du second cercle, d'autre part, on fait passer
deux coniques qui aient le méme centre , ces deux courbes seront
homothetiques.

La démonstration que nous venons de donner de ce théoreme s'ap-
plique au cas ot F'on considére deux coniques homothétiques E, E/,
et un cercle C'; et on en conclut que si par les quatre points d’inter-
section de la premiere conique et du cercle, d’'une part, et par les
quatre points d'intersection de la seconde conique et du cercle, d’autre
part, on fait passer deux coniques concentriques, clles seront homo-
thétiques.

Ainsi, en considérant deux coniques E, E' et deux cercles C, (',
si Pon décrit trois coniques qui aient pour centre commun un point m
de Vhyperbole équilatére, dont la premiére passe par les points
d'intersection de E et C, la deuxiéme par les points d’intersection
de E et €', et la troisieme par les points d’intersection de C' et £,
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la premiere et la deuxiéme seront homothétiques entre clles; la
deuxiéme et la troisieme seront aussi homothétiques entre clles; donc
la troisi¢me sera homothétique 4 la premicre.

62. On a donce ce théoreme :

Quand plusieurs coniques E, E',... sont concentriques et homo-
thetiques entre elles , et que plusieurs cercles C, U, ... sont décrits
d’'un méme centre quelconque , si Uon congoit Uhyperbole équilatére
licu des pieds des normales abaissées de ce point sur les coniques ,
chacun des points de cette courbe sera le centre commun d’une infinitc
de coniques homothétiques entre elles, dont chacune passera par les
quatre points d'intersection d'une des coniques E, B, ... par lun des
cercles C, C', ., ,

63. 1l résulte de ce théoreme , que

Quand dewx coniques se coupent en quatre poinis situés sur un
cercle, deux autres coniques, concentriques et homothétiques aux dewa
premicres respectivement , se couperont en quatre points situds sui
un second cercle concentrique au premier.

Scient E, U les deux coniques proposées, et C le cercle sur lequel
eiles se coupent; soient E/, U’ les deux coniques qui leur sont homo-
thétiques et concentriques, une & une respectivement ; 1l faut prouver
qne ces deux courbes se couperont sur un cercle concentrique au
cercle C. Or, on peut considérer le centre de la conique U comme le
centre d’'une seconde conique U” homothétique a U et qui passera par
les poinis d'intersection de la conique E' et d’un cercle quelconque (/
concenirique a4 C(62). Prenons pour ce cercle C' celui qui passe par un
des quatre points d’intersection des deux coniques E', U’; la conique U”
se confondra avec la conique U’, puisqu'elles seront concentriques et
homothétiques, ct qu’elles auront un point commun. Douc, les deux
coniques E', U’ se coupent sur un cercle concentrique aun cercle C.

C. Q.F.D.

64. Sil’on suppose que les deux coniques U, U’ se confondent, on
en conclura ce théorcme::

Quand deux coniques se rencontrent en quatre points situes sur

. . S 3 -] 'y >
un cercle, toute conique concentrique et homothétique a lune d'elles
Tome LI ~ Aovr 1838. 53
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rencontrera lautre en quatre points qui seront sur un second cercle
concentrique au premier.

65. L'une des deux coniques peut étre I'ensemble de deux lignes
conjointes; la conique homothétique sera une hyperbole ayant ces
deux lignes pour asymptotes. Done

Deuwx lignes conjointes d'une conique étant prises pour asymptotes
d'une hyperbole, les quatre points dintersection de la conique et de
Lhyperbole seront sur un cercle concentrigue aw cercle conjoint relatif
aux deux lignes conjointes.

66. Concevonsun quadrilatére inscrit dans un cercle ; on peut regar-
der deux cotés opposés comme une conique, et les deux autres cotés
opposés comme- les deux lignes conjointes ; donc si I'on décrit une
hyperbole qui ait ces deux cotés pour asymptotes, elle rencontrera les

deux premiers c6tés en quatre points qui seront sur un cercle concen-
triqgue au premier.

Donc

Etant donnée une hyperbole, si Uon tire deux droites qui rencon-
lrent ses asymptoles en quatre points situés sur un cercle, elles
rencontreront Lhyperbole en quatre autres points qui seront sur un
second cercle concentrique au premier.

6. Plus généralement ,

Etant données deux coniques concentriques et homothétiques | si
Von tire deux droites qui rencontrent la premiére en quatre points
situés sur un cercle , ces deux droites rencontreront la seconde courbe

en. quatre points qui seront sur un second cercle concentrique au
premier.

Celaest évident; car les deux droites seront des ligues conjointes
par rapport a la seconde conique, comme par rapport a la premiére;
ensuite les milieux des segments compris sur chaque droite dans les

deux coniques, se confondront; d’ou il suit que les cercles auront ¢
meéme centre,
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§ VII. Proprictés d'un systéme de coniques inscrites dans un méme
quadrilatére , et au nombre desquelles se trouve un cercle.

(8. Nous avons été conduit aux théorémes contenus dans les deux
paragraphes précédents, par la considération d’un systeme de coniques
circonscrites &4 un méme quadrilatére, et au nombre desquelles se
irouve un cercle. Si maintenant on considére un systeme de coniques
inscriles dans un méme quadrilatére, et au nombre desquelles se
trouve un cercle , on parviendra par une marche semblable & divers
autres théorémes. Mais on peut aussi déduire ces théoremes de ceux
qui précedent, par une transformation polaire faite au moyen d’un
cercle auxiliaire concentrique au cercle de la figuré. Cest la marche
que nous allons suivre , comme étant la plus expéditive.

6. Du théoreme 5, on contclut que

Quand un quadrilatére est circonscrit a un cercle, les trois angles
au cemtre soutendus respectivement par les deux diagonales et par la
droite qui joint les points de concours des cotés opposes , sont diviscs
chacun en deux également par une méme droite.

no. On voit, soit par le théoreme de Particle 4, soit par celui de
I'article 48, que, quand plusieurs coniques sont circonscrites & un qua-
drilatére, et que parmi elles se trouve un cercle, les diamétres prin-
cipaux de ces courbes sont paralléles 2 deux droites fixes. Faisant la
transformation polaire par rapport & un cercle auxiliaire concentrique
a celui de la figure, on obtient ce théoreme :

Quand plusieurs coniques sont inscrites dans un quadrilatére, et
que parmi elles se trouve un cercle , Uangle formé par les tangentes
menées du centre de ce cercle a Uune quelconque des coniques sera di-
visé en deux également par une droite fixe.

Le théoreme précédent n’est qu'un corollaire de celui-ci, parce que
chaque diagonale du quadrilatere peut étre considérée comme une
conique inscrite dans le quadrilatere.

71. Reprenons le théoréme 48; faisons la transformation polaire ,

53..
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comme nous l'avons dit; I'hyperbole passe par le centre du cercle
auxiliaire; par conséquent elle deviendra une parabole; et, ses asymp-
totes étant  angle droit, les tangentes menées du centre du cercle &
cette parabole scront a angle droit; de sorte que sa directrice passera
par ce point. On a donc ce théoreme :

Si dans un quadrilatére circonscrit & un cercle on inscrit plusieurs
coniques , les polaires du centre du cercle , prises dans ces courbes,
envelopperont une parabole dont la directrice passera par le centre du
cercle ; et si de ce point on abaisse des normales sur les coniques et quc
par leurs pieds on méne les tangentes a ces courbes, toutes ces droites
seront tangentes a la parabole.

72. Du théoréme 49, on conclut que

Siplusieurs cercles sont décrits d'un méme centre dans le plan d'une
conique, et qiu'on prenne leslignes conjointes relatives:a chaque cercle,
et la polaire de leur point de concours par rapport a la conique, toutes
ces polaires envelopperont une parabole, dont la directrice passera par
le centre commun des cercles , et qui sera inscrite dans le quadrilatére
Jormé par les tangentes a la conique mences par les pieds de ses
normales abaissées de ce centre.

73. Du théoréme 51, on conclut le suivant:

Quand un quadrilatére est circonscrit a un cercle, si lon tire les
rayons du cercle qui aboutissent aux sommets et aux poinis de con-
cours des cotés opposés et des diagonales , et que par ces sept points
on méne des perpendiculaires a ces rayons respectivement , ces perpen-
diculaires , la droite qui joint les points de concours des c6tés opposés,
et les deux diagonales, seront dix droites tangentes a une méme para-
hole dont la directrice passera par le centre du cercle.

74. Du théoréme 53, on conclut le suivant :

Plusieurs cercles concentriques étant situés dans le plan d'unc
conique, si par le point de concours des tangentes communes a la
conique et a chaque cercle, on méne une droite perpendiculaire au
rayon du cercle qui aboutit & ce point, toutes ces droites enveloppe-
ront une parabole dont la directrice passera par le centre commun
des cercles.
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75. Cette parabole, dont les théorémes précédents apprennent a
construire les tangentes de différentes manieres,, donne lieu a une so-
lution de ce probléme :

D, - s . . .
un POllll donne, abaisser les normales sur une section COnl(lll('.

En effet, la parabole étant construite, il suffira de mener les tan-
gentes communes a cette courbe et a la conique proposée; leurs
points de contact sur ceite conique seront les pieds des normales
demandées.

Nous donnerons dans le § VIII, (art. 86), une autre solution
de ce probléme.

76. Si la conique a I'un de ses axes nul, de manicre qu’elle se ré-
duise a une droite terminde & deux points fixes, ce théoréme preu-
dra 'énoncé suivant qui résulte aussi, par une trausformation polaire,
du théoréme 56.

Si lon a plusieurs cercles concentriques , et que l'on circonscrive a
chacun d'eux un quadrilatére qui ait pour points de concours de ses
cotés opposés deux points fixes pris arbitrairement, les droites mendes
parles sommets de ces quadrilatéres perpeniculairement auax droites
issues du centre commun des cercles et qui aboutissent a ces sommets |
envelopperont une parabole dont la directrice passera parle centre
des cercles.

77. On sait que les perpendiculaires abaiss¢es d'un point fixe sur les
tangentes d’'une parabole sont sur une courbe du troisieme degré gui
a un poiut double, ou conjusué, situé au point fixe (*;. Cette courl

’ jugue, .

(* Cela est facile a démontrer. Il suffit de faire voir qu'une droite quelconque
ne rencontrera la courbe qu’en trois points. Or, que Pon congoive un angle droit
dont le sommet parcourre cette droite et dont un cité glisse sur le point fixe; le
deuxieme cbté enveloppera une parabole. Quand le sommet de Vangle sera situe
en l'un des points ou la droite rencontre la courbe en question, son deuxicme
cOté sera tangent a la parabole proposée. Donc & chaque point de rencontre
dela droite avec la courbe en question correspend une tangente commune & deux
paraboles. Or, deux paraboles ne peuvent avoir que trois tangentes comniunes

parce qu’elles en ont une quatriéme située i Uinfini ; done la droite ne rencontre
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est la cissoide de Dioclés quand le point fixe est Ie sommet de la para-
hole; et elle est une focale 3 nceud quand le point fixe est situé sur
la directrice. Cette focale a été ainsi nommée par M. Quetelet, parce
que c’est dans le cone qu’elle s'est d’abord présentée. Elle est le lieu
des foyers des sections faites dans un cone droit# base circulaire, par
des plans menés par une tangente a ce cercle. Cette courbe jouit de
plusieurs propriétés assez remarquables qui s'appliquent, par une pro-
jection, & toutes les courbes du troisitme degré qui ont un point
double ou conjugué.

78. D'apres cela, on conclut du théoréme 71, que :

Quand plusieurs conigues sont inscrites dans un quadrilatére , et
que parmi elles se trouve un cercle, les pieds des perpendiculaires
abaissées du centre du cercle sur les polaires de ce point prises par
rapport awx coniques , et les pieds des normales abaissées du méme
point sur ces courbes, sont tous situés sur une focale qui a son
noeud en ce point.

Les foyers des coniques, et les pieds des perpendiculaires abaissées
du point fixe sur les axes principaux de ces courbes sont aussi sur
la focale.

Je démontrerai ce théoréme ailleurs, avecplusieurs autres propriétés
des focales, qui ne peuvent trouver place ici.

79- Du théoréme 74, on conclut que :
Plusieurs cercles étant décrits d un méme centre dans le plan d'unc

la courbe en question gu’en trois points; donc cette courbe est du troisieme
degré. Ellea un point double au point fixe, parce que par ce point on peut mener
deux tangentes a la parabole proposée, ct que ce point est lui-méme le pied des
normales abaissées sur ces tangentes. Quand ces tangentes sont imaginaires, l¢
point double se change en un point conjugué.

Ou prouve par le méme raisonnement que les pieds des normales abaissées d’un
point fixe sur les tangentes d’une ellipse ou d*une hyperbole, sont sur une courbe
du quatrieme degré qui a un point double, ou conjugué, situé au point fixe.

Pour le cercle, cette courbe du quatrieme degré est le limagon de Pascal, qui
est, comme on sait, une épicycloide et, en méme temps, une conchoide du
cerele.
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conique , les points de concours des tangentes communes a la conique

eta chaque cercle sont situés sur une Jocale qui a son noeud au centre
commun des cercles.

80. Le théoreme 76 donne le suivant :

Plusieurs cercles étant deécrits d'un méme centre > st lon circons-
crit a chacun deux un quadrilatére dont les cotés opposcs aient pour
points de concours deux points fixes, les sommets de tous ces quadri-

lateres seront sur une Jocale a nceud dont le noeud sera au centre com-
mun des cercles.

81. La focale étant une courbe du troisi¢me degré quia un point
double, par un point pris au-dehors de cette courbe, on peut lui me-
ner, en général, et au plus, quatre tangentes. Il s’ensuit que sa po-
laire est une courbe du quatriérae degré qui a une langente double,
cest-a-dire qu'une certaine droite la touche en deux points. Si la
transformation polaire est faite par rapport 4 un cercle auxiliaire ayant
son centre au noeud de la focale, 1a tangente double de la courbe du
quatrieme degré sera située a I'infini. Cette courbe aura donc deux
branches paraboliques. On conclut donc du théoréme 79, le suivant :

Les lignes conjointes d’'une conique, relatives a plusieurs cercles
concentriques , enveloppent une courbe du quatrieme degré qui a une
tangente double située a Uinfini ; c’est-d~dire qui a deuzx branches pa-
raboliques.

Quand la conique est I'ensemble de deux droites, on eu conclut

la propriété que nous avons énoncée précédeninient sans démons-
tration (art. 56).

S VILL. Problémes divers sur les lignes conjointes,ow qui s’y rapportent.

82. ProeuiMe. Etant donndes deusx lignes conjointes dans une co-
nique , on demande de déterminer le cercle conjoint.

Si les deux lignes conjeintes rencontrent la conique, elles seront
deux cordes de cette courbe; par les milieux de ces cordes on leur me-
nera des perpendiculaires dont le point de concours sera le centre du
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cercle cherché. Son rayon sera la distance de ce point & l'une des ex-
trémités des deux cordes.

Si I'une des deux lignes conjointes ne rencontre pas la conique, on
considérera que ses deux points d'intersection avec la courbe, et
avee le cercle, sout imaginaires, mais que leur milieu est toujours
réel; c'est le point ont le diamétre de la conique, conjugué i la direc-
tion de cette droite, la rencontre, Par ce point on élévera une perpen-
diculaire sur cette droite; elle passera par le centre du cercle cherché,
qui dés-lors sera déterminé, puisque ce cercle doit passer par les
deux points d'intersection réels de Vautre ligne conjointe avec la
conique.

Si aucune des deux lignes conjointes ne rencontre la conique, on
déterminera, comme nous venons de le dire, les points milieux de
ces deux droites, et par ces poinls on leur meénera des perpendi-
culaires dont le point de concours serale centre du cercle cher-
ché.

Il reste a déterminer le rayon de ce cercle. Pour cela nous nous
servirons d’une propriété de linvolution des six points que mnous
avons démontrée dans V. Apercu historique , etc., p. 321 ; et dont voict
I'énoncé :

« Quand six points A et A, Bet B/, C et €' situés en ligne
» droite, forment une involution, on a, en appelant «, €, 3
» les points milieux des segments AA’, BB/, CC/, I'équation

a—A_.’Cy——@E;a + -)Tltaé' = a6.6y.92.»

Unec conique, un cercle et leurs deux lignes conjointes sont ren-
contrés par une transversale quelconque en six points qui sont cn in-
volution. Supposons donc que dans cette équation les points A, A,
appartiennent 2 la conique, les points B, B’ auxdeux lignes conjointes,
et les points C, C’ au cercle cherché ; les points a, € seront connus ;
le point 7 le sera aussi, parce que ce sera le pied de la perpendicu-
laire abaissée du centre du cercle sur la transversale; 'équation fera
donc connaitre immédiatement le segment 9 C et par suite le point C
qui appartient au cercle. Si I'on méne la transversale par le centre du
cercle, 9C sera son rayon.
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Supposons que les deux lignes conjointes se confondent en une
seule, qui sera perpendiculaire & I'un des axes principaux de la co-
nique. Si cette droite rencontre la conique, la construction du cercle
conjoint w'offre point de difficulté. Si la droite ne rencontre pas la
conique,on déterminera le centre du cercle de cette maniére : on pren-
dra le pole de la droite par rapport a la courbe, et le point conjugué
harmonique de ce pole par rapport aux deux foyers situés sur Vaxe
principal; ce point sera le centre du cercle. Cette construction résulte
de ce qui a été démontré (32). Quant au rayon du cercle, on le déter-
minera par la relation d'involution ci~dessus, qui se simplifie, parce
que le segment EB est ¢gal a zéro.

Ainsi le probleme est 1€solu dans tous les cas qu'il peut pré-
senter.

83. Prosrine. Ftant donnds une conique et un cercle , on demande
de déterminer leurs lignes conjointes.

Ce probleme est Pinverse du précédent, dont cependant il differe
essentiellement par sa nature; car le premier n’admettait quune so-
lution, et devait se résoudre sans difficulté par les seuls principes de la
Géométrie élémentaire, c’est-a-dire avec la ligne droite et le cercle. L
nouvelle question, au contraire, admet trois solutions, puisqu’il y a en
géneral trois systémes de denx lignes conjointes; par conséquent clle
exige la construction de sections coniques ou d’autres courbes d’un
ordre supérieur, et elle n'est pas sans quelque difficulté.

Si le cercle rencontre la conique en guatre points, les trois systémes
de deux lignes conjointes seront déterminés par cela méme. Sile
cercle rencontre la conique en deux points seulement, la droite qut
joindra ces deux points scra P'une des lignes conjointes cherchées ; on
déterminera l'autre par cetle proposition, qu'une transversale quel-
conque rencoutre la conique, le cercle et les deux lignes conjointes,
en six pomts qul forment une involution.

Enfin, supposons que le cercle ne rencontre pas la comique, ce qui
est le cas qui offre quelque difficulté et qui exige Femploi des sections
Comques.

Nous déterminerons d’abord le point de concours des deux lignes
conjointes.

Tome I11. — Aot 1838. 54
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Pour cela, il sufftit de rappeler le théoréme 39 d’aprés lequel, si
Von tire arbitrairement une transversale, et qu'on prenne les polaires
de chacun de ses points, par rapport & la conique et au cercle, ces
polaires se couperont en un point dont le lieu sera une conique qui
passera par le point de concours des deax lignes conjointes.

On décrira ainsi deux coniques, qui feront connaitre ce point de
concours.

Les deux coniques se couperont en quatre points dont I'un sera
étranger a la question ; ce sera le point d'intersection des polaires du
point ou les deux transversales qui ont servi pour décrire les deux
coniques, se rencontrent. Les trois autres points d'intersection des
deux coniques appartiendront aux trois systémes de deux lignes con-
jointes. Dans deux de ces systémes les lignes conjointes seront imagi-
naires, mais leur point de concours néanmoins sera réel. De sorte que
les trois points d’intersection des deux coniques seront réels. Nous ne
savons pas encore quel est celui de ces trois points qui appartient aux
deux lignes conjointes réelles.

Prenons pour I'une des deux coniques, 'hyperbole équilatére qui
répond an cas ou la transversale est située & l'infini. Nous avons vu
que cette hyperbole passe par les pieds des perpendiculaires abaissées
du centre du cercle sur les deux lignes conjointes (53). Il faudra donc
mener une droite, de ce centre A chacun des trois points trouvés, et
décrire sur cette droite, comme diameétre, une circonférence de cercle.
Celle de ces trois circonférences qui rencontrera I'hyperbole en deux
poiats, autres que les extrémites de son diamétre,, déterminera les deux
lignes conjointes cherchées ; car elles passeront par ces deux points.

Ainst le probléeme est résolu.

84. Nous avons vu qu'un cercle peut se réduire 4 un point et méme
devenir imaginaire, et que, dansl’un et l'autre cas, il y a toujours
deux lignes conjointes (26 et 27). La solution que unous venons de
donner pour déterminer ces lignes s'applique d’elle-méme 2 ces deux
cas. Il nous faut seulement dire ce que devient alors la polaire d’un
point. Quand le cercle a <on rayon nul, et se réduit 4 un point O,
la polaire d'un point quelconque m passe par ce point O ct est perpen-
diculaire a la droite menée du point m a ce point 0. Quand le cercle
est imaginaire, le carré de son rayon est négatif et a une valeur don-
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/
née. La polaire d'un point m est toujours perpendiculaire 4 la droite
menée de ce point au centre du cercle, et la rencontre en un point m’,
tel que le produit Om.Om’ est égal au carré du rayon. Ce produit est
donc négatif; ce qui indique que le point m', au lieu d’étre situé sar
la droite Om, comme dans le cas d’'un cercle rdel, est situé sur le pro-
longement de cette droite au-dela du point O.

Ainsi il sera facile de déterminer la polaire d’un point queleconque,
et par conséquent de décrire deux coniques qui passeront par les
points de concours des lignes conjointes. L'une de ces coniques sera
I'hyperbole équilatére, et Pon achévera la solution comme dans le
cas d'un cercle réel..

85. Cette construction des points de concours des lignes conjointes
d’une comque relative a un cercle lmagmalre sapplique naturelle-
ment a un autre probleme qui, au premier abord, peut paraitre trés
différent de celui que nous venons de résoudre, mais qui s’y ramene
aisément. Ce probléme est celui-ci :

Prosuime. Etant donne un céne du second degré , dont on connait
la base et le sommet; on demande de déterminer ses axes prin-
cipaux.

Les trois axes principaux du cone forment un systéme de trois axes
conjugueés; et un tel systeme jouit de cette propriété que les points
ou les trois axes rencontrent la base du cone sont tels que chacun d’eux
a pour polaire la droite qui joint les deux autres. Ce qui caractérise
les trois axes principaux, c’est que chacun d’eux est perpendiculaire
au plan des deux autres. Il faut donc trouver dans le plan de la co-
nique qui sert de base au coue un systeme de trois points dont cha-
cun soit le pole de la droite qui joint les deux autres, par rapport a
cette conique, et qui soient tels que la droite menée du sommet du
cone 4 chacun de ces points soit perpendiculaire au plan mené par sa
polaire.

Du sommet S du cdne abaissons la perpendiculaire sur le plan de
sa base; soit O son pied, et supposons que ce point soit le centre d’'un
cercle imaginaire dont le carré du rayon soit égal, avec le signe moins,
au carré de la perpendiculaire. Si I'on prend la polaire d’un point
quelconque m par rapport & ce cercle, elle rencontrera le prolonge-

54
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ment de la droite mO en un point m/, tel qu'on aura Om.Om' =08 :
ce qui prouve que le triangle mSm' est rectangle en S. De sorte que la
droite Om est perpendiculaire an plan mené par le sommet du cone
ct par la polaire du point m prise par rapport au cercle imaginaire.
On conclut de la ce tliéoréme :

St autour d'un point fixe de Uespace, comme sommet , on fait tour-
ner un angle triédre trirectangle, ses arétes rencontreront un plan
Jixe en trois points dont chacun sera le pole de la droite qui joint les
deux autres, par rapport a un certain cercle imaginaire.

Le centre de ce cercle sera le pied de la perpendiculaire abaissée du
point fixe sur le plan, et le carré de son vayon sera égal au carré de
cette perpendiculaire pris avec le signe moins.

D’aprés cela, la solution du probleme proposé se réduira a la re-
cherche des points de concours des lignes conjointes relatives a ce
cercle imaginaire et a la conique qui est la base du cOne ; et nous avons
appris dans la question précédente & construire ces points de cou-
cours par les intersections de deux coniques dont une peut étre une
hyperbole équilatére.

Ainsi le probléme est résolu.

J'ai déja donné deux solutions générales de ce probléme, tres diffé-
rentes de celle qui précéde. (Voir Apercu historique , etc. , page 82.)
Jaurai encore occasion ailleurs d’en donner d’autres.

86. Prosuime. Un point étant pris arbitrairement dans le plan d’'une
conigque , on demande de mener les normales a cette courbe, qui passent
par ce point.

Nous avons déja résolu ce probléeme d’'une maniére générale, au
moyen d’une parabole (75); mais dans la pratique on se servira de
I'hyperbole équilatére dont nous avons douné plusieurs constructions
différentes (46, 49 et 52), et dont les points d’intersection avec la co-
nique proposée sont les pieds des normales cherchées.

Le probleme admet, en général, quatre solutions. Deux pourront
étre imaginaires; mais les deux autres seront toujours réclles. Car si la
conique proposée est une ellipse, comme 'hyperbole passe par son
centre, elle rencontrera nécessaircment 'ellipse, anu moins en deux
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points ; et si la conique est une hyperhole, comme les asymptotes de
I'hyperbole équilatére sont paralléles aux axes principaux de cette hy-
perbole, celle-ci rencontrera I'une au moins de ces asymptotes, celle
qui est parallele 4 son axe transverse, et par conséquent elle ren-
contrera la branche de Thyperbole équilatére, correspondante a cette
asymptole.

§i la conique proposée est une parabole, 'un de ses points d’inter-
section avec I'hyperhole équilatere sera situé 4 linfini, puisqu’une
asymptote de 'hyperbole est parallele a I'axe de la parabole (46). Dans
ce cas le probleme n’admet plus que trois solutions dent deux peuvent
étre imaginaires.

C’est cette hyperbole équilatere dont Apollonius sest servi pour
résoudre le méme probléeme dans les propositions 58,... 63 du cin-
quieme livre de ses Coniques, qui traite, comme on sait, des maxima
et minima , spéculations difficiles pour le temps et qui étaient entiére-
ment dues au génie d’Apollonius. Viviani, qui, avant qu'on elt re-
trouvé ce cinquieme livre, 'avait rétabli sur les faibles indications
laissées par Pappus dans le septieme livre de ses Collections mathe-
matiques, a aussi traité le probleme en question, et sest servi de la
méme hyperbole équilatere pour le résoudre. (Voir De maximis et
minimis Geometrica divinatio in quintum Conicorum Apollonii adhuc
desideratum , in-fol., Florentize, 165g; propositions 20, 22 et 23

du second livre) (*).

(*) Dans le cas particulier de la parabole, Viviani démontre ce théoréme :
Quand plusieurs paraboles ont le méme sommet et le méme azxe, les pieds des per-
pendiculaires abaissées sur ces courbes d’un point de leur azxe, sont sur une el-
Lipse. (Liv. II, propos. 21.) Cette propriété des paraboles a encore lien quand le
point par lequel on leur méne des normales est pris en dehors de leur axe. Cette
remarque est due a Sluze. (#oirchap. VI de ses Miscellanea, in-4°, 1668.) Llel-
lipse, lieu des pieds des normales aux paraboles, passe par le sommet de ces
courbes et a I'un de ses axes principaux perpendiculaire a leur axe commun. 11
suit de la, par notre proposition (16), que les pieds des trois normales abaissées
d'un méme point sur une parabole, et le sommet de cette courbe, sont quatre points
situés sur un méme cercle. Sluze a détermind par lanalyse Véquation de ce
cercle. .

Ge géometre fut I'un des premiers et des plus célebres promoteurs de I'analyse
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Pour construire 'hyperbole, Apollonius et Viviani déterminent ses
asymptotes; ce qui suflit, puisqu’elle doit passer par le point par le-
quel on veut mener les normales 4 la conique proposée.

Cette solution a été reproduite par de la Hire, dans son grand
Traité des Coniques (livre 7, propositions 18,...23), et ensuite par
plusieurs autres autcurs. Notre construction de I'hyperbole par points,
qui résulte du théoréme 52, offre une solution plus facile et plus
expéditive que celle-la. Du point donné, comme centre, on décrira
plusieurs cercles, et 'on prendra les milieux des cordes qu’ils souten-
dront dans la conique; ces points appartiendront & I'hyperbole.

Si l'on voulait déterminer directement et & priori le centre de I'hy-
perbole, on le ferait par la seconde partie du théoréme 53.

87. Celte solution s’applique au probléme suivant, qui est plus
général, et qu'on aurait pu regarder comme plus difficile :

Prosrime. D'un point donné, on demande d'abaisser sur une co-
nique des obliques dont chacune fasse avec la courbe , au point d’inci-
dence , un angle de grandeur donnce.

Du point donné, comme centre, on décrira des cercles, et l’on
abaissera sur les cordes qu’ils intercepteront dans la conique, des
obliques faisant avec elles des angles égaux a I'angle donné. Les pieds
de ces obliques seront sur une hyperbole équilatére, dont les points
d’intersection avec la conique seront les pieds des obliques demandées.
Cela résulte du théoreme 57. :

83. On peut encore construire Phyperbole de cette maniére, qui
correspond au théoréeme 46.

Du point donné, on abaissera sur chaque tangente 4 la conique une
oblique faisant avec elle, dans un sens déterminé, P'angle douné. Cette
oblique rencountrera en un point le diametre de la conique qui aboutit
au point de conlact de la tangente; ce point se trouvera sur I'h yper-
bole équilatére en question, dont les points d’intersection avec la co-
nique seront les pieds des obliques cherchées.

appliquée & la Géométrie que venait de créer Descartes. Il excellait aussi dans
cette autre partie de la Géométrie, cullivée dans le méme temps par Pascal a la
maniére des Anciens, et qui traite des dimensions des figures.-
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En effet, supposons que la conique proposée ait un centre, il faudra
abaisser du point donné une oblique sur chaque diametre D de cette
courbe et prendre le point de rencontre de cette oblique avec le dia-
metre conjugué A. Les obliques abaissées sur deux diametres D, D'
font avec eux, respectivement, des angles égaux a l'angle donné ; con-
séquemment elles font entre elies un angle égal i celui des deux
diametres. Donc le rapport arnharmonique de quatre obliques est egal
a celui des quatre diamétres correspondants D , D', etc. ; or celui-ci est
égal A celui des quatre diameétres A, A', etc., conjugués a ceux-la:
donc le rapport anharmonique des quatre obliques est égal a celui des
quatre diametres A, A’ etc.; donc ces obliques rencontrent ces dia-
métres respectivement, en quatre points situés sur une conique qui
passe par le point de concours de ces diamétres et par celui des
obliques (Apercu historique , etc., p. 335). On reconnait aisément
que cette conique passera par les pieds des obliques abaissées sur la
conique proposée. Ce qui démontre la proposition.

§ 1X. Sur les cbnes conjoints dans les surfaces du second degre.

89. Aux lignes conjointes dans les coniques , correspondent dans la
Géométrie a irois dimensions, les cones qui passent par la courbe &
double courbure provenant de l'intersection d'une surface du second
degré par une sphere. La considération de ces cones peut donner lieu
4 de nombreux théorémes analogues 2 ceux qui se présentent dans la
théorie des lignes conjointes.

Pour abréviation, on peul appeler ces cones, cdnes conjoints rela-
tifs aux sphéres auxquelles ils correspondent.

M. Terquem , dans son intéressant article sur les lignes conjointes
des coniques, avait annonceé que les mémes considérations avaient lieu
dans les surfaces du second degré. En effet, ce savant géometre, dans
un des derniers numéros de ce Journal (tome III, p. 100), a fait
connaitre déja quelques résultats curieux de cette théorie qui I'a con-
duit particuliérement a une construction élégante des deux centres de
eourbure d'une surface du second degré , en chacun de ses points.
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M. Terquem définit les cones en question par cette condition que :
le produit des segments compris sur chaque aréte dun céne , entre la
surface du second degré et le sommet du cone , doit étre constant. En
effet le cone déterminé par cette condition rencontre la surface du
second degré suivant une courbe 2 double courbure par laquelle on
peut faire passer une sphére.

Je me propose de traiter, dans un autre écrit, des propriétés gé-
nérales de ces cones. Je vais me borner ici i en énoncer quelques-unes
qui feront voir que la matiére est féconde, et qui pourront engager
quelques lecteurs a s'en occuper.

go. Un céne conjoint relatif a une surface du second degré quel-
conque , a toujours ses axes principaux paralléles & ceux de la sur-
Jace , et les plans de ses sections circulaires paralléles aussi a ceux de

la surface.

Cette propriété admet un grand nombre de corollaires ; car elle fait
voir qu’une série de cbnes conjoints qui onlt un sommet commun
jouissent de toutes les propriéids que nous avons trouvées relative—
ment aux plans cycliques des cones du second degré (*). Nous ne les
rapporterons pas ici; nous nous hornerons 4 énoncer sculement le
théoreme suivant, qui peut servir comme moyen de description des
cOnes conjoints :

La somme des angles que chaque plan tangent & un méme cone
eonjoint , fait avec les plans des sections circulaires de la surface
du. second degré, est constante.

91. Chacun de ces plans tangents coupe la surface suivant une
conique dont un des axes principaux est paralléle 4 I'aréte de contact
de ce plan tangent. .

Il suit de la que le plan tangent commun 4 deux cénes conjoints qui
ont le méme sommet, les touche suivant deux arétes qui font entre
elles un angle droit.

(*) Yoir Mémoire de Géométrie sur les propriétés génédrales des cénes du second
degré, in-4°, Bachelier. — Mémoires de I Académie de Druzelles, t. VI,
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92. Deux cones conjoints quelconques ont leur courbe d’intersec-

tion situce sur une sphére qui passe par le cercle d'intersection des
deux sphéres relatives 4 ces cones.

93. Il y a, en général, quatre cones conjoints répondant a4 une

méme sphere; il ne peut y en avoir plus de quatre; mais ils peuvent
étre imaginaires.

94. Les sommets de ces quatre cones » le centre de la sphere et le
centre de la surface du second degré sont six points qui suffisent pour
déterminer une courbe & double courbure du troisieme ordre, c'est-a-

dire qui n'est rencontrée par un plan transversal quelconque qu'en
trois points.

95. Cette courbe rencontre la surface du second degré en six points

qui sont les pieds des normales abaissdes du centre de la sphere sur
cetie surface.

95. Il suit dela que, d’un poiut de I'espace on ne peut abaisser que
six normales sur une surface du second degré; et que ces six droites
sont les arétes d’'un méme cone du second degreé.

97. Les droites menées par le point fixe paralléelement aux axes
principaux de la surface; la droite qui aboutit au centre de cette sur-
facc, et les trois axes principaux du cone qui lui est circonscrit et qui

a pour sommet le point fixe, sont sept autres géneératrices du méme
cone du second degre.

98. Ce cOne passe par les somnzets des cones conjoints relatifs 4 la
surface du second degré et i une sphere d’'un rayon quelconque, et
ayant pour centre le point d’ou l'on a abaissé les normales.

99- Quand plusieurs surfaces du second degré sont homothétiques
et concentriques, si par un point fixe quelconque on leur méne des
normales , loutes ces droites formeront un cone du second degré, ct

leurs pieds sur les surfaces seront sur une courbe a double courbure
du troisiéme ordre.

Les axes principaux des cones circonscrits aux surfaces et ayant pour
sommet commun le point fixe, seront des arétes du méme cone du
sccond degré.,

Tome III. — Aovy 1838, 55
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100. Quand plusieurs surfaces du second degré sount concen-
triques, si des différents points d’une ligne droite prise arbitraire-
ment dans l'espace, on abaisse des normales sur ces surfaces, leurs
pieds seront sur une hyperboloide a une nappe.

1o1. Quand par la courbe d'intersection d’une surface du second
degré et d’une sphére on fait passer une infinité d’autres surfaces du
second degré, les normales abaissées du centre de la sphere sur ces sur -
faces, formerount un cone du second degré, et leurs pieds sur les sur-
faces seront sur une courbe a double courbure du troisieme ordre;

Cette courbe sera aussi le lieu des centres de toutes les surfaces.




