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Applications d'un principe de Mécanique rationnelle & la
résolution de quelques Problémes de Géométrie ;

Piar M. Pau. BRETON,

Eléve - ingénicur des Ponts - ¢t - Chaussées,

S I. Le principe dont il s'agit peat étre énoncé dans ces termes :
Tout mouvement infiniment petit dun corps solide retenu par un point
Jixe , n'est autre qi'un mouvement de rotation autour d’une certaine
droite passant par ce point.

Quoique I'on en trouve la démonstration dans tous les traités de
Mécanique rationnelle, et méme dans ce recueil , nous croyons devoir
le démontrer ici de mouveau, en suivant une marche conforme i
Iesprit de cet article.

Nommons F le point fixe , A et B deux autres points pris a volonté,
formant avec F les trois sommets d'un triangle de dimensions inva-
riables. Concevons les plans normaux aux chemins infiniment petits
décrits par A et B ; leur intersection passera par le point F et pourra
étre prise pour I'axe commun de deux circonférences tangentes aux
chemins décrits simultanément par les points A et B. Par conséquent
il sera permis de regarder le mouvement infiniment petit qui a lieu,
comme déterminé par la condition que les sommets A et B du triangle
ABF demeurent sur deux circonféreuces dont I'axe commun passe en F.
Or, il est évident que tout point C lié au triangle ABF par les distances
mvariables CA, CB, CF décrirait un élément de circonférence autour
du méme axe. Donc, tous les points d'un corps solide retenu par un
point fixe, qui éprouve un mouvement infiniment petit, tournent en
méme temps autour d’un certain axe passant par le point fixe.

Celui ci peut étre pris en dehors du mobile, et si on le suppose infi-
niment éloigné, le mouvement de chaque point aura toujours lieu
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aulour d'un ceriain axe ; mais dans le cas dont 1] sagit, le corps sera
assujéti & se mouvoir comme si trois de ses points devaient rester dans
un plan fixe, perpendiculaire & la direction de I'axe de rotation.

On en couclut que toute figure plane qui prend un mouvement in-
finiment petit tourne autour d’un certain axe perpendiculaire a son
plan, et par suite, que I'un des poinis de cette figure reste fixe peadant
le mouvement.

Dans ce qui va suivre, nous parlerons plus spécialement du cas d’'une
figure plane. Nous appellerons centre instantané de rotation le point
du plan de celle-ci qui reste immobile pendant chaque mouvement
infiniment petit.

M. Chasles, qui a remarqué le premier I'existence du centre instau-
tané de rotation, en a fait la hase d'une méthode particuliére pour
construire la tangente de certaines courbes, méthode qui est une heu-
reuse géneéralisation de celle appliquée par Descartes a la cycloide. De
c e que les normales menées simultanément aux trajectoires de tous les
points d’un plan mobile, glissant sur lui-méme, concourent en un
point unique, il conclut ce théoréme : Lorsqu'une courbe est decrite
par un point d’'une figure en mouvement dans son plan, la normale a

celte courbe sobtient en joignant le point décrivant au centre instan-
tané de rotation.

Un grand nombrede courbes particulieres se prétentavantageusement
a Tapplication de la méthode de M. Chasles; nous nous bornerons a
citer la courbe & longue inflexion décrite par le point d’attache de la
tige du piston dans le parallélogramme des machines & vapeur de
Watt. _

Comme deux points suflisent pour détermincr en général la position
d’une figure plane, il suflira de deux conditions pour en régler le
mouvement. Dans tous les cas, pour déterminer le centre instantané
de rotation, il suffira de rappeler la démonstration du théoréme qui
est au commencement de cet article. On sera conduit ainsi a substituer
aux courbes qui reglent le mouvement, le systeme de deux circonfé-
rences concentriques ayant pour centre commun le centre instantane
de rotation. Lorsque la figure mobile contiendra des courbes assujétics
a passer par des points fixes, on substituera a ces points des circonfé-
rences d'un rayon infinimenf petit. Les exemples que nous citeron-
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bientot dissiperont les nuages que ces généralités peuvent laisser dans
Fesprit du lecteur.

S I. D centre instantané de rotation considéré dans ses rapports
avec la théorie des enveloppes.

L'enveloppe d’'une courbe mobile étant la courbe qui la touche dans
toutes ses positions, on cn conclut que la trajectoire du point de con-
tact de l'enveloppe et de I'enveloppée est tangente elle-méme a ces
deux lignes. Par couséquent on obtiendra les points de contact de la
courbe mobile avec son enveloppe en menant i celle-ci des normales
par le centre instantané de rotation.

Premier exempre. Construire Penveloppe des positions successives
d’une droite de longueur constante qui glisse sur les cétés d'un angle
droit.

Soit AB (Planche II, fig. 4) une position de Penveloppée, yOx
'angle dans lequel elle se meut. Menons AC, BC perpendiculaires aux
cotés Ox, Oy ; le point C sera le centre instantané de rotation. Abais-
sons sur AB la perpendiculaire CM, le point M apparliendra i
Penveloppe.

Rien de plus facile que de trouver I’équation de cette courbe en la
rapportant aux axes Ox, Oy. Soient MP = x et MQ = y I'abscisse
et l'ordonnée du point M; posons OA=BC==a, OB=AC =f3;
en ayant égard aux similitudes de triangles que présente la figure,
on trouvera sans peine les relations

MP _ OA ., MB__ BC z 2
MBT X " BC T aB " g =5 €

la lettre a désignant la longueur constante AB. On a également

MQ __ OB MA _ AG 7 8 MA 8
Ma = a8 ! ac T Ea O yp T ¢ 5 =7

Cn en déduit
ry— &

RIR
al&
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a* = a® - 3.

D'ailleurs, on a

Eliminant « et 8 entre ces trois dernitres équations, il vient
A 2 2
X3 -4 y:=a,
pour I'équation de Yenveloppe. Les procédés du calcul différentiel
conduisent au méme résultat.

Devxitne exemere. Construire lenveloppe des positions d'une ligne
droite qui se meut en formant constamment le méme angle avec unc
courbe donnée.

Par le point de rencontre de la droite mobile avec la courbe direc-
trice, menons la normale a celle-ci. Ces deux droites formeront un
angle égal au complément de I'angle donné; et I'on pourra imaginer
que ce dernier se meut de maniére que son sommet restant sur ia
courbe, I'un des coiés lui soit constamment normal; les intersections
successives de 'autre coté formeront 'enveloppe cherchée. Or le centre
instantané de rotation de la figure n'est autre chose que celui de la
normale, c’est-d-dire le centre de courbure de la directrice. Par consé-
quent, si 'on abaisse de ce point une perpendiculaire sur la droite
mobile, leur point de rencontre sera sur ’enveloppe cherchée.

On voit combien il serait facile d’obtenir I'équation de cette courbe;
mais pour éviter d’étre trop long, nous ne faisons qu'indiquer cc
détail.

Trowsiime exemere. Etant donné un point fixe et une circonférencc
de cercle, on propose de construire Uenveloppe des positions successives
de lun des cotés dun angle droit dont le sommet se meut sur lu
circonfeérence tandis que Uautre coté passe constamment par le point
Sixe.

Soit FPM (fig. 5) une des positions de la figure mobile. Joignons
le sommet P de l'angle droit au centre O de la circonférence APB;
prolongeons le rayon OP jusqu'a sa rencontre en C avec FC perpen-
diculaire sur FP. Le point C, ainsi obtenu , est le centre instantané de
rotation. Abaissons CM perpendiculaire sur PM: lepoint M appartient
ala courbe cherchée.
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En formant, ce qui est facile, Véquation de cette courbe, on
arriverait a ce résultat, auquel M. de Prony parvient en employant
la théorie des enveloppes, que les courbes enveloppes dont il s'agit
sont des sections coniques. Nous verrons tout-a-I'heure que ce
theoréme est susceptible d’'une démonstration tres simple.

§ III. Du centre instantané de rotation considéré comme moycn de
deémontrer certains théorémes de Geometrie.

Comme dans ce qui précéde, nous présenterons des exemples choisis
de manicre a faire ressortir 'importance du centre instantané de
rotation.

Reprenons d'abord le dernier exemple, ne changcons rien a la
figure qui s’y rapporte. Prenons OF' = OF, joignons MF, MF'. La
figure FPMC étant un rectangle , on a

PC = MF.

Ces deux diagonales se coupent mutuellement en I en parties €gales,

et I'on a
IP = I1C = IM = IF.

Le point I étant le milieu de MF, etle point O celui de FF/, on a
MF' — 201 = 2(0P + IP) = AB - MF,
ou MF — MF = AB.

On en conclut que la courbe est une hyperbole dont les foyers
sont en F et F', et dont I'axe transverse est égal au diametre AB du
cercle donné.

Si le point F (fig. 6) au lieu d’étre placé hors du cercle, ainsi que nous
Favons supposé tacitement, était au contraire a l'intérieur, on ferait
la méme construction que pour le premier cas, et 'on aurait toujours

MF’ = 20l == 2(OP — IP) = AB — MF,
ou MF’' - MF = AB,
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ce qui fait voir que, dans le cas dont il s'agit, enveloppe est une
ellipse dont les foyers sont en F et F', et qui a pour diametre
maximum le diamétre AB du cercle donné.

Ainsi I'usage du centre instantané de rotation conduit non-senle-
meut & la coustruction des enveloppes, mais encore elle en fait con-
naitre la naturc en mettant en évidence leurs propriétés caractéris
liques.

Nous ne croyons pouvoir mieux terminer qu'en joignant a 'exemple
qui vient d’étre traité, un théoreme ¢légant da a Monge, dont on
trouve la démonstration dans les traités de Géométrie analytiques.

Tutorime. Le sommet d'un angle triédre trirectangle dont les faces
restent tangentes a une surface du second ordre décrit une sphére.

Concevons que l'un des points de contact étant fixe, on fasse varier
les deux autres. Si P'on imagine un cylindre circonscrit a la surface
donnée, dont les génératrices soient paralléles a I'intersection des deux
plans tangents mobiles, les traces de ceux-ci sur le troisiéme, perpen-
diculaires entre elles, seront tangentes  la trace du cylindre sur le
méme plan, laquelle sera une section conique. Les normales a celle-ci
menées par ses points de contact avec les deux arétes de langle
triedre comprises dans son plan, détermineront, par leur section, le
centre instantané de rotation du systéme de ces deux aretes. Juignant
ce point au sommet mobile, on aura la normale a la courbe planc
qu’il décrit; mais les deux arétes dont il s’agit, et les normales cor-
respondantes forment un rectangle dont les diagonales se coupeunt
mutuellement en deux parties égales ; 'une d’elles €tant normale au
lieu plan du sommet mobile, passe par le miliea de la corde des con-
tacts, et par conséquent est un diametre de la conique (*). 1l est facile
d’en conclure que le plan perpendiculaire au plan fixe, et normal a
'élément décrit, est un plan diamétral de la surface proposcée. On en

s

(*) Cette partie de la démonstration pourrait étre adaptée & ce théoréme de
Géométrie plane : le sommei d’un angle droit tangent & une section conique décrit
une circonférence de cercle ; car alors les normales vont toutes passer au centre
de la conique.

Tome [II. ~ Ocrocre 1838. .63
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conclut qu'il passe par le centre; et si 'on rend fixes chacun a leur
tour les deux points de contact de V'angle triedre avec la surface que
nous avions d’abord supposés variables, on aura deux autres plans
diamétraux de la surface qui se couperont suivant la ligne qui en joint
le centre au sommet de I'angle mobile. Cette droite, normale aux élé-
ments décrits sur la surface cherchée dans trois directions différentes
(deux suflisent), est elle-méme la normale a cette surface.

Telle est donc la nature de la surface dont il s'agit, que toutes ses
normales concourent en un méme point. Ce caractére suffit pour faire
reconnaitre la surface sphérique.




