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Note sur une Equation aux différences finies ;

Pan E. CATALAN.

M. Lamé a démontré que I'équation

Pn+| = Pn + Pn—-nP3+ P,,_,P‘ +- . .+ P4P-—n+ PSPn—-l + P- ? (1)
se rameéne a équation linéaire trés simple,
— 4n—6

Pn+x - n “ELn- (2\1

Admettant donc la concordance de ces deux formules, je vais cher-
cher 4 en déduire quelques conséquences.

L

L'intégrale de I'équation (2) est

P, =

wl

—6
10-15_4_ 4nn P,;

et comme, dans la question de géométrie qui conduit a ces deux
équations, on a Pg= 1, nous prendrons simplement

2.6.10.14...(4n — 6)

Pori =337 5. = (3)

Le numérateur

2.6.10.14... (4n—6)=2""".1.3.5.7... (2n—3)

2».1.2.3.4.5... (2n—2) __ 1.2.3.4...(2n—2)

2.4.6.8...(an—2) — 1.2.3...m—1)
Donc
P o MEDEED eI
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Si l'on désigne généralement par C,., le nombre des combinaisons de
m lettres, prises p a p; et si I'on change n en n-1, on aura

P-+s = ,Tﬁ Czn,n’ (5)
ou bien
Pn+. - C:n,n - Czn,n—l' (6)
II.

Les équations (1) et(5) donnent ce théoreme sur les combinaisons :

1 1 I 1
n_;:—l C:n.n = ;Cnn—z,n—t + ne—1 Czn—{l,n—: x ; Cn,x (7)

+ Cnn-—G,n-—-.’. X % Clh: + LU + ;'L Can-—a,n—x'

I
n-—2

IIL.

On sait que le (n -4 1)* nombre figuré de V'ordre n-- 1, a pour
expression, C,,.: si donc, dans la table des nombres figurés, on
prend ceux qui occupent la diagonale ; savoir :

1, 2, 6, 20, 70, 252, 924...;
qu’on les divise respectivement par

1, 2, 3, 4, 5, 6, VERRE
on obtiendra une nouvelle suite de nombres,

1, 1, 2, 5, 14, 42, 132..., (A)
lesquels jouiront de cette propriété :

Un terme quelconque de la suite (A) est égal & la somme des
produits que lon obtient en écrivant au-dessous delle-méme , et
dans un ordre inverse, la série des termes précédents, et en multi-
pliant les termes correspondants des deux series.

Par exemple,

132=1.4241.14+ 2.5 45.24 14.1 4 42.1.
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Les nombres qui composent cette suite, sont 2 commencer du
~econd, les valeurs de Py, P,,..

IV.

En mettant pour les quantités C, leurs valeurs dans 1’équation (7),
1l vient

2n an—t n4+1 1 2n—2 2n—3 n 1 2n—} 2n—5 n-jx
11 2 n n 1 2 "ne—i'pe1’ 1 ° 2 7 n-a
12 1 2n—6 n—2 1 4 1 2n—2 2n—3 n
X - —_— - + +— .
2 1 n—2 T n—3 R 2 - i
£t en multipliant les deux membres par 1.2.5...n:
— _— ——— - n——— —_— n n—j-—
2N, A2 = 2Ne2. 203 s N A 20— [ .. B=1 1+-— 5" 2n—1
. 1

c.on—2 ><4+ el n;z an—8...n—3X6.54...42n—2...n. (8

Dans ce développement, le terme qui en a ¢ avant lui, a pour
axpression ,
n B-—-1 ne—i<-1

1 A

(ar—2i—2)(2Rm2i—3). .. (n—0)X 2{(2i—1). . .[i+42). (0)

iette quantité peut s'exprimer 2 l'aide des fonctions T', dont la défi-
nttion est, comme on sait,

T(p=(p— I(p—1);

an a etfectivement

T nn—1 n—i41r(an-—20—1) I@id1;,
Y T i T(hn—13 TG+ 2’
oL
p ot n—i41 1 r(2n—21) T(2i42)
T a0t : (2n=—3i==1) (24 1)(i1) T(n=—1) " T+ 1)

A l'aide de la relation

T = e T(+3),
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découverte par Legendre , nous transformerons les deux rapports

r(an — 21) r{2: 4 2)

rn—n * T@4+1)’

i), TG+

alors le terme général devient

=1 S | 1 o R AW
Ty= o2 0 1 (2n—2i—1){2i41)(i+ ' 7 r(n l+2>r <1+?)’
ou enfin
__na—1)....(n—141) 277 Y S,
T, = 1.2.3...i0F+1) " =# r(" 1—2)1—(1_*_5)' (10)

Nous pouvons remplacer le produit des deux fonctions T par unv
intégrale eulérienne de premiere espece, au moyen de la relation,

r(P)-r_(l) - I pp—1 — B .
r(p+ ¢ ——fo (v — By s

et nous aurons

T, = 142 :2‘_)3'_'_‘_'-‘(’; — )‘* 2.2 (). o=y (1)

De méme, si nous substituons au facteur

n{n—1)....(n—if1) __ L(n+1)
.2.3....004 1) T rGE+or(n—i+41)’

ia quantilé
T(n =4 1):T(n -+ a)fo' g1 (1 — G —idb;
nous obtiendrons finalement
1 n,-—i—-?-‘- i.—l
T, = 2" Pty f TR = O (12)
- - ¢ T )
. rin+3) f or—i(y — G) b

65. .
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Au moyen de cette valeur de T,, Iéquation (8) devient

r .3 o

T (1—0)T s

Fn41) 29 I(n) P(aat l)Z:_,fo 0" (1= 0TI
r(n+2) & r(n-3) ﬂl or=i(y — O)i+1 gp

I 3 Lox
f 0" T (1 — 6) 5 o
L]

1 b
f 614 (1 — 8)i+1 9
(1]

ou

;12_”_—{:'2‘7’=~/:)1 ex—,(l —6)“dezn—l

(13)

V.

Le terme général de notre développement peut se mettre sous une
forme différente de (12). Nous pouvons écrire

I rin—i—1 T(z~-1)
T = Tr(n—i—' 1) FP(n—i41)T(i42)°

Or

[(n—i—3) __ In—i—3r(})

! Tanmim ? ‘.
T(n—i+41)"  I(n =i 1) XIT(_%_}:—,;/;G (1 — 8y di,

et

e+ __rE+Hre 1t __ 2 :
Ti+2z) rti4+3z X ré) — V,,f:, 6 (1—6) i,

donc
To=2 [0 —0i [ 5 (—0ids (g
Les valeurs (12) et (14) devant étre identiques, on aura
S5 (i— )= =4nn+1)(nt2) [em(— gy
X [05 (1 — 0F g X [ a—0f a5
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Si V'on suppose i =1, il vient

w=4n (n=1) (n-{-—z)f;l =t (v — ) df xf;lgl(x—gﬁdi (16)

D’ailleurs, ces deux derniéres relations se vérifient immédiatement.

En mettant pour T, sa nouvelle expression dans (8), cette équation
devient

rr((z:-t;))=27ﬂ:r(n+I)ZZ—ILIO"““?(I—G)i'deﬁ‘e‘—';(,_g)‘; .

Et i cause de

I(a2n <4+ 1) r'(zn) 2

Te+n —*Tm = wr(n—"i);

puis de

Cn+d) _ 2 [ipt L
mta wab“g » (1 — 0 db;

nous aurons enfin

1 b3 1 R X I .3 [ T,. 1 1
o [ == [ 65— [ 4 (- Gy . (1)
VI
L'équation précédente exprime une propriété des fonctions T. Pour

la mettre en évidence, remplacons 7 par 2T G) r (2), puis chaque

intégrale définie par sa valeur; il viendra

Ir(n4-3)rQ) P rn—i—)r() T4 HrE),
41‘() () “Tn+a) —2 r(n—i41) ' Tra42) ?

ou, en changeant n en n—1 etien i—1:

rGz r@p—s3) __ 1 " Cp—i—3) TE—3)
T(a) "T(n41) 4 2 Fn—i4 1) TE+ 1) (18)

Ainsi, en posant
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L@—3j

i 4-1)

= A,

o a

I =t .
A.A, = _7}2 A._A, (19}

{.ette equation peut se mettre sous une forme plus simple. Pour ceix,
remarquons d’'abord qu'en posant i == o0, la fonction A, devien:
r]:—‘) Or, 1'\— —) = P——(—)
avoir chassé le dénominateur de 'équation précédente, nous ajor.-
tons 2A,A, aux deux membres, nous obtiendrouns

=—2y/7, etT (1)=1. Si done, apre-

_'A,A,, — 4‘/71'- A,. = Z:An—lAi'

ou simplement, 4 cause de A, = /7 :

Zo A,_A = o ‘20"

Autrement dit, Péquation aux diﬂ'érepces finies

PsPn -+ PnP-—x + PsPn—-A +' "+ PI—IPI -+ PlPo == o0,

est satisfaite par P, = r§: = ), pourvu que I'on prenne P.==—2 /7

= 7.
Il est dailleurs évident que cette équation n’a lieu qu'a partir de

n = 2.
Il suit aussi, de ce qui précéde, que lintégrale générale de I'¢-

quation
4P,Pl - PIPn—X + PIPI—D +"‘+ Pn-an (21}

est

e (22)
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VII.

Je terminerai cette note par la solution d'un probleme qui a une
itaison remarquable avec la question de Gdométrie, iraitée par
M. Lame.

Prosuime. De combien de maniéres peut-on effectuer le produit
rle n facteurs différents.

Désignons par Z,,, ce nombre.

Supposons les n facteurs écrits dans Pordre alphabétique ,

abe....ghkl. .. qrs;

décomposons ce produit en deux groupes, I'un composé de ¢ facteurs
abc. . .gh, Yautre composé des n— i facteurs restants; désignons en
outre par X, le nombre de maniéres dont il est possible d’effeciucr
le produit ci-dessus, sans changer I'ordre des lettres : il est clair que
Fun des éléments de cette somme sera X, 41 Xeeip1- Et comme i peut
varier depuis 1 jusqu’a 72— 1, noOus aurens sans aucune omission ni
répéetition :

Tt

Xoo = 3 X Xo iy (23

0 a doit supposer X, = 1 ; dailleurs X, est aussi egal & 1 : il S'ensuit

que T'équation (23) a la méme intégrale que Péquation (1); savoir
X,,_*_l = P,,_H. (9.1{}

Nous avons supposé que les n facteurs étaient disposés en ordre al-

phabétique : comme ils peuvent étre pris dans un ordre quelconque,

la quantité X, , doit étre multiplide par le nombre des permutations
de n lettres; done

Zu+n = PB-}-l‘r(n -+ I)’

ou
Zy,. =n(n + 1) (n = 2)...(2n — 2). (25)

Si, dans I'équation (23), nous mettons au lieu des X leurs valeurs
en Z, nous trouverons aprés avoir multiplié tous les termes

parT (n—4 1) :
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n—1
2

2= ? 2, + ’Yl Lolpess = - .. +'11 Z.z,, (26)

et comme la formule (25) donne
Zovi = (n — 6)Z.. (a7)

Il sensuit que ces deux derniéres équations rentrent 'unc dans
lautre. Ce résultat, auquel il serait peut-étre difficile d’arriver direc-
tement, est assez yemarquable.

L’équation (26) devient, en mettant pour Z, ., sa valeur P(:Zn—-) D .
ran—1) __ nl(1) I2n—3) , nn—1r(3) r@an—>5) nT(2n—3)
T(nj_—;m-r(n_l)’l'l Y F(—‘z)-r(n_z) +-.. IW-——lj.

A cause de

Ca2n—1) (2n—2)T(2n-—-2)  T(a2n—3) __ a™ 1
rm) — (a—n)T@r—1) " " r@a—1) " V= ("—')’

cette derniére équation se transforme facilement en
' 1\ _n_71 3 nn—1_73 5
w(Q) (=)= (=D + 1 Q) (=3) ) 5
nln 3)r l) ; (28)
oot 2o (o= d)r ().
Celle-ci peut encore s'écrire
T 3 3 1
f I ¥ R A f YT (r—6y a0
] I 2/0¢

+...+"'r' ‘f:s"-i;(.—e)—:: .

n

I
1

fn f L T (1) o
[
(29,

Les équations(28) ou (29) expriment une propriété des fonctions T,
analogue a celle qui a été dounée plus haut.



