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PURES ET APPLIQUÉES. 5*5 

SUITE DU MÉMOIRE 

Sur la classification des Transcendantes et sur l'impossibilité 
dexprimer les racines de certaines équations en fonction 
finie explicite des coefficients; 

PAR J. LIOUVILLE (*). 

§ VI. 

On prouve qu'il existe des fonctions finies explicites de toutes la 
espèces. 

21. On peut demander si, quelque grand que soit le nombre en-
tier positif m, il est toujours possible de trouver des transcendantes 
de ni"'1" espèce. Pour répondre à cette question, il suffit de considé-
rer les quantités successives log log log a:, log log log log x, etc. : 
car nous prouverons qu'elles sont respectivement de troisième, de 
quatrième espèce, etc., sans que jamais elles puissent s'abaisser. 

Représentons par ρ la quantité log log....log χ, et supposons que 
dans cette quantité il y ait un nombre (m— i) de signes logarith-
miques placés les uns sur les autres. Dans les cas particuliers où l'on 
aurait m = 20am = 3, la transcendante ρ serait de (m— i)"™' es-
pèce, comme on l'a établi ci-dessus. Maintenant, quelque soit m, je 
dis que si ρ est une transcendante de (m— ι espèce, log ρ sera 
une transcendante de miim! espèce. Ce théorème une fols démontre, 
la proposition que nous avons en vue dans ce paragraphe se trouvera 
démontrée aussi. 

(*) Voyez tome II de ce Journal, page 56. 
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La fonction p étant de (m— i)iime espèce et de forme logarith-

mique, il est aisé de s'assurer qué p' ou ̂  est d'espèce inférieure à 

]a (m— i)"™. D'après cela ~ ou la dérivée de log ρ est de (m— ι )""" 

espèce. Donc log ρ est au moins de (m·—espèce et au plus de 
mtèn" espèce. En d'autres termes log ρ peut jusqu'ici appartenir à la 
(m — ι )''"■* ou à la miim" espèce. Pour prouver que ce second cas est 
celui qui a lieu, il suffit de faire voir que le premier est impossible. 

Supposons donc log/> exprimable par une fonction φ de (m— ι )""" 
espèce, et prouvons que cette hypothèse conduit à une absurdité. 
Pour cela réduisons à son minimum le nombre total η des transcen-
dantes ζ, »,... θ de (m— i)'w espèce contenues dans φ. On pourra 
toujours admettre que ρ est une deè quantités ζ, »,.... 0. En effet, 
dans le cas contraire, l'équation 

d\ogp — dtp ou = φ' 

contiendra nécessairement dans son second membre une des transcen-
dantes dont nous parlons puisque, si elles avaient toutes disparû, 
jj- serait exprimée par une fonction φ' d'espèce inférieure à la (τη— 

L'équation = φ' fournira donc la valeur de l'une des quantités 
ζ, >ι,... θ, de θ par exemple, en fonction algébrique de p

f
 de sorte 

qu'en substituant sa valeur dans φ, la transcendante θ se trouvera 
remplacée par ρ sans que le nombre η ait augmenté. Pour mettre ρ 
en évidence nous écrirons 

log ρ φ(χ, ρ), 

et en différenciant, il viendra 

p- = ψ'
χ

(χ, ρ) + φ;(χ,ρ)^. 

Le nombre η étant réduit à son minimum} cette équation doit être 
identique par rapport à p ; on peut donc remplacer p par μ-}-ρ, μ 
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étant une constante arbitraire, ce qui donne 

p' u+p = Φΐ (.r, μ + ρ) + φ; (χ, u + ρ) -Jj—, 

c'est-à-dire 
d\og(p-\-p) = dtp(x, μ + ρ). 

En intégrant, on a 

log (μ> 4- ρ) — φ{χ, μ-b ρ) + log+ α) — φ (à, μ + α) : 

Λ désigne une valeur particulière quelconque de χ et a la valeur 
correspondante de p. A présent je différencie par rapport à μ, et 
posant ^t—o après la différenciation, je trouve 

β = φ'
Ρ

{χ> Ρ) + l
a
 —> «)· 

Cette équation doit encore être identique par rapport àpet l'on peut 
y remplacer ρ par une indéterminée i. On a ainsi 

J1 = &(x> 0 -H I ~~ y'a{''0’ **)» 

équation qui, multipliée par di et intégrée , nous en donne une autre 

log i = φ (χ, i) — φ (χ, i.) + log/. -f- Q —φ'
:

, (b, a)^(i — /
c

)
 ; 

dans laquelle i
0
 est une valeur particulière de i, et qui doit être 

regardée comme absurde, puisqu'elle fournit pour log/ une valeur 
algébrique en /. Donc on est conduit à une absurdité lorsqu'on sup-
pose log ρ exprimable par une fonction finie explicite de (m—i)""*' 
espèce: donc cette quantité logp est de m""" espèce, ce qu'il fallait 
démontrer. 

TOIIH- lit. — "\u\ cur.f.r iKJï. 
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§ VII. 

Méthode pour résoudre une équation transcendante lorsque la racine 
dé l'équation est exprimable en fonction finie explicite des 
coefficients. 

22. Soit T=o une équation transcendante ayant pour premier 
membre une fonction finie Τ de l'inconnue y et d'un paramètre 
indéterminé χ : si l'on cherche à résoudre cette équation pour en 
tirer la valeur de y en fonction de x, il pourra se présenter deux 
cas, suivant que la quantité y est ou n'est pas exprimable par une 
fonction finie explicite de x. Cela posé, le problème de la résolu-
tion des équations transcendantes en quantités finies explicites peut 
s'énoncer ainsi : Etant donnée l'équation T= o, décider s'il est ou 
non possible d'y satisfaire par une valeur de la forme y — une fonc-
tion finie explicite de χ, et, si la réponse est affirmative, trouver la 
valeur de y. 

La méthode que nous allons exposer pour résoudre ce problème est 
fondée sur un principe général semblable à celui dont nous avons fait 
usage dans les numéros précédents et surtout au § V; mais ce prin-
cipe laisse subsister les difficultés particulières propres à chaque 
exemple. Dès lors, au lieu de présenter notre méthode d'une manière 
abstraite, nous croyons devoir l'exposer sur des équations choisies : 
les détails dans lesquels nous entrerons suffiront pour indiquer nette-
ment la marche à suivre dans tout autre cas. 

23. Considérons l'équation 

(0 l°gr =J-, 

et cherchons s'il est possible.de satisfaire à cette équation en prenant 
pour y une fonction finie explicite du paramètre indéterminé x. 

D'après un théorème démontré n° 4> le logarithme d'une fonction 
algébrique n'est jamais égal à une autre fonction algébrique ; ainsi on 
voit «l'abord que la valeur de y ne peut pas être une fonction algé-
brique de x. 
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Supposons maintenant que y soit une fonction finie explicite de 

première espèce. Si l'on réduit à son minimum le nombre des trans-
cendantes monomes contenues dans cette fonction, je dis qu'elle ne 
renfermera plus alors aucun logarithme. Car s'il en existe un ( seul ou 
avec d'autres), désignons-le par log M, U étant une fonction algébrique 
de x. En posant log M = 9, on aura 

y = <?>(·*■» β) » 

la fonction φ étant algébrique par rapport à θ : dans cette fonction φ 
peuvent se trouver en outre, algébriquement aussi, d'autres trans-
cendantes dont il est inutile de faire mention. 

En remplaçant y par φ(χ, 9) dans l'équation (ι) , il vient 

5og<P(^, 6) = flì 

d'où l'on conclut, par la différenciation , 

Tp'Ax, ô)+?é(*, 6)77 <p (X, 6) P S) or“ 

Cette dernière équation étant algébrique par rapport à 9 et par rap-
port aux autres transcendantes monomes contenues dans φ(χ, 9), 
on peut j mettre μ-+- 9 au lieu de θ , μ étant une constante indé-
terminée (*). On obtient aisément par là 

<flog φ(χ, μ + θ) = d ̂ {x ' * +1) J. 

(*) Les lecteurs qui ont prêté quelque attention aux autres paragraphes de ce 
Mémoire doivent être accoutumés à nous voir remplacer la transcendante Θ, 
dont nous nous occupons, par fti ou par,«-{-â, suivant que 8 est une exponen-
tielle ou un logarithme. La raison de cette différence tient à la nature même des 
équations différentielles qui servent à définir ces deux espèces de fonctions La 

quantité ζ = log χ dépend de l'équation différentielle ^.==~i dont l'intégrale 

complète est ζ = ft 4- logx, t* étant une constante arbitraire , tandis que si l'on 
dz 

pose ζ = e* on a l'équation différentielle ^ = s dont l'intégrale complète est 

L>7 ·. 
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En integrant et nommant a la valeur de θ qui repond à une valeur b 
de χ prise à volonté', on a ensuite 

log <P (a:, μ + θ) = Φ ('Τ'^+ - Η- log<Ρ Φ , y■ + *) — 

Je différencie par rapport à μ l'équation que je viens d'écrire, et je 
pose μ = ο après la différenciation, ce qui me donne 

<P'
B
 (*> ®) ^(^,8)

 (
 <P'

a

{t>, a) φ'
α
Φ,α) 

Ç{x, 9) x ψΦ, a) b ' 

relation algébrique entre χ, θ et les autres transcendantes nionomes , 
dans laquelle je puis substituer à θ une indéterminée i. J'ai pai 
conséquent 

φ'(χ,ί) Φ'{χ,ΐ) φ'φ, a) φ' φ, a) 
(2)n Φ(χ,') Χ φ'φ, a) b ' 

équation que j'intègre par rapport à i et d'où je tire 

(5)log<p(.r, O = — + L^j j—1 (í—*0 

+ log φ (χ, /.) — , 

ζ = μεχ. Aussi, lorsque i = log«, la dérive'e 

φ'χ (χ> 6) + φ'6 (χ, 8) — 

de φ (x, 6) devient celle de ρ(χ, μ -f 6) par le changement de 6 en μ -f- 0
 : 

elle ne deviendrait pas celle de φ (χ , μ") par le changement de θ en μ& ; car ce 
changement donne 

ψ'χ(χ, ^) + φ'
μ6

{χ, «»)j 
et non pas 

1fix(x,p6) + (x, 

Au contraire, lorsque ί =s eu, c'est en remplaçant 0 par μύ que l'on transforme 
la de'rivée de φ {χ , S) en dérivée de φ{χ, μ®)· 



PUBES ET APPLIQUÉES. ri·.,. 

/.étant une valeur particulière quelconque de i. Or, l'équation ΓΓ>) 
est absurde, puisque son second membre est une fonction algébrique 
de i qui ne peut pas être égale à log φ Donc il est absurde 
d'admettre que l'expression de la racine y renferme un ou plusieurs 
logarithmes, tels que log M. 

24. L'expression de cette racine y ne contient pas 11011 plus d'expo-
nentielles. Soit en effet, s'il est possible, Θ = eu une exponentielle 
que l'on suppose devoir y entrer et φ(χ , θ) la valeur même de y, u 
étant une fonction algébrique de x, et φ une fonction algébrique, 
tant par rapport à θ que par rapport aux autres exponentielles que 
nous ne mettons pas en évidence. Il faudra que l'on ait 

log φ (χ, θ) = --J—1 , 

d'où résulte en différenciant 

^ = îW'1'' 9) + «*. 9)9«'] -

équation algébrique par rapport à χ, θ, et par rapport aux autres 
exponentielles. On peut donc au lieu de 6 écrire , μ. étant une 
constante indéterminée. L'équation que l'on obtient ainsi revient à 

Id log <p (x , yU0) = (I 9 kX > 

et en l'intégrant on en tire 

|og <p{x,fAÜ) —Pix, fl'J)+ Io« <p(h , un) —<t> (/', pa) 

h étant une valeur particulière de χ pour laquelle θ = a. 
Maintenant je différencie par rapport à μ et je pose μ.= ι après la 

différenciation. Dans l'équation 

6?'0(χι ®) f<Pe'(* . e) αφ'β) , a) ap'Jb , a) 

φ(χ, 0) χ φφ, a) i 

que cette opération produit, on a évidemment le droit de remplace 
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θ par une indéterminée ί, ce qui donne 

(φ) 'φ''<cT' '' ιφ'ί(χ'') a9i(b> û) α<Ρ
α

Φ, a) 

φ{ x,.i) χ φφ,α) b 

et par suite, 

φ'_(χ,ϊ)(1ί <P.{x> >)di —a<p'Jb, a) αφ'^φ, a
hé· 

φ(χ, i) χ L ψΦι a) b J i ' 

En intégrant par rapport à i et déterminant la constante à l'aide d'une 
valeur particulière t„ de i, on a donc 

(5) log<p(x, i) = φ-^· +AQogi~logi
0
)+logf(a:,i\)~-J&'J: 

A représente la constante 

αφ'{b, a) αφ'φ,α) rt _ a 
ψΦ, °) b 

En mettant l'équation (5) sous la forme 

Ί _ A log i.-f- log φ (χ, i.) — = log φ(χ, i) — A log i, 

on voit que son premier membre est une fonction algébrique de i qui 
ne peut se réduire à une simple constante, puisque i entre essentielle-
ment dans <p(x, i) : le second membre ne renferme que des loga-
rithmes: l'existence d'une telle équation est donc contraire au théorème 
du n° 19. 

En regardant la racine y de l'équation (1) comme une fonction 
transcendante de première espèce, nous avons démontré i°. que cette 
fonction ne renferme aucun logarithme ;

 2
°. qu'on arrive à une absur-

dité en y admettant des exponentielles. 11 faut conclure de là que cette 
racine y ne peut avoir la forme en question. On prouvera par des 
raisonnements tout-à-fait semblables aux précédents que cette racine 
γ ne peut pas non plus être exprimée par une fonction de seconde, de 
troisième espèce, etc., ou mieux on fera voir généralement que si la 
fonction γ ne peut pas être de λ"- espèce, elle ne pourra pas non 
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plus être de (η + ι)' "" espèce: il suffira pour cela d'appliquer aux 
exponentielles de (« + ι)""" espèce les raisonnements exposés ci-des-
sus dans le cas particulier où l'on suppose η — ο. En un mot il est 
impossible de satisfaire à l'équation (1) en posant y = une fonction 
finie explicite de χ, ce qu'il fallait démontrer. 

ώ5. En remplaçant y par ey dans l'équation (i), il vient 

xjr = 0, 

équation nouvelle qui ne pourra pas non plus être résolue par rapport 
à y en fonction finie explicite de χ, mais dont la racine peut s'ex-
primer par une intégrale définie. Cette intégrale définie qui dépend 
de la variable x n'est donc pas réductible à la forme de fonction 
finie explicite de x. 

Mais on peut résoudre au contraire l'équation 

(6) logjr = + log log χ 

qui diffère peu de l'équation (i)et à laquelle on satisfait en posant 
y = x log x. Voyons comment cette valeur de y résulte de notre 
méthode. 

D'abord y ne peut pas être une simple fonction algébrique de x. En 
effet l'équation (6) donnant 

log log-r = logJ —y_x 

il s'ensuivrait que log log x pourrait s'exprimer par des transcendantes 
de première espèce, ce qui est absurde. Essayons donc de satisfaire à 
l'équation (i) par une valeur de la forme y — une jonction finie 
explicite de première espèce. 

26. Outre la transcendante log x, cette fonction, en supposant 
qu'elle existe, pourra contenird'autres transcendantes monomes, mais 
en réduisant le nombre de ces dernières à son minimum, nous serons 
certains qu'elles ne sont liées aux deux quantités χ , log χ, et à des 
transcendantes d'espèce inférieure par aucune relation algébrique, de 
sorte que si nous tombons sur une relation de cette espèce, nous au-
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vous le droit d'y remplacer les transcendantes dont il s'agit par de 
simples lettres indéterminées. 

Cela posé, je dis que la valeur de γ ne renferme aucune exponen-
tielle. Car, dans le cas contraire, soit ô=e" une des exponentielles 
que l'on suppose devoir y entrer, et suivant notre usage mettons-la en 
évidence en écrivant 

γ = φ (χ, θ). 

Remplaçant^· par Φ (χ, θ), l'équation (6) devient 

log φ{χ, θ) = -h log log χ, 

d'où l'on tire par la différenciation 

——;—r\—— 0) + φό'χ, Θ;Θ«Ί — + -V- -, 

équation algébrique par rapport à χ, log χ, θ, etc., et dans laquelle 
on peut remplacer θ par μθ, μ étant une indéterminée. L'équation 
que l'on obtient ainsi peut se metire sous la forme 

i/logcp(.r, = 4. d Jog log χ
 ? 

et en l'intégrant on a 

log Φ(χ, μβ) = log log ar+log <p(b, μα)— l
og

 \
0
φ , 

b étant une valeur particulière quelconque de a: et « la valeur cor-
respondante de Θ. 

Maintenant je différencie, par rapport à μ, et je pose μ = ι après 
la différenciation. Dans l'équation 

οφ'β,α) αφ'β__', α)'β,α) '' 
φ{χ, 0) χ φ{ί>, α) 6 

que cette opération produit, nous avons évidemment le droit de 
remplacer Q par une indéterminée i. Or ce changement conduit à une 
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équation toute semblable à l'équation (4) que nous avons vue être im-
possible, n4 24. Éa valeur de y ne renferme donc aucune expo-
nentielle. 

27. Elle ne peut pas non plus contenir de logarithmes de la forme 
6 = log u, mais essentiellement différents de log χ. Adoptons en 
effet l'hypothèse contraire, et pour mettre 9 en évidence posons 
y = φ (se, 6). U nous viendra, en vertu de l'équation (6), 

logcp(.r, 6) = -j-loglogx, 

d'où l'on tire par la différenciation 
f 

^'(ar, °) +<P'(x, 0)~ç>x 9 

L'équation que je viens d'écrire étant algébrique par rapport à oc, log.r, 
et par rapport aux logarithmes Θ, etc., qui sont irréductibles avec 
log x, on peut y remplacer 9 par μ-\-9, μ étant une constante arbi-
traire. Le résultat que l'on obtient ainsi peut se mettre sous la forme 

d log φ (x, μ + 9) = d' ζ + θ)J -f- <ilog log χ, 
et 1 on a en integrant 

log φ(χ,μ + 9)= ?(3r,^ + 0) + log log a:-f- log φ (b, μ +
 a) 

b^- log log b, 

b étant une valeur particulière quelconque de a;, et α la valeur cor-
respondante de 9. 

Or, si l'on différencie par rapport à μ, l'équation précédente, et si, 
après avoir posé μ = ο, l'on remplace θ par une indéterminée i, 
comme on a droit de le faire, l'équation nouvelle à laquelle ces opé-
rations conduiront sera toute semblable à l'équation (2) du n° 23 et 
par conséquent ne pourra pas subsister. Ainsi logar est la seule trans-
cendante qui puisse entrer dans la valeur de y réduite à sa forme la 
plus simple. 

Tome III. — NOVEMBRE [838. 68 
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28. Cela étant, posons log,r = 0et χζ=φ(χ, θ), φ désignant une 

fonction algébrique des deux quantités χ, 9. L'équation (6) différen-
ciée nous fournira 

dr __ ' dy y , «_ 
ydx χ ' dx χ1 ' χ log χ * 

ou 

φ'
χ
(χ, °)+δ) 

w ?F7ïj = ^ +1/x Q"2(xc, o] -dfo 

Remplaçons 9 par μ-\- 9, μ étant une constante arbitraire; nous 
aurons sans difficulté 

dlogç(x, μ-\-9) = d + if log (μ + Ô). 

En intégrant et nommant b, a deux valeurs correspondantes de χ et 
de 6, il vient donc 

log? (*» At + β) = + + log(^ + fl) + *°g<p(b,n+a) 

10 r<p(b, ft -+• e) * .»—h — log (/< + «)•» 

Je différencie cette équation nouvelle par rapport à après quoi je 
pose ju = o, puis je remplace θ par une indéterminée i. Je trouve 
de la sorte 

(8) ?ίίΐϋ> = ÎÎÎfiJÎ + 4 + m
 t v J f (*, 0 * ' 

en faisant pour abréger 

V'Ab, a) f'JP, a) _ « __ m 
ç(b, a) b a 

L'équation (8) où l'on doit prendre i pour variable indépendante est 
une équation différentielle du premier ordre, et il s'agit d'y satisfaire 
par une intégrale algébrique, car φ{χ, i) est une fonction algébrique 
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de i. Or en multipliant ses deux membres par di et intégrant, on a 

Iog<p(a-, i) = i) -f- logt -f- mi + constante, 

ou 

log £*ίϊ^_ϊΓ] = L φ (j;, i) + mi H- const., 

équation dont les deux membres se présentent l'un sous une forme 
algébrique, l'autre sous une forme logarithmique, ce qui exige que 
chacun d'eux soit indépendant de i. On a donc nécessairement 
φ'χ, t)=Ai, λ étant indépendant de i-, et par conséquent φ(χ, 0)=λ0, 

Ψβ (x, 0) = λ, φ[. (χ, ΰ) = 0 Ces valeurs substituées dans la diffé-

rentielle de l'équation (6), c'est-à-dire dans l'équation (7) dont on 
s'est servi tout-à-l'heure, nous donnent 

+ i- = ire — + λΛ - - + -, 
xdx χθ x\ dx ' xj χ1 xO ' 

c'est-à-dire 
d>. X G /I dX A\ 
xdx x" \x ' dx ' χV* 

Or θ étant un logarithme et λ étant comme φ(χ, ι) une fonction 
algébrique de x, cette équation ne peut subsister que si l'on a à la 
fois 

—r = —, - . ~r — ~z> dou λ = x. 

La seule valeur possible de y est donc a: log a? : l'équation /z=xlogx 

satisfait à l'équation ̂  = L . g - J + , qui est la diffé-

rentielle de l'équation (6); elle en est donc une intégrale particulière, 
tout aussi bien que l'équation (6); déplus en posant x—e, elle donne 
yz=e, ce qui s'accorde aussi avec ce que fournit l'équation (6) : 
donc cette équation (6) est nécessairement vérifiée quand on pose 
γ — xlogx; de sorte que nous en avons, comme nous le voulions, 
trouvé la racine par une méthode directe. 

68.. 



536 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

29. Désignons par F (x, y) une fonction algébrique de χ, y, et 
considérons l'équation 

(9) — *F(x, /), 

dans laquelle l'équation (1) est comprise comme cas particulier : nous 
supposons que F (x, y) dépend de a? et de γ, en sorte que des deux 
dérivées F^(a?, γ), FJ(x,y), aucune n'est identiquement nulle; 
nous supposons de plus que pour aucune valeur déterminée b de y, 
F (x, y) ne se réduit à une simple constante égale à log b (*). Cela 
étant, on démontre qu'il est impossible d'exprimer la racine^1 de 
l'équation (9) par une fonction finie explicite de x. 

Comme il est d'abord évident que cette racine n'est pas algébrique, 
admettons qu'on puisse satisfaire à l'équation (9) en prenant pour y 
une fonction de n'"" espèce : réduisons à leur minimum le nombre 
total des transcendantes monomes de niemt espèce que cette fonction 
renferme, et soit θ = e" une des exponentielles de nUm' espèce que l'on 
suppose devoir y entrer : enfin pour mettre 6 en évidence, écrivons 

γ = φ(χ, 0). 
L'équation (9) nous donnera 

log φ (x, θ) = F [Λ-, φ (χ, 0J], 
et par suite 

^log Φ(x) 0) = dF[x, φ {χ, 0)]. 

Or si l'on développe les différenciations indiquées en ayant soin de 
remplacer dù par Qu'dx, on tombera sur une équation algébrique 
par rapport à toutes les transcendantes de n1"" espèce et dans laquelle 
on pourra remplacer 0 par μ étant une constante arbitraire. Le 

f) Si Y{x se réduisait à une fonction F (x) de x seule, on aurait .7= eF(·*). 
Si F (χ,/·) se réduisait à une fonction de y seule , la valeur de jr fournie 
par l'équation (9) serait purement numérique et cesserait de dépendre de x. 
Enfin si, pour une valeur particulière b dey, F (x, y) clail égale à log b , l'é-
quation (9) serait satisfaite en posant j — b. 
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résultat qu'on obtieut en opérant ainsi peut se mettre sous la forme 

log φ(.ζ, μθ) = d¥[x, φ(χ, μΰ)]; 

c'est ce dont on s'assure aisément en effectuant le calcul, et ce qui 
cesserait d'être vrai si θ représentait un logarithme au lieu d'une 
exponentielle. 

En intégrant et nommant a la valeur de θ qui répond & χ =zb, 
on aura donc 

log<p(x, μΟ) = F[x, φ(χ, μ§)) -J-log<p(i, μα)]— F [b, φ (b, μα)). 

Je différencie cette équation par rapport à μ, après quoi je fais μ=ι 
et je remplace ô par une indéterminée i. Si, pour abréger, je pose 
φ (χ, ί) = z, le résultat final que j'obtiendrai sera de la forme 

F°)idzZiíi= F/ {x ¡\ l'í¿Zz) ¿7 + 

m désignant une certaine quantité, indépendante de χ et de i, dont 
il est inutile d'écrire ici la valeur. L'équation (10), dans laquelle on 
prend i pour variable, est différentielle du premier ordre, et il s'agit 
d'y satisfaire par une valeur de z algébrique en i. Mais si l'on mul-

tiplie ses deux membres par y, qu'on intègre, et qu'on désigne par i
e 

une valeur particulière quelconque de i, on aura 

log (0 = F + mloS (0 F (x,zo); 

z
0
 étant ce que devient s quand on pose t = i

Q
. De là on conclut 

F (χ, z) — F {χ, ζ.) — log (£) — m log {£), 

équation dont l'absurdité devient manifeste si l'on observe que z 
contient i et se trouve essentiellement contenu dans F (a?, z), en sorte 
que le premier membre est une fonction algébrique de i qui ne se 
réduit pas à une simple constante. 

Donc la valeur dey ne renferme aucune exponentielle de n'm' 
espèce : cette conclusion cesserait d'être exacte si la dérivée F/(x,y) 
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était identiquement nulle; en effet on aurait alors 

F (χ, z) — F (χ, z») = ο ; 

niais nous avons expressément exclu ce cas particulier. 

3o. Maintenant soit0 = log« un des logarithmes de nu°" espèce 
entrant dans la valeur de y, et posons 

j = φ (χ, 6). 

L'équation (g) nous donnera 

log <P(x, δ) = F [χ, <p(pc, Q)], 
ou 

d\og<p{x, δ) = d£\x, φ {χ, δ)], 

et l'on en conclura sans difficulté 

dlog<p(x, μ+Q) = άΈ{χ, φ(χ, μ+θ)], 

,« désignant une constante arbitraire. En intégrant et nommant b, a 
deux valeurs de χ, θ qui se correspondent, on obtient 

log φ(χ, a*+6}=F[χ, φ(χ, ,u-{-{))]-J-log<p(6, μ+α)—F[6, φ(ΰ,μ·+·α)]. 

Je différentie cette équation par rapport à μ, je pose μ=ο, puis je 
remplace Ô par une indéterminée i : en faisant φ (χ, i) = ζ et dési-
gnant par m une certaine quantité indépendante de χ et de i, je trouve 

â- = Έ:(χ> a>S + m· 
L'équation (n), en prenant i pour variable indépendante, est diffé-
rentielle du premier ordre, et il s'agit d'y satisfaire par une valeur de 
ζ algébrique en i. Mais cela est impossible, car en intégrant on a cette 
équation 

log ζ = F (χ, ζ·) + m(i — i.) — F (x, z
a
) -f- logz

0
, 

où z. désigne la valeur de ζ correspondante à i= et qui est ab-
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surde puisqu'elle donne le logarithme de ζ ou de φ(χ, i) en fonction 
algébrique de i. 

Ainsi la valeur de y que l'on a supposée de nu"" espèce ne peut 
contenir ni logarithme ni exponentielle de nUmt espèce : donc il 
est impossible de l'exprimer par aucune fonction finie explicite de x. 

δι. Ce théorème est applicable à une question de Mécanique Cé-
leste. En effet, désignons par h l'excentricité de l'orbite elliptique 
d'une planète, para? l'anomalie moyenne et par ζ l'anomalie excen-
trique. L'équation qui donne ζ en fonction de χ sera, comme on sait, 

(12) χ — ζ — Λ sin ζ. 

En observant que 

5 Cbk:s3" S Bin z = 

cette équation devient 

je = ζ -T=He — e ;. 
H.V— I 

En faisant ' z=y, on aura donc 

x _ / _ iv 
y/—i ay/— A y)* 

c'est-à-dire 

logr = a: V—
 1
 + \ (r — j;)* 

Or cette dernière équation est de même forme que l'équation (9), et 
par conséquent n'est pas résoluble en fonction finie explicite de χ ι 
donc l'équation (12) n'est pas nonplus résoluble de cette manière. 
Toutefois le cas où h est nulle fait exception; la valeur de ζ est 
alors simplement égale à x. En prenant χ égale à un nombre déter-
miné différent de zéro, et regardant h comme variable, on verra dr 
même que ζ n'est pas fonction finie explicite de h. 

3a. Enfin soit proposé de trouver la racine y de l'équation 

(ιδ) & log x = [χγ — x1) e*. 
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Comme on en tire 

logar — (xy — x*)ex~y, 

et que log a· ne peut pas s'exprimer sous forme finie à l'aide des seuls 
signes algébriques et exponentiels, il faut en conclure que la racine 
cherchée n'est pas algébrique. Voyons si elle est exprimable par une 
fonction finie explicite de première espèce. Cette fonction pourra 
renfermer, outre log χ, d'autres transcendantes monomes : réduisons 
le nombre de ces dernières à son minimum, de sorte qu'il n'existe 
entre elles et les deux quantités x, log a:, aucune relation algébrique; 
dès-lors il nous sera facile de démontrer qu'aucune des transcendantes 
dont nous parlons n'est de la forme e", u étant algébrique. 

En effet, dans le cas contraire, posons e"=^=9, et pour mettre ô 
en évidence, écrivons 

y = φ(χ, θ). 

L'équation (ι 3) nous donnera 

e
? (*. β) J

Q
g
 χ
 _ j·^ ^ 

d'où l'on tire 

·] .log g] d . [χφ (χ, 6) — 37'] e» 
e^' 0) .logλ: (*> β) — χΊ e* 

Si l'on effectue les differentiations indiquées, les exponentielles e*, 
0) ^paraîtront d'elles-mêmes, et l'équation que l'on obtiendra 

sera algébrique par rapport à χ, log χ, 9, etc., de sorte qu'on pourra 
y remplacer ô par ju.9, μ étant une constante indéterminée. D'après 
cela on trouve sans peine que 

d· ^. log arj d. [χφ (χ, μΟ) — a:®] ex _ 

e
?ix' Μβ) ^ log

 x
 [*?(·*, μβ)— x']e* ' 

par suite, en intégrant, il vient 

(l4) e?*' . log x = C [χφ (x, μθ) — Je1] e* ; 
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C est une constante arbitraire ; pour la déterminer on désignera par a 
la valeur de θ qui répond à une valeur particulière quelconque de x 

représentée par b, et l'on aura 

Γ Aogb 
[ϋφ (b , ua) — b'"] eb ' 

Maintenant je différentie l'équation (i/f par rapport à μ, et je pose 
μ — χ après la différentiation. En nommant m, n, ce que deviennent 
les deux quantités C, pour μ — ι , j'obtiens 

(i5) e?^' β\ΰφ'
6
(χ, ê)Aogx=mxQ(pç(x, Q)e*n[_x$ (oc, Θ) — ar*]e*. 

Mais en faisant ft = ι, l'équation (14) donne 

(16) e? ̂  ' β'' . log x — m[_x<p(x, Θ)—x']e* 

L'équation (16) rapprochée de l'équation 

c? x' . log χ — [.r ç [χ, (j; — .r1] cx , 

nous montre que m = 1. 
Divisant les deux équations (i5) et (16), membre à membre, on 

élimine e^*' et l'on trouve, après avoir posé m = 1, 

« <»· «=■+»· 
relation algébrique entre χ, θ et les autres transcendantes contenues 
dans φ(χ, θ), de sorte qu'on peut y remplacer ô par une indéter-
minée i. On a ainsi 

ΐφΑΧ, l) = 13 TT -f- »I + II, 

ou bien, en multipliant par y, 

φί {X, i) dl = y Ndi di (b {xt i) — X {-
Tome III. — Novembre 1838. % 



54a JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

Intégrant et désignant par i. une valeur particulière quelconque de i, 
on obtient ensuite 

φ(χ, ί)-φ(χ, O = "
 Io

s(4;)' 

équation absurde, puisque le premier membre est algébrique en i et 
ne peut se réduire à une simple constante tant que la fonction φ(χ,ΐ) 
n'est pas supposée indépendante de i. Il est prouvé par là que la 
valeur cherchée de y ne peut contenir aucune exponentielle. 

33. Si l'on représente par logu un logarithme essentiellement 
différent de îogjc, la valeur de y ne pourra pas non plus contenir 
logu; en effet si log M entrait dans l'expression de^, on le mettrait 
en évidence en écrivant 

log m = 0, y = φ(χ, 0). 

Par suite, l'équation (i3) nous donnerait 

eψ'χ' . log χ = \x<p (χ, 6) — λ:'] e*, 
puis 

d [f?1*'Χ ' b\ log arj d.[xtp(x, θ) — a:'"] ex 

~ e?'"x ' θ} . log χ [x<p(x,6)—x2]e* 

Si l'on effectue les differentiations indiquées, les exponentielles e*, 
ef ' disparaîtront d'elles-mêmes, et l'on aura le droit de rempla-
cer 0 par μ. -J- 0, μ étant une constante indéterminée. D'après cela 
on prouve aisément que 

d[e^r ' μ + . log x] d. [χφ (χ, ft -f- θ)—j'Je1 

£?('■ r+V log χ (*> Ρ + f) — *'] e1 ' 

par conséquent en intégrant il vient 

( ι η) e?i~x ' μ + ύ\ log χ = C [χφ (χ, μ + 0) — λτ1] ez : 

G désigne une constante arbitraire que l'on déterminera en attribuant 
à χ une valeur particulière quelconque. 

Différencions l'équation (17) par rapport à μ, posons μ=ο après 
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la differentiation, et nommons m, η les valeurs de C et ~ pour 

μ = ο : nous aurons 

(ι'ο) e0> ,<pé(x, 0) log.r = ηιχφί (χ, 6)ex + η[χφ(χ, θ) — xa]er. 

Mais quand/A = ο, l'équation (17) devient 

( 19) ef^' ^ . log χ = m [χφ [:c, 0) — a*] e*. 

L'équation (19) rapprochée de i'équation 

è^*' ^ . log χ = [xp (χ, 0) — a*1] e1, 

nous montre que m — 1. 

Divisant les équations (18), (19) membre à membre, on élimine 
o\x , 6) . 1) , c' , et Ion trouve 

fcc*. •)=I,:-^+“ 

Dans cette équation qui est algébrique par rapport à χ, 0 et par rap-
port aux autres transcendantes contenues dans φ(χ, 0), on peut 
remplacer 0 par une indéterminée i, ce qui donne 

c0 = VCxTî)~* + n· 

Multipliant donc par di et intégrant, on obtient l'équation nouvelle 
log [φ (a-, i)— a] = <p(a, ΐ)—φ(χ, i„)+n (i.—Q+log [<p (a, /„)— χ], 
où i

0
 représente une valeur particulière quelconque de i, et qui est 

absurde puisqu'elle fournit pour log[<p (a, i) — a] une valeur algé-
brique en î. Donc si la racine y de l'équation (i5) est exprimable par 
une fonction transcendante de première espèce, cette fonction ne 
contiendra qu'un seul logarithme, savoir log a?. 

34· Cela étant, posons log χ = 0, et γ = φ (χ, θ), la fonction φ 
étant algébrique par rapport à χ et 0. L'équation (i3), savoir 

( 13) ey log χ = (χγ — χex, 
69.. 
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de laquelle on déduit aisément 

o) d(ey log χ) _ d. (xy — x')e* 
^ '' e'logx [xy—x'')ex ' 

nous donnera 

r ν d. Γ e^x . θ] d. Γχφ (χ, 6) — x'-~\ er 

(3,) = ΙΉ*. «)-»·]«- ' 

équation de laquelle ex et efiX' ® disparaîtront après les differentia-
tions effectuées. La transcendante θ restant seule alors, on pourra 
remplacer Q par μ -f- 9, μ étant une constante arbitraire. Le résultat 
qu'on obtiendra ainsi pourra se mettre sous la forme 

/ „\ d■
 μ+6> . (ft+O)] d.[x$(x, ft + 6) — Xqe* 

/ „\ d■ μ+6> . (ft+O)] d.[x$(x, ft + 6) — Xqe* 

de sorte qu'en intégrant il vient 

(2?) 'μ'+ . (μ + $) = C [χφ (χ, μ + θ) — ar*] e* : 

C désigne une constante que l'on déterminera, si l'on veut, en attri-
buant à χ une valeur particulière. 

Maintenant je différence par rapport à μ l'équation (25) et je pose 
μ = ο après la differentiation. En désignant par m, η les valeurs de 
L et — pour μ =. ο, j obtiens 

(24) '6) [i+ô<p0 (x, &)] = mxç'
6
 \(x, θ)βχ·+η[χφ(χ, ô)—.r*] e 

Mais en faisant μ —ο l'équation (a5) fournit 

(a5)
 e

*(x >e' Q __
 m

[
JC

<pÇx
>
 ff) — x»]e*. 

Cette équation rapprochée de l'équation (i5) et des équations 
log.r = ô, γ — φ(χ, ô) nous montre que mzsz 1. 
Si donc on divise membre à membre les équations (24) et (25), 

on aura 
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ι + fl?8 (.τ, Q) ye (χ, Ο . 

θ φ(χ, δ) — χ Η * 

ce qui, en remplaçant, comme on en a le droit, Q par une indéter-
minée i, nous fournira 

I 4- Ι'φί {χ, i) _ φ'ί {χ, i) 
î y(x> 0 — χ+n 

En prenant i pour variable indépendante, l'équation que je viens 
d'écrire est différentielle du premier ordre , et il s'agit d'en trouver, 
s'il est possible, une intégrale algébrique. Multipliant par di et inté-
grant , on en tire 

!°g (£) + φ ·>, i)~ φ (x, Q = log + η (f - i.), 

c'est-à-dire 

φ(χ, i.) - « (i - Q = log (^^-1) _ log (£), 

Or, φ (χ, i) étant algébrique par rapport à i, cette dernière équation ne 
peut subsister sans que son premier membre se réduise à une simple 
quantité constante Ou fonction de x, mais indépendante de i. En dé-
signant par λ une fonction de χ seule, on voit donc que φ (χ, i) ne 
peut être que de la forme 

φ (χ, i) = ni + λ, 

et l'on doit observer que φ(χ, i) étant algébrique en r, λ est aussi 
une fonction algébrique de cette variable. A présent, si l'on fait i=d, 
il vient 

φ(χ, θ) = né -f- λ. 

Je remplace φ(χ, θ) par sa valeur dans l'équation (21), et comme 
dx on a dQ — dlog χ — — , je trouve, tout calcul fait, 

, ,,, . η χλ + η—·>.χ+ηϋ+λ ι 
^ ' χ ηχθ ■+■ χλ — χ3 τθ 

λ' représente la dérivée de λ. 
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L'équation (26) étant algébrique par rapport à x et Ô doit subsis" 
ter encore si l'on remplace Θ par une indéterminée i. Mais en chassant 
les dénominateurs, elle prend la forme 

Pô» + Q0 -f. R = o. 

Par suite 011 doit avoir séparément Ρ = ο, Q = o, R = o. Or 
R = χ* — ;τλ; il faut donc que l'on ait d'abord λ = x, moyennant 
quoi l'équation (26) se réduit à n= 1. 

55. Il suit de là qu'en posant φ(χ, ô) = ô + λ = log χ, on 
satisfait à l'équation (21) ; cela revient à dire que l'équation 

γ — log x + χ 

est une intégrale particulière de l'équation différentielle du premier-
ordre 

, d {e? log α) __ d (xy x ) cT 
K ) ed lo[; x (xy — x'') ex 

elle partage celte propriété avec l'équation (i3). Par conséquent pour 
que log + x soit racine de l'équation (r5), il faut et il suffit que 
la quantité log x ·+· x et la racine y de cette équatioti (i3) soient 
égales entre elles pour une valeur particulière de x, telle que x—i, 
ce qui a lieu en effet. Donc enfin on vérifie l'équation (i5) en 
posant y = log x + x, ce dont on s'assure du reste très facilement à 
posteriori. 

Quoique j'aie abrégé certains raisonnements qui doivent être 
devenus très familiers au lecteur, on trouvera sans doute ce dernier 
exemple un peu long. Mais j'ai du moins lieu de croire qu'il suffira 
pour bien faire comprendre l'esprit de la méthode que j'ai suivie dans 
ce Mémoire. 


