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PURES ET APPLIQUEES.

SUITE DU MEMOIRE

Sur la classification des Transcendantes etsur I'impossibilité
d exprimer les racines de certaines équations en fonction
finie explicite des coefficients ;

Pz J. LIOUVILLE (%).

§ VL

On prouve qu'il existe des fonctions finies explicites de toutes les
espéces.

21. On peut demander si, quelque grand que soit le nombre en-
tier positif m, il est toujours possible de trouver des transcendantes
de m“™ espece. Pour répondre & cette question, il suffit de considé-
rer les quantités successives log loglog x, log log log log x, etc. :
car nous prouverons quelles sont respectivement de troisieme, de
quatriéme espéce, etc., sans que jamais elles puissent s'abaisser.

Représentons par p la quantité log log....log ', et supposons que
dans cette quantité il y ait un nombre (m—1) de signes logarith-
miques placés les uns sur les autres. Dans les cas particuliers ou l'ou
aurait m=2 oum==3, la transcendante p serait de (m— 1™ es-
pece, comme on I'a établi ci-dessus. Maintenant, quel que soit m, je
dis que si p est une transcendante de (2 — 1) espece, logp sera
une transcendante de m*“™ espece. Ce théoréme une fois démontre,

la proposition que nous avons en vue dans ce paragraphe se trouvera
démontrée aussi.

(") Forez tome 1I de ce Journal , page 56.
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La fonction p étant de (m —1)*™ espéce et de forme logarith-

i il est aisé de s’assurer que p’ ou dp est d’espece inférieure 2
mique, que p e p

la (m—1)*™. D’aprés cela 57 ou la dérivée de log p est de (m—1)"

espece. Done log p est au moins de (m —1)*™ espéce et au plus de
m*™ espece. En d’autres termes log p peut jusqu'ici appartenir a la
(m —1)" ou & la m*“™ espece. Pour prouver que ce second cas est
celui qui alieu, il suffit de faire voir que le premier est impossible.

Supposons donc log p exprimable par une fonction ¢ de(m — 1)iéme
espéce, et prouvons que cette hypothése conduit & une absuardité.
Pour cela réduisons a sonminimum le nombre total 7 des transcen-
dantes 7, #,... § de (m~—1)* espéce contenues dans @. On pourra
toujours admettre que p est une de§ quantités £, v,.... §. En effet,
dans le cas contraire, I'équation

dlogp=dp ou L =g

contiendra nécessairement dans son second membre une des transcen-
dantes dont nous parlons puisque, si elles avaient toutes dispara,
P/ . . , f . ,d, \ - f, . . iime
3 seraitexprimée par une fouction ¢’ d’espéce inférieure i la (m—1 ).

L’équation % == ¢’ fournira donc la valeur de l'une des quantités

¢, n,-.- 8, de § par exemple, en fonction algébrique de p» de sorte
qu'en substituant sa valeur dans @, la transcendante 8 se trouvera
remplacée par p saus que le nombre r ait augmenté. Pour mettre p
en évidence nous écrirons

logp = ¢(x, p),
et en différenciant, il viendra

| A— ' P

= ¢:(x, p) + ¢, (x, p)-

P pP

Le nombre 7 étant réduit i son minimum , cette équation doit étre

identique par rapport a p; on peut donc remplacer p par w—-p, u
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PURES ET APPLIQUEES.

¢tant une constante arbitraire, ce qui donne

i_'!i-— = cp;(x,/u—i-])) -+ @F:(x’ :M+P>Iu-1{:p’

¢’ecst-a-dire

dlog(u - p) = do (x, n—p).

En intégrant, on a

log (1 =4 p) = 0(x, u~+p) + log(u+a) — ¢ (b, u+a):

b désigne une valeur particuliére quelconque de «x et a la valeur
correspondante de p. A présent je différencie par rapport & u, et
posant x==o aprés la différenciation, je trouve

IE = (P; (x') P) + i——(P;(b, a).

Cette équation doit encore étre identique par rapport a p et Uon peut
y remplacer p par une indéterminée i, On a ainsi

1 , o 1 rry

7= @i(x) l) +?l — 0.00, (1)1
équation qui , multipliée par di et intégrée , nous en donne une autre

. . . . . I . . .
logl = @(x’ l) - fp (‘1.’ In) + loglu + [a _¢u([); a)](l _— 1°)7

dans laquelle 7, est uue valeur particuliere de 7, et qui doit ¢éire
regardée comme absurde, puisqu’elle fournit pour log / une valcur
algébrique en i. Donc on est conduit & une absurdité lorsqu’on sup-
pose log p exprimable par une fonction fimie explicite de (m— 1)

espece : donc cette quantité logp est de m*™ espice, ce qu'il fallait
démontrer.

Taowe [il. — ANovesdnat 153:
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§ VIL

Meéthode pour résoudre une équation transcendante lorsque la racine
de’ Uéguation est exprimable en fonction finie explicite des
coefficients.

22. Soit T=o une équation transcendante ayant pour premier
membre une fonction finie T de !inconnue y et d'un paramétre
indéterminé x: si P'on cherche a résoudre cette équation pour en
tirer la valeur de y en fonction de x, il pourra se présenter deux
cas, suivant que la quantité ¥ est ou w'est pas exprimable par une
fonction finie explicite de x. Cela posé, le probléme de la résolu-
tion des équations transcendantes en quantités finies explicites peut
s'énoncer ainsi : Etant donnée I'équation T= o, décider s'il est ou
non possible d’y satisfaire par une valeur de la forme y = une fonc-
tion finie explicite de x, et, si la réponse est affirmative , trouver la
valeur de y. )

La méthode que nous allons exposer pour résoudre ce probléme est
fondée tur un principe général semblable i celui dont nous avons fait
usage dans les numéros précédents et surtout au § V; mais ce prin-
cipe laisse subsister les difficultés particuliéres propres i chaque
exemple. Dés lors, au lieu de présenter notre méthode d’une maniére
abstraite,, nous croyons devoir 'exposer sur des équations choisies :
les détails dans lesquels nous entrerons suffiront pour indiquer nette-
ment la marche & suivre dans tout autre cas.

23. Counsidérons Péquation

. oy
(X) logy — z’

ct cherchons s'il est possible.de satisfaire & cette équation en prenant
pour y une fonction finie explicite du paramétre indéterminé a.

D’apreés un théoreme démontré n° 4, le logarithme d’une fonction
algébrique n’est jamais égal & une autre fonction algebrique ; ainsi on
voit d’abord que la valeur de y ne peut pas étre une fonction algé-
brique de .
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Supposons maintenant que y soit une fonction finie explicite de
premiére espéce. Sil'on réduit a2 son minimum le nombre des trans-
cendantes monomes contenues dans cette fonclion, je dis qu'elle ne
renfermera plus alors aucun logarithme. Car il en existe un (seul ou
avec d'autres), désignons-le par log z, u étant une fonction algébrique
de x. En posant logu =10, on aura

Yy = (p(x, 6) ’
la fonction @ étant algébrique par rapport 4 8 : dans cette fonction ¢
peuvent se trouver en outre, algébriquement aussi, d’autres trans-
cendantes dont il est inutile de faire mention.
En remplacant y par ¢ (x, ) dans I’équation (1), il vient
@ (x, B

x

log (P(.Z’, 6) =
d’oli Yon conclut, par la différenciation ,

¢z, O+ (x, 6 = '
u ' ) , . 5
e =3 e O+l (z, 5 | — 222

Cette derni¢re €quation €tant algébrique par rapport a 0 et par rap-
port aux autres transcendantes monomes contenues daus ¢ {a, §),

on peut y mettre w0 au lieude §, 4 étant une constante indé-
terminée (*). On obtient aisément par la

dlog ¢, n +6) = d[‘f("%—k—”].

(*) Les lecteurs qui ont prété quelque attention aux autres paragraphes de co
Mémoire doivent étre accoutumeés 4 nous voir remplacer la transcendante 6,

dont nous nous occupons , par g3 oun par x5, suivant que § est unc exponen-
tielle ou un logarithme. La raison de cette différence tient 4 la nature méme des
équations différentielles qui servent 4 définir ces denx espéces de fonctions. La

quantité z=log x dépend de I'équation différentielle % 25, dont Dintégrale

compléte est z == - logx, ¢ €tant une constante arbitraire, tandis que si I'on

pose z = e“ona I’équation différentielle ?E{_-: z dont Vintégrale compléte est
(EEN

/
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in intégrant et nommant ¢ la valeur de § qui répond & une valeur &
de x prise 4 volonté , on a ensuite

x, b, a
logo(x, /4+6)=€—(T—;‘i02+log¢(b, /,¢+a)—47—(—’2+—).

Je différencie par rapport 4 & 'équation que je viens d’écrire, et je
pose == o apres la différenciation, ce qui me donne

916 ey(x, 8 ebya) 00,0
oz, 6 — T =z b, 9 T &

relation algébrique entre x, § et les autres transcendantes monomes ,
dans laquelle je puis substituer 4 § une indéterminée /. Jaj pat
couséquent

ez, ) @'(x, i) p'(b,a) ¢'(b, a)
(2) = -4 = —_ s
olx, 7) x o0, a) b

équation que jintégre par rapport 4 i et d’ou je tire

_ ) (e el sy
3 logplx, =204 [ =) i—i)

z o6, @)
+ log o(x, i) — L5

z = we®. Aussi, lorsque ¢ = logu, la dérivée
, , 7
¢’z (x, 6) + Py (x, 6);‘—

de ¢ (z, 6) devient celle de o(z, # - 6) par le changement de § on g0
clle ne deviendrait pas celle de @ (x, #t) par le changement de ¢ en £9; car ce
changement donne .

, . u
Pl 1) F ) (2, W)
et non pas
. , '
¢I(I,/49)+ ¢#9(~r, /45)/'-‘7

Au contraire, lorsque ¢ = e, c’est en remplagant ¢ par 0 que Pon transforne
la dérivée de ¢ (z, f) en dérivée de o (x, #).
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/, ¢lant une valeur particulitre quelconque de i. Or, Véquation (5)
est absurde, puisque son second membre est une fonction algebrique
de i qui ne peut pas étre égale & log@ix, ). Donc il est absurde
d’admettre que Vexpression de la racine y renferme un ou plusieurs
logarithmes, tels que log u.

24. L’expression de cette racinc y ne contient pas non plus d'exps-
nentielles. Soit en effet, sl est possible, § =¢* une exponentielic
que l'on suppose devoir y entrer et ¢ (x, ) la valeur méme de y, «
étant une fonction algébrique de x, ¢t @ une fouction algébrique
tant par rapport 4 8 que par rapport aux autres cxponenticlles que
nous ne mettons pas en évideuce. Il faudra que Von ait

d’on résulte en différenciant

?.(x 0) + oz, O 10 y ¢(x, b)
ey = s (s B i, 6)8e) —

équation algébrique par rapport a x, 8, ct par rapport aux autres
exponentielles. On peut donc au lieu de 8 écrire uf, w étant une
constanle indéterminée. L’équation que 'on obticnt ainsi revient a

dlog @ (s, uf) = d 22
ct en l'intégrant on en tire

— ¢z, £0) b, wa)
log @ (xx, wb) = 12 - log (b, way — 215527,
b étant une valeur particuliere de & pour laquelle § = a.
Maintenant je différencie par rapport & u ct je pose w.==1 aprés la
différenciation. Dans I'équation

e‘pl; (.).‘, 0) e¢91 (z,6) a‘?‘:(b ’ a) a@(;(b, a
T R T

que cetle opération produit, on a évidemment le droit de remplact
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8 par une indéterminée 7, ce qui donne
(4) l'.pl_' {x, ) 1'¢lf(x, ) ag: (b, a) a¢a' (b, a)

ox,) T Tz o) T T’

et parsuite,

o/ (x, )di  ¢l{z,i)di 9,0, a)  ap/(b, a) 4
o =+ e — )%

En intégrant par rapport 4 i et déterminant la constante i I'aide d’une
valeur particuliére /. de i, on a donc

&) logo(x,i)= @ ~+A(logi—logi,)4- log o(, i,) — “’ﬁx’fﬁ;

A représente la constante

wp’ (6, a)  ap'(b,a)

—e
(0, aj b

En mettant 'équation (5) sous la forme

P — Alogit-logo (x, i) — 252 — Jog o(r, 1) A log,
on voit que son premier membre est une fonction algébrique de i qui
ne peut se réduire a une simple constante, puisque / entre essentielle-
ment dans @(x, i): le second membre ne renferme que des loga-
rithmes: I'existence d’une telle équation est donc contraire au théoréme
du n° 19.

En regardant la racine y de I'équation (1) comme une fonction -
transcendante de premiére espéce , nous avons démontré 1° que cette
fonction ne renferme aucun logarithme ; 2°. quon arrive 4 une absur-
dité en y admettant des exponentielles. 11 faut conclure de 13 que cette
racine ¥ ne peut avoir la forme en question. On prouvera par des
raisonnements tout-a-fait semblables aux précédents que cette racine
7 ne peut pas non plus étre exprimée par une fonction de seconde, de
tronslfeme espece, eic., ou mieux on fera voir généralement que si la
fonction y ne peut pas étre de n*™ espece, elle ne pourra Pas non
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plus étre de (r—1)" espece: il suffira pour cela d’appliquer aux
exponentielles de (7 - 1) espéce les raisonnements exposés ci-des-
sus dans le cas particulier ot 'on suppose #=o0. En un mot il est
impossible de satisfaire a I'équation (1) en posant y == une fonction
Jinie explicite de x , ce qu’il fallait démontrer.

25. En remplacant y par e dans I'équation (1), il vient
Xy =&,

équation nouvelle qui ne pourra pas non plus étre résoluc par rapport
a y en fonction finie explicite de x, mais dont la racine peut s’ex-
primer par une intégrale définie. Cette intégrale définie qui dépend
de la variable x n'est donc pas réductible & la forme de fonction
finie explicite de .

Mais on peut résoudre aun contraire I'équation

(6) logy = {; ~+ log log x

qui differe peu de I'équation (1) et i laquelle on satisfait en posant
¥ =x log x. Voyons comment cette valeur de » résulte de notre
méthode.

D’abord y ne peut pas étre une simple fonction algébrique de x. En
effet 'équation (6) donnant

loglogx = logy ——g,

il s'ensuivrait que log log & pourrait s’exprimer par des transcendantes
de premiere espece, ce qui est absurde. Essayons donc de satisfaire i
I'équation (r) par une valeur de la forme Y = une fonction finie
explicite de premiére espéce.

26. Oatre la transcendante log x, cette fonction, en supposant
qu’elle existe, pourra contenird’autres transcendanles monomes, mais
en réduisant le nombre de ces derniéres 4 son mininmwm, rous serons
certains qu'elles ne sont lides aux deux quantités x, logx, et a des
transcendantes d'espece inférieure par aucune relation algébrique, de
sorte que si nous tombons sur une relation de cette espece, nous au-
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rous le droit d’y remplacer les transcendantes dont il sagit par de
simples letires indéterminées.

Cela posé, je dis que la valeur de y nc renferme aucune exponen-
tielle. Car, dans le cas contraire, soit § = ¢* une des exponentielles
que 'on suppose devoir y entrer, et sutvarit notre usage mettons-la en
évidence en écrivant

y = ¢(x, 0.

Remplacant y par @ (x, ), I'équation (6) devient

@(x,b)
logo(x, 0) = ——-;—) ~+ loglog x,
J’ou Uon tire par la différenciation

pl(x, 1) + o, (x, §) 5u’

et —— =0, §) 4 o4, ] — AD D ¢

xlog.i’

¢quation algébrique par rapport & «x, logx, 8, etc., et dans laquelle
on peut remplacer § par uf, p étant une indéterminde. L’équation
que I'on obtient ainsi peut se metire sous la forme

dlog ¢, //.9):51[‘0—(11-";“—0)] ~+ dloglogx,

et en lintégrant on a

log @(ax, ) = *E L loglog ac-log ¢(b, ua)— 24D _tog logh ,

{ étant une valeur particuliere quelconque de x et @ la valeur cor-
respondante de §. ‘

Maintenant je différencie, par rapport a ., et je pose w=1 apres
la différenciation. Dans I'équation

vz, 0) oz, 0 agl(h,a)  avl(b, )
o, 6 =« ob, @) — T b

quc cette opération produit, nous avons evidemment le droit de
remplacer § par une indéterminée i, Or ce changement conduit a unc
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€quation toute semblable i 'équation (4) que nous avons vue étre im-
possible, n® 24. La valeur de y ne renferme donc aucune expo-
nentielle.

27. Elle ne peut pas non plus contenir de logarithmes de la forme
8 = log 1, mais essenticllement différents de log x. Adoptons en
effet I'hypotheése contraire, et pour mettre 4 en dvidence posons
y =¢(x, 8). Il nous viendra, en vertu de I'équation (6),

oz, )
X

logp(x, )= -+ log log x,

d’ous 'on tire par la différenciation

’
u

I('r, 6)+¢’(I, 9) y
Pz (s, :) - -.-_—J—LEQJ; (x, 0) 4 @4 (x, 6) ;‘_] /BN

x* x log x’

L’équation que je viens d’écrire étant algébrique par rapport a.x, logx,
et par rapport aux logarithmes §, etc., qui sont irréductibles avec

log ar, on peut y remplacer § par - §, & étant une constante arhi-
traire. Le résultat que 'on obtient ainsi peut se mettre sous la forme

' T 6~
dlogcp(x,,cc-l—e):d[ﬂ’x—m] -+ dloglog x,

et I'on a en intégrant

log @ (x, p+ §) = 22 £+

+ log log x - log ¢ (b, x+ a)
b, )
—EE—';i?— — log logd,

b étant une valeur particuliere quelconque de x, et a la valeur cor-
respondante de 6.

Or, si I'on différencie par rapport a u I'équation précédente, ct si,
apres avoir posé s=o, 'on remplace 6 par une indéterminée :,
comme on a droit de le faire, I'équation nouvelle & laquelle ces opé-
rations conduiront sera toute semblable & Péquation (2) du n°® 23 et
par conséquent ne pourra pas subsister. Ainsi logx estla seule trans-

cendante qui puisse entrer dans la valeur de ¥ réduite 3 sa forme la
plus simple.
Tome I1L, — Novausre 1838. 68
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28. Cela étant, posons log x =8 et y=0(x,8), ¢ désignant une
fonction algébrique des deux quantités x, 0. L’équation (6) différen-
ciée nous fournira

dr _1 dr J 1
id—‘x_}.d—”_;’-'-i—l—o‘g;’
ou
0z, )+ Zo;(z, 6) »
1 ’ 1 . x, 1
(7) o(z,b = ;[‘Pz (x5 9) -+ ;@a(-'t‘, 6) —9—;— +£~3‘

Remplacons § par - 8, ' étant une constante arbitraire; nous
aurons sans difficulté '

dlog g (x, p+0) = d [ X2EHT]  dlog (u+6).

En intégrant et nommant &, a deux valeurs correspondantes de x et
de 8, il vient donc

logo (x, u+9)=ﬁ”’—’;‘—J’i)+log(¢+ 0) +logo(b, n+a)

o0, )
PHEED log(p+ a).

1
Je différencie cette équation nouvelle par rapport & u, apres quoi je
pose p==o, puis je remplace § par une indéterminée i. Je trouve
de la sorte

@;"(1‘, 0 __ ¢;(x, 7) 1
® o, = +trm

en faisant pour abréger

ou(b, @ oub,a) _

R
¢(b,a)— b a ]

L’équation (8) ou T'on doit prendre i pour variable indépendante est
une équation différentielle du premier ordre , et il g'agit d’y satisfaire
par une intégrale algébrique, car @z, i) est une fonction algébrique
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de i. Or en multipliant ses deux membres par di et intégrant, on a

logo(x, i) = i(})(x, {) =+ logi -+ mi - constante,

ou
log [:tp(r; i)] — “;cp(x, i) 4 mi + const.,

équation dont les deux membres se présentent I'un sous une forme
algébrique, Iautre sous une forme logarithmique, ce qui exige que
chacun d’eux soit indépendant de i. On a donc nécessairement
@lx, i)=Ai, A étant indépendant de i; et par conséquent o(x, §)=A0,

’ r d . ’ . ’
@ (x, 0)=2a, ¢.(x, )=10 472: Ces valeurs substituées dans la diffé-
rentielle de I'équation (6), cest-a-dire dans Iéquation (7) dont on

sest servi tout-a-'heure, nous donnent

dx 1 1 da A 29 1
Lo L=+ — 5+

cest-a-dire
dx A ) (1 ‘_12 a)
rdx x T z " dz x/

Or 0 étant un logarithme et A étant comme @ (x, i) une fonction

algébrique de x, cette équation ne peut subsister que si l'on a 4 la
fois
-~ = —, dou A= .

A
Adx xr? x° dx z*?

La seule valeur possible de y est donc xlogax : I'équation y=uxlogx
1

satisfait & I'équation _7% = EE . g—i —_ %‘.2 -+
rentielle de I'équation (6); elle en est donc une intégrale particuliere,
tout aussi bien que 'équation (6); de plus en posant x==¢, elle donne
y=e, ce qui s'accorde aussi avec ce que fournit I'équation (6):
donc cette équation (6) est nécessairement vérifiée quand on pose
y = xlogx; de sorte que nous en avons, comme nous le voulions,
trouvé la racine par une méthode directe. -

, qui est la diffé-

x log x

68..
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29. Désignons par F (z, ¥) une fonction algébrique de x, ¥, et
considérons I'équation

(9) logy =F (x5 1),

dans laquelle 'équation (1) est comprise comme cas.particulier : nous
supposons que F (x, y) dépend de et de y, en sorte que des deunx
dérivées F;(x, y), F/(x, Y), aucune v’est identiquement nulle;
nous supposons de plus que pour aucune valeur déterminée & de T
F(x, 7) ne se réduit i une simple constante égale i logd (*). Cela
étant, on démontre qu’il est impossible d’exprimer la racine y de
équation (g) par une fonction finie explicite de .

Comme il est d'abord évident que cette racine n’est pas algébrique,
admeltons qu’on puisse satisfaire 2 Iéquation (9) en prenant pour y
une fonction de n'™ espéce : réduisons i leur minimum le nombre
total des transcendantes monomes de nim espece que cette fonction
renferme, et soit § = ¢* une des exponentielles de nieme espece que 'on
suppose devoir y entrer : enfin pour mettre § en évidence, écrivons

7 = o(x, 0
L’équation (g) nous donnera

log ¢ (x, 9) = Fl[x, ?(x, 0)],

et par suite
dlogo(x, 0) = dF[x, ¢/(x, 0.

Or si I'on développe les différenciations indiquées en ayant soin de
remplacer df par fu'dx, on tombera sur une équation algébrique
par rapport a toutes les transcendantes de rim espece et dans laquelle
on pourra remplacer § par uf, 4« étant une constante arbitraire. Le

(*) Si F(z, 7) se réduisait a une lonction F (x) de x seule,
§i F(x, y) se réduisait 2 une fonction de Y seule,
par I'équation (g) serait purement numérique et ces
Enfin si, pour une valeur particuliére b de y, F (x
quation (g) serait satisfaile ¢n posant y =&,

on aurait’ y — ef),
‘la valeur de y fournie
serait de dépendre de z.
y 7) cait égale a logé, 1'é~
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résultat qu'on obtient en opérant ainsi peut se mettre sous la forme

dlog o(x, u) = dF[x, o (x; ud)];

c’est ce dont on s'assure aisément en effectuant le calcul, et ce qui
cesserait d’étre vrai si § représentait un logarithme au lieu d'unc
exponentielle.

En intégrant et nommant @ la valear de § qui répond a x =19,
on aura donc

loge (x, uf) =F [x, 0 (x, p)] +log @ (b, ma)—F (5,0 (0, naj].
Je différencie cette équation par rapport a u, aprés quoi je fais p==t
el je remplace § par une indéterminée 7. Si, pour abréger, je pose
@ (x, i) =z, le résultat final que jobticndrai sera de la forme

idz , idz
(10) oy = F(x, 2) & + m,

m désignant une certaine quantité, indépendante de x et de i, dont
il est inutile d’écrire ici la valeur. L'équation (10), dans laquelle on
prend i pour variable, est différentielle du premier ordre, etil s'agit
d’y satisfaire par une valeur de z algébrique en i. Mais si P'on mul-

tiplie ses deux membres par dé u'on intégre, et qu’on dési r g
p par =, q gre, et qu’on désigae par 7,

une valeur particuliére quelconque de i, on aura
log (zf;) = F (x, 2) -+ mlog (;':) —F(x, z,),

z, étant ce que devient z quand on pose i==1¢,. De l2 on conclut

F(x, 2) — F(x, z) = log (-:—)-— m log(é),

équation dont Fabsurdité devient manifeste si on observe que =
. coutient { et sc trouve essenticllement contenu dans F (=, z), en sorte
que le premier membre est une fonction algébrique de ¢ qui ne se
réduit pas 4 une simple constante.

Donc la valeur de » ne renferme aucune exponentielle de nime

espece : celte conclusion cesserait d’étre exacte si la dérivée F)(x, 5)
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était identiquement nulle; en effet on aurait alors
F(x, 2) — F(x, z) = 0;

mais nous avons expressément exclu ce cas particulier.

30. Maintenant soit §=1logz un des logarithmes de n'™ espece
entrant dans la valeur de y, et posons

ry = ¢(x, f).
L’équation (g) nous donnera

logo(x, §) = F[x, o(x, 8],

ou

dloge (x, §) = dF[x, ¢(x, 0],
et 'on en conclura sans difficulté
dlog ¢ (x, p+0) = dF[x, ¢(x, =+ 6)],

w désignant une constante arbitraire. En intégrant et nommant &, a
deux valeurs de o, 8 qui se correspondent, on obtient

log ¢(x, u—+-8)=F |, ¢(x, u+ 8)}+loge(b, u+-a)—F[b, ¢(b, u-ta)].
Je différentie cette équation par rapport a u, je pose p== o » puis je

remplace § par une indéterminée i : en faisant ¢ (x, i) =2z et dési-
gnant parm une certaine quantité indépendante de x et de 7, je trouve
dz ; dz
(r1) ;E=F,(x,z)z.+m

L'équation (11), en prenant i pour variable indépendante, est diffé-
rentielle du premier ordre, et il s'agit d’y satisfaire par une valeur de
= algébrique en i. Mais cela est impossible, car en intégrant on a cette
équation

logz = F(x, z) 4 m(i — i) — F(x, 3,) + log z,,

o z. designe la valeur de z correspondante & i=1,, et qui est ab-
s €L q
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surde puisqu’elle donne le logarithme de z ou de @(x, i) en fonction
algébrique de i.

Ainsi la valeur de y que l'on a supposée de 7'" espice ne peut
contenir ni logarithme ni exponentielle de ziome espece : donc il
est impossible de I'exprimer par aucune fonction finie explicite de x.

31. Ce théoréme est applicable i une question de Mécanique Cé-
leste. En effet, désignons par % Texcentricité de Vorbite elliptique
d’une planéte, par & 'anomalie moyenne et par z Panomalie excen-
trique. L'équation qui donne z en fonction de 2 sera, comme on sait,
(12) X = z — hsinz,

En observant que

. c;\/'_-x e v
SIN 2 =

2/ =1’

cette équation devient

. s
En faisant ¢’* ~ =y, on aura donc

r = Jogy

T V= 2‘/’1:1 (7 _;’)’

c’est-a-dire
o — k
logy = x v=71 + ;(r —;)

‘Or cette derniére équation est de méme forme que 'équation (g), el
par conséquent n’est pas résoluble en fouction finie explicite de «:
donc V'équation (12) n'est pas non plus résoluble de cette manieére.
Toutefois le cas ot % est nulle fait exception; la valeur de z est
alors simplement égale a a. En prenant x égale a un nombre déter-
miné différent de zéro, et regardant 2 comme variable, on v
méme que z n'est pas fonction finie explicite de A.

32. Enfin soit proposé de trouver la racine Y de Iéquation

erra de

(13) elogzx = (xy — a%)e".
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Comme on en tire
logx = (xy — x*)e*7,

et que logx ne peut pas s'exprimer sous forme finie i I'aide des seuls
signes algébriques et exponentiels, il faut en conclure que la racine
cherchée nest pas algébrique. Voyons si elle est exprimable par une
fonction finie explicite de premicre espéce. Cette fonction pourra
reufermer, outre log x , d’autres transcendantes monomes : réduisons
le nombre de ces dernitres a son minimum, de sorte qu’il wexiste
entre elles et les deux quantités x, log x, aucune relation algébrique;
dés-lors il nous sera facile de démontrer qu’aucune des transcendantes
dont nous parlons n’est de la forme ¢*, étant algébrique.

En effet, dans le cas contraire, posons e*==10, et pour mettre ]
en évidence , écrivons

Yy = <p(x, 9)

L’équation (13) nous donnera
A logx = [x¢ (x, ) — 2*] e,
d’oir T'on tire

a: (2 0 dogz]  d.[zp(x, O —2]e
A= 9 Jogx = T[xp(x, 0) —x]e *

Si I'on effectue les différentiations indiquées, les exponentielles e,

gt 0 disparaitront d’elles-mémes, et I'équation que I'on obtiendra
sera algébrique par rapport ax,logx, 8, etc., de sorte qu'on pourra .
y remplacer 8 par B, w étant une constante indéterminée. D’apres
cela on trouve sans peine que

d-[c?(z’ ,‘19)' ]ogz.] — d. [»’(—'$ (I, ,‘6) —x!} e* .
F 69 Yog [xp(x, ub) —2*]e

par suite, en intégrant, il vient

(14)  Fo9, logx = Clxp(x, ul) — x*]e*;
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C est une constante arhitraire ; pour la déterminer on désignera par a
la valeur de § qui répond a une valeur particuliére quelconque de a
représentée par b, et I'on aura

(b )
E‘P‘ ) B4 . lOg b

C= Do (G, na)—b]e"

Maintenant je différentie Péquation (14: par rapport a u, et je pose
m ==t apres la différentiation. En nommant m, n, ce que devieunent

.y d 3 v
les deux quantités C, d—i, pour x==1, jobtiens

(15) & 9>,9¢p§(x, 8).logxr= mxp;(x, )e* + n[x@ (x, §) — x*je*.
Mais en faisani p = 1, I’équation (14) donne

©

(16) e’ F’“.loga: = m[xp (x, §) —x*]e*

N

I’équation (16} rapprochée de Péquation

tz, 6 ,
57 log x == [xp (x, ) — x*] e,
nous montre que m== 1.

Divisant les deux équations (15) et (16), membre a membre , on

o(x, 6 \ . o
w0 , et 'on trouve, aprés avoir posé m =1,

élimine e
925 (x, §)

Yoo @, ) = o 5 —a

-+ n,

relation algébrique entre a, § et les autres transcendantes contenues
dans ¢(x, 8), de sortc quon peut y remplacer f§ par une indéter-
niinée 7. On a ainsi

ie: (x, 7)

., N o e, D)
9/(x, 1 ez, ) —x

+ n,
. v e di

ou bien, en multipliant par 3

¢ (x, D di + ndi

[ (.’l‘, l) - z
Tome III. — Noveusae 1835. 69
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Intégrant et désignant par i, une valeur particuliére quelconque de 7,
on obtient ensuite

o(x, i)—o@(x, i,) =log (%2) -+ n log(lT.o),
équation absurde, puisque le premier membre est algébrique en i et
ne peut se réduire 4 une simple constante tant que la fonction ¢(x,i)
n'est pas supposée indépendante de i. Il est prouvé par la que la
valeur cherchée de y ne peut contenir aucune exponentielle.

33. Si T'on représente par logu un logarithme essentiellement
différent de logx, la valeur de y ne pourra pas non plus contenir
log z; en effet si logu entrait dans Pexpression de y, on le mettrait
en évidence en écrivant

logu =46, y=o(x, h).
‘Par suite, I'équation (13) nous donnerait
et 0, log x = [x¢ (x, §) — x*]e",
puis

d [e¢(x’ ﬁ). log :c] __ dJrp(x,0) —x]e”
P 6) T [xe(z, 6 —ax]e

.logx

Si T'on effectue les différentiations indiquées, les exponentielles e,

WXy B . N .

et disparaitront d’elles-mémes, et Y'on aura le droit de rempla-
cer f par -0, w étant une constante indéterminde. D'aprés cela
on prouve aisément que

Al 2+ logax] _ d.fwpiz, w4 O —a]er
C?’(r,.u-f-@).logx T [xe(x, g6 —x]e= ?

par conséquent en intégrant il vient

e?(‘tr p+0)

(17) cdogx =Clxp (x, u+ ) — x*]e:

C désigne une constante arbitraire que 'on déterminera en attribuant
a x une valeur particuliere quelconque.
Différencions ’équation (17) par rapport 2 u, posons u== o aprés
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la différentiation, et nommons m, n les valeurs de C et %g pour
4 ==0: nOUS aurons
(18) & . 0 (x, ) logax == maeq (x, 8)e” + nlxp(a, §) —x*] .
Mais quand p == 0, 'équation (17) devient

(10) erier?

L’équation (19) rapprochée de i’"{quation

Jdogx=m[xp(c, ) —a’]e.

r, §
e ).logx = [xp(x, ) — x*]€,
nous monlre que m == I.

Divisant les équations (18), (1g) membre 2 membre, on élimine

ol [
i ), et 'on trouve

' (x,
oo (x, ) =5(%J’—:2)—:)—; -+ n.

Dans cette équation qui est algébrique par rapport & x, § et par rap-
port aux autres transcendantes contenues dans @ (xr, ), on peut
remplacer § par une indéterminée i, ce qui donne

9i (=, 1)

@[(x, i):———-—————- -+ n

plx, ) —=x

Multipliant donc par di et intégrant , on obtient 'équation nouvelle
log[@(x, 0) —x] = @(x, [)— @(x, i)+n (f—i)+log [¢ (z, i)~ x],
ol i, représente une valeur particuliere quelconque de /, et qul est
absurde puisqu’elle fournit pour log[¢ (x, i) — x] une valeur algé-
brique en i. Donc si la racine y de I'équation (13) est exprimable par
une fonction transcendante de premicre espéce, cette fonction ne
contiendra qu'un seul logarithme, savoir logx.

34. Cela étant, posons Jogx =10, et y == ¢ (x, 8), la fonction ¢
étant algébrique par rapport a x et f. 1.'équation (13), savoir

(¢3) - elogx = (xy — x*) &%,
69. .
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de laquelle on déduit aisément

. dierlogz)  d. (xy —a?)e?
(20) erlogz = (xy — x*)e®

»

nous donnera

(1) d. [0 0] d(wo(x, ) —a)er
FE 8 o T [re(x, 6)—x]e” ’

€quation de laquelle e et e O disparaitront apres les différentia-
fions effectuées. La transcendante f restant seule alors, on pourra
remplacer § par £ 44, w étant une constante arbitraire. Le résultat
quon obtiendra ainsi pourra se mettre sous la forme

(22) d- [e?’(x’ F+9)_(F+0)] _ d.[l‘¢($, !i_i-(;)__x:]ex
FeFD pey T [l k=T

de sorte qu'en intégrant il vient

(23) L (u4+0)=Clxp (x, p40) — x*] e :

C désigne une constante que I'on déterminera, si 'on veut, en atiri-
buant a x une valeur particuliére,

Maintenant je différentie par rapport a ;1 I'équation (23) et je pose
p =0 apres la différentiation. En désignant par m, n les valeurs de

dC IR
Cet 2 PoUr =0, | obtiens

(24) e * [14-00; (x, 8)] = mxes|x, Oe*+nlap (x, f)—z*] €.

Mais en faisant & = o I'équation (23) fournit

(25) &Y ) = mxp(x, ) — x*]e.

Cette équation rapprochée de I'équation (13) et des équations
logx =48, y=¢(x, ) nous montre que m = 1.
Si donc on divise membre &4 membre les équations (24) et (25),

on aura
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4005 (7,0) — @6 (x,6)
] q)(x,ﬁ)-—.‘l‘

-+ n,

ce qui, en remplacant, comine ou en a le droit, § par une indéter-
minée I, nous fournira

1 -+ 1'<p,-/ (z, 1) — qDL (x, ')
i ¢ (x, ) —zx

-+ n.

En prenant i pour variable indépendante, Péquation que je viens
d’écrire est différentielle du premier ordre, et il s'agit d’en trouver,
sil est possible, une intégrale algébrique. Multipliant par di et inté-
grant, on en tire

lOg (‘:; +@(.’Z‘) L)—Q(x7io>=log Z((z’ l)_[)—l—n(l—l)
cest-a—dire
. . .. ¢z, §—
@(x7 L)_¢(x’ Z°)—n(l——l°):‘og <¢(;’ lo) _xr log ( >

Or, @ (x, i) étant algébrique par rapport a i, cette derniere équation ne
peut subsister sans que son premier membre se Téduise a une simple
quantité constante ou fonction de x, mais indépendante de i. En dé-
signant par A une fonction de x seule, on voit donc que ¢ (x, i) ne
peut étre que de la forme

¢(x, i) = ni 4 A,

et 'on doit observer que ¢ (x, i) étant algebrique en x, A est aussi
une fonction algébrique de cette variable. A présent, si I'on fait i=§),
il vient

o(x, 0) = nf 4+ A

Je remplace ¢(x, ) par sa valeur dans 'équation (21), et comme

dz . .
ona di=dlogx = -;—’ , J€ trouve, tout calcul fait,

(26) A + g_ . =IA'+H—2.Z‘+119+A _ .l_;

nxfd 4= xr — x? xh

A’ représente la dérivee de A.
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L’équation (26) étant algébrique par rapport a x et § doit subsis~
ter encore si 'on remplace § par une indéterminée i. Mais en chassant
les dénominateurs, elle prend la forme

Pd* +~ Q 4~ R = o.

Par suite on doit avoir séparément P=o0, Q=0, R=0. Or
R=x*— xA; il faut donc que Von ait d'abord A= x, moyennant
quoi Péquation (26) se réduit & n=.

55. 1l suit de 12 qu'en posant @(x, )= 8+ 2 =log x4, on
satisfait & Péquation (a1); cela revient a dire que I'équation

y = logx + x

est une intégrale particuliére de P'équation différentielle du premier
ordre
d(er log o) __d (zy—xyeT

dlogx T (ay—atyes

(20)

elle partage celte propriété avec I'équation (13). Par conséquent pour
que log x - x soit racine de I'équation (13), il faut et il suffit que
la quantité logx - & et la racine y de cette équation (13) soient
égales entre elles pour une valeur particuliére de x, telle que x=1,
ce qui a lieu en effet. Donc enfin on vérifie Péquation (13) en
posant y = logx -}~ x, ce dont on s’assure du reste trés facilement &
posteriori.

Quoique jaie abrégé certains raisonnements qui doivent étre
devenus tres familiers au lecleur, on trouvera sans doute ce dernier
exemple un peu long. Mais j'ai du moins lieu de croire qu’il suffira
pour bien faire comprendre Vesprit de la méthode que j’ai suivie dans
ce Mémoire.




