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EAALLRRSERYLY

PREMIER MEMOIRE

Sur la Théorie des FEquations différentielles linéaires et
sur le développement des Fonctions en séries ;

Par J. LIOUVILLE (*).

La plupart des problémes de Physique mathématique conduisent a
des équations différentielles partielles que I'on peut regarder comme
linéaires an moins i une premiére approximation. Il sagit d'intégrer
ces équations et de satisfaire en méme temps a certaines conditions
définies relatives soit 3 quelques points singuliers du systéme maté-
riel dont on s'occupe, soit & I'état initial des températures ou des
vibrations de ses molécules. La méthode que les géomelres suivent or-
dinairement pour atteindre ce but consiste & représenter l'intégrale
demandée par la somme d’un nombre infini d’intégrales particulieres
qui vérifient toutes les conoitions données, excepté celles relatives a
Vétat initial. Chacune des intégrales particuliéres dont nous parlons
doit satisfaire 3 une équation différentielle ordinaire facile a trouver
et dans laquelle entre un paramétre variable de I'une a l'autre. On 4
donc i résoudre deux questions bien distinctes, puisqu’il faut discuter
d’abord I'équation différentielle a laquelle sont successivement sou-
mises les intégrales particuli¢res dont I'ensemble compose la valeur
générale cherchée, puis traiter ason tour cette expression générale et
détermiver les constantes arbitraires qu’elle contient encore, de ma-
niére 2 remplir les conditions définies négligées en premier lieu. Ces
deux questions feront I'objet du présent Mémoire, ou je les ai consi-

A

(*) Ce Mémoire a servi de texte & quelques—unes des lecons que jai faites
cetie année au Collége de France, comme suppléant de M. Biot.
Tome IIL. —- Dcemerx 1338. 72
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dérées sous un point de vue purement analytique, abstraction faite de
leur application i tel ou tel probleme.

La théorie des équations différentielles est encore peu avan cée mal-
gré les nombreux travaux dont elle a été I'ebjet. Une équation linéaire
a coeflicients constants ou variables étant donnée, on peut toujours,
il est vrai, en trouver l'intégrale exprimée par une série convergente;
mais cette intégrale suffit rarement pour découvrir les propriétés et
la marche de la fonction que I'équation différentielle détermine. En
considérant la fonction dont rous parlons comme Vordonnée d’une
courbe et prenant pour abscisse la variable indépendante, il sera le
plus souvent trés difficile de reconnaitre si, dans un intervalle donné,
cette courbe coupe une ou plusieurs fois I'axe des abscisses, si elle le
touche sans le couper, si elle a enfin des points de maximum ou de
minimum ou des points d’'inflexion. « Cependant la connaissance de
» ces propriétés renferme celle descirconstances les plus remarquables
» que peuvent offrir les nombreux phénomeénes physiques ou dyna-
» miques auxquels se rapportent les équations différentielles dont il
» sagit. » Une intégrale qui nous laisse ignorer ces propriétés intéres-
santes est d’'une utilité bornée. Elle ne dispense nullement d’étudier en
elle-méme I'équation différentielle qui est plus simple et plus traitable.
(Cesten nous livrant & cette derniére étude que nous pouvons espérer
d’arriver & des résultats précis et 3 des théoremes généraux, La re-
marque que nous venons de faire serait vraie encore lors méme que
I'on parviendrait & obtenir sous forme finie I'intégrale de I’équation
différentielle dont on s'occupe. C'est ainsi que la découverte d’une
formule algébrique et générale propre & représenter les racines des
¢équations déterminées n’Oterait rien i I'utilité des méthodes d’approxi-
mation , qui fournissent les valeurs numériques de ces racines, et des
propositions remarquables dont I'ensemble forme ce qu’on nomme
aujourd’hui la théorie des équations.

L'idée si simple d’étudier en elles-mémes les équations différen-
tielles que l'on rencontre dans chaque question, au lieu de s’attacher
uniquement 2a la recherche de leur intégrale, a dii se présenter aux
géomeétres dés origine du calcul différentiel. Mais dans ces derniers
temps elle a été surtout développée par M. Sturm qui, dans son beau
Mémoire sur la théorie des équations différentielles linéaires du se-
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cond ordre (*), en a tiré le parti le plus avantageux. 1l y considere
Péquation

d'V dv

dans laquelle L, M, N sont des fonctions de x, et par une méthode
tres élégante il trouve successivement toutes les propriétés dont jouit
la fonction V qui satisfait a cette équation. Ces propriétés sont ana-
logues a celles des sinus ou des exponentielles. La méme théorie fournit
les moyens de calculer les racines de certaines équations transcen~
dantes qui se présentent en analyse lorsqu’on veut par exemple déter-
mioer les lois du mouvement de la chaleur dans une barre hétérogéne.

« Le principe sur lequel reposent, dit M. Sturm, les théorémes que
» je développe, n’a jamais, si je ne me trompe, €té¢ employé en ana-
n lyse, et il ne me parait pas susceptible de s’étendre a d’autres
» €quations différentielles. »

L’auteur a eu raison, je crois, de n'énoncer qu'avec réserve cette
derniére assertion. Il me serait facile en effet de prouver au contraire,
et je prouverai dans un autre article, que la méthode de M. Sturm peut
étre employée utilement dans la théorie des équations différentielles
du troisieme ordre et d’ordre supéricur. Néanmoins , je dois Pavouer,
cette extension offre des difficultés qui ne m’ont pas permis de 'opé-
rer d’'une maniére tout-a-fait générale, Sans renoncer a l'espoir fondé
de voir un jour renverser ces obstacles qui ne seront point sans doute
insurmontables (surtout si M. Sturm reprend, pour la perfectionner
et étendre i de nouvelles questions, une méthede qui dans ses mains
s'est déja montrée si féconde), j’ai donc eu recours a d’autres principes
possédant le double avantage d’'une extréme simplicité et d'une géné-
ralité trés grande. Ces principes s’appliquent en effet & des équations
différentielles linéaires d’un ordre quelconque, pourvu toutefois que
les conditions définies & Paide desquelles on détermine les constantes
arbitraires implicitement contenues dans les intégrales de nos équa-
tions différentielles aient une forme convenable.

Dans ce premier Mémoire, je me borne a considérer les équations

différentielles linéaires d'un ordre quelconque &, qui peuvent se
mettre sous la forme

(*) Tome I** de ce Journal , page 106.

72a .
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d.Kd.L...d.Md.NdU + U =o,

dx*
K, L,...M, N étant des fonctions positives de x, et r un para-
melre indépendant de cette variable. De plus jadmets que pour une
valeur particuliére x de x, les quantités

NdU Md.NdU Kd.L....d.NdU

U, dx , dx’ ,..-.. w—l

sont égales a des constantes positives. Ces conditions laissent encore
le paramétre r indéterminé. Mais on déterminera ce paramétre a
laide d’une nouvelle équation, si l'on exige par exemple que U se
réduise 4 zéro pour une certaine valeur X de x, X étant > x.

Je prouve que les racines de I'équation transcendante dont le para-
métre 7 dépend alors sont en nombre infini, toutes réelles, positives
et inégales. Chacune d’elles donne naissance i une fonction particu-
liere U. La premiére de ces fonctions, celle qui répond a la plus petite
racine, conserve constamment le méme signe lorsque x croit depuis x
jusqu’a X, Celle qui répond i la #*™ racine s’évanouit et change de
signe (n— 1) fois dans le méme intervalle. Deux de ces fonctions
correspondantes & deux racines consécutives changent toujours de
signe 'une aprés l'autre alternativement; celle qui répond 2 la plus
grande racine s'évanouit la premiére 4 partir de x =x. En un mot on
retrouve ici, comme dans l'équation du second ordre traitée par
M. Sturm, des propriétés analogues a celles des sinus d’arcs multiples
d’une méme variable.

Dans un Mémoire présenté a I’Académie le 30 novembre 1835 et
imprimé tome I** de ce Journal, page 353, j’ai montré, je crois,
le premier quelle liaison intime existe entre les propriétés des
intégrales des équations linéaires du second ordre et le développement
des fonctions en séries. On verra clairement dans ce nouveau Mémoire
que les théorémes auxquels je suis parvenu subsistent quel que soit
Vordre des équations différentielles que I'on considére. Clest le ré-
sultat principal que j’annoncais il y a quelques mois (*), en donnant

(*) Voyez page 255 de ce volume,
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une indication succincte, mais assez précise, de mes nouvelles
recherches. '

Ces recherches prendront une extension trés grande dans les
Mémoires que je publierai par la suite. Dans ce premicr travail, je
dois le dire, j'ai cherché surtout la rigueur et la simplicité.

J’al supprimé tous les détails qui m’ont paru n’avoir qu’une impor-
tance secondaire, ou qui ne se rattachaient pas d’'une maniere tres di-
recle au fond du sujet. Je wai jamais prouvé de deux maniéres les
théoremes qu'une seule démonsiration établissait avec assez de clarté.
Enfin parmi toutes les formes dont une démonstration était suscep-

tible, j’al constamment préféré celle qui se rapprochait le plas des
méthodes connues.

S L

1. Soient & une variable indépendante qui peut croitre depuis x
jusquaX; K, L,...M, N des fonctions de & positives et continues ;
r un parametre indéterminé; et U une fonction de x et de r satisfai-
sant & I'équation

(1) d.Kd.L...dMd.NdU
dx*

+ U = o.

L’intégrale de I'équation (1) renfermera p constantes arbitraires que
I'on déterminera en se donnant les valeurs des . quantités

U NdU Md.NdU Kd.L...d.Md.NdU
> dx? dx: 7°°° dxzt—"t

pour x=x: nous désignerons ces valeurs par A, B, C,. .D, et
nous poserons

) NdU Kd.L...d.NdU
(2) U=A, =BT =D pour x=x:
de plus, nous admettrons toujours que A, B, C,...D sont des quan-
tités indépendantes de 7, positives ou nulles, mais non pas toutes
nulles 4 la fois. De cette maniére; U sera une fonction de x et de r qui

ne contiendra plus rien d'inconnu, et que nous représenterons par
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U{xj ou par U(x, r) quand nous voudrons mettre en évidence la
variable x ou les variables x et 7.

Siton a ge==2, I'équation (1) est du second ordre seulement, et U
doit satisfaire d'nuc part a 'équation indéfinie,

\ d.Kd U -
(31' —[Tl-‘-‘,——— + U = o,

et d’autre part aux conditions définies

. KdU o
(4 U=A, —iz = B pour xr =x.
Si Yon pose p=35, I'équation (1) est du troisitme ordre, et U
doit satisfuire & P'équation indéfinie

d.Kd.LdU
(5) T + rU = 0,
et aux conditions définies
. LdU Rd.LdU
6) U= A, .- =1B, '—:1?2—=C pour x = x.

Nous répétons une fois pour toutes que la varizble z reste constan-
ment comprise entre deux limites x, X : x est la plus petite valeur
de x; X est une autre valeur déterminée quelconque : les valeurs des
fonctions K, L,... M, N sont supposées essentiellement > 0; ces
fonctions ne s'évanouissent donc jamais : les nombres A, B, etc. sont
aussi supposés positifs ; toutefois notre analyse subsisterait encore si
quelques-uns d’eutre eux se réduisaient i zéro.

La fonction U qui satisfait & I'équation linéaire (1) et aux conditions
définies (2) jouit de propriétés trés générales et tres remarquables.
L'étude de ces propriétés est I'objet principal du présent Mémoire.

2. On peut développer U en une série convergente ordonnée suivant
les puissances ascendantes de r. Pour fixer les idées » admettons que
Yon ait =12 et posons

¢0=A+B/;x‘!lg:’
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7

puis en genéral,

Qn == ["T (;? f: %._.d-r»

d’ou résultera immédiatement

dx d x
P, = [1 IZ “da. ... [r * 2.l
Jox Jox Jox X

expression ou le signe [ entre 2n fois. Il est aisé de voir qu’en prenant
U= $0-—I‘QI+T’@’—)‘3$3 .. .. 4
ou satisfera a I'équation indéfinie (3) et aux conditions définies (4).
Représentons par o la plus petite valeur que K puisse prendre

lorsque x croitde x a X : on augmentera évidemment la valeur de ¢
st 'on y remplace K par « et x par X; en faisant

A+ X—x =g,

on aura donc @, < ¢. Maintenant dans Pexpression générale de o, ct

dans celle de dj;—: qui s'en déduit par la différentiation, eécrivez par-

tout 2 au lieu de K, ¢ au lieu de ¢, , et vous trouverez

(x —x)".9 dp, (x —x)"'.g
o < 1.2.3.. .2n.4" °  dx <4]‘.2.3T“.‘.(‘).H“—!“«"‘

Les séries

P, — rp, + "’\P. - I‘S(PS +- e
Kdp, Kdp, Kdy.
&z Tt

— 10, + %0, — rle, +....,

qui représentent respectivement les valeurs de

5@ d . RdU

-t T
dr ' e o — b,

’

sont donc convergentes, et il en est de méme de leurs dérivees d’ur
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ordre quelconque prises par rapport a r. De la il suit que les dérivées
soit par rapport & &, soit par rapport & r, des deux quantités

KdU
dx

U,

ont des valeurs finies exprimées par des séries convergentes: donc
ces quantités elles=mémes sont fonctions continues de x et de r:

par suite la quantité
d.KdU

- ou —i1U

est aussi fonction continue de ces deux variables.
3. On trouve par une méthode semblable 'intégrale complete de
Péquation (1) exprimée en série convergente sous la forme

U=0, —ro + r'e, — r'gy +-...,
et 'on démontre que les quantités

NdU Md.N4dU d.Kd.L...d.NdU
dx , dxz ’ * . dxF ’

U,

et leurs dérivées d'un ordre quelconque, prises par rapport 4 r, sont
des fonctions continues de x et de r. Le premier terme @, s’obtient
en intégrant I'équation
d.Kd.L....d.Md.Ndp, __
dx# -

et en déterminant les constantes arbitraires 4 I'aide des conditions

. Ndp Kd.L...d.Ndp, __ _
.= A, T =B"""T_D pour x =x,

de telle sorte que I'on transporte a ce terme @, toutes les conditions
définies auxquelles la fouction U doit satisfaire. Ensuite on prend
geénéralement

< dx % dzx zdx [
¢"—,fx /), ﬁ...-./; i‘/‘; @._.,dx.
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Les coefficients @., @,, ?,,... de la série
U = @o e "@l + In@a_""

sont donc positifs et d’autant plus grands que les valeurs des fonctions
K,...M, N sont elles-mémes plus petites : ils ne pourraient se ré-
duire a zéro que si toutes les quantités A, B,...D étaient nulles. En
excluaut ce cas particulier, on voit que la tonction U ne devient iden-
tiquement nulle pour aucune valeur déterminee de r, tant que x
reste indéterminée.

Quand le paramétre r est égal a 2éro, U se réduit 4 @,, quantité
essentiellement > o : dans ce cas U ne peut s'annuler pour aucune
valeur de & comprise entre x et X : il en est de méme & fortiori quand
le paramétre r est négatif.

On peut observer enfin que les quantités

Nde,  Md.Ndp, Kd.L...d.Ndp,
Py 0 de T et

étant > o, si I'on désigne par a, &,...c des coeflicients positifs, et
si I'on égale a zéro la somme

NdU Kd.L...d.NdU
aU+b _IT— +----+C-*—-&:;’;—__l'——*—'

’

apres avoir donné a x une valeur déterminée > x, I'équation ainsi
formée ne sera satisfaite par aucune racine r négative ou nulle.

§ IL.

4. Etudions maintenant avec un peu plus de détail la marche de
la fonction U.

Lorsqu’on suppose le parametrernégatif, lesquantités o,, %‘;& , etc.,
et par suite
U Nd4U Md.NdU Kd.L...d.NdU
4 dx ’ dx* " dxi—1 ?

sont positives : ce sont méme des forctions croissantes de x puisque
Tome 1I1. — DEcexsre 1838. 73
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leurs dérivées sont aussi positives. La courbe dont I'équation est
.y =V ne présente alors dans son cours rien de remarquable : elle ne
coupe nulie pari I'axe des x et n’a aucune tangente parallele a cet axe.

Quand le paramétre r est positif, la courbe représentee par I'équa -
tion y==U peut au contraire offrir des sinuosités, devenir paralléle
a l'axe de &, couper cet axe une ou plusieurs fois. On s'en convaincra
en considérant d’abord le cas ou les coefficients K, L,...M, N sont
constants dans I'équation (1).

5. Pour fixer les idées, supposons que I'équation (1) soit du troi-
sieme ordre seulement, en sorte que la fonction Udoive satisfaire
a I'équation indéfinie (5) et aux conditions définies (6). Remplacons K,
I, par des constantes positives ¢, B, et U par u. L'équation (5)
deviendra

. e
{77 af a;"""u:—‘o’

et les conditions définies servant 2 la détermination des constantes

arbitraires seront

(8) u=A, ,B:;—Z::B, aﬂ‘%:c pour x = x.

Si I'on pose

—::a)a, r=p3, X=——X=2z,

I'intégrale de P'équation (7), exprimée sous forme finie, sera
‘u=C, e~z 4 C,e—#m 4 Cse—r'=z,

C,, C,, G, étant des constantes arbitraires, et g ,x* les racines cu-
biques imaginaires de l'unité. On déterminera les constantes C,, C,, C,

a l'aide des conditions (8) qui dounent
C.+ G+ G =A,

B
C + Ca"‘ + Csut z—@)

Al Al C
C + Cut + Cu = g
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€quations faciles 2 résoudre et desquelles on tire

C A B AS
T T S U osew
“ A Bee? Cee
b=73 =+ s
A Bu Cpe
CG=3— Ve T T
Donc, si I'on pose
i( —apz —uapz —propz — Frer;
3 L€ + e~ + e ) = F(pz),
j_, teT e o pto—pmpz - pme—miupz i — F( »
38 ke Mme M ;- (P35
c , ‘
3ubar (€7 < me—re o ple—mws ) = F, pz,

on aura
u = F(pz) —-'1 F,(pz) + ;'— F,/pz,.

Cette valeur de  est fonction continue des constantes « , B, w: elle
se simplifie beaucoup quand p est trés grand, et peut servir a dé-
montrer qu’alors il existe un tres grand nombre de racines x ou z de
l'équation u=o0: le nombre de ces racines devient méme infini
lorsque p=0 , et cela alieu non-seulement quand on considére les
valeurs de z comprises entre les limites z =0, z=X —x qui ré-
pondent &4 x=x, xr=X » mais méme quand on se borne i consi-
dérer les valeurs de z comprises dans un trés petit intervalle & partir
de z==0. Clest ce que nous allons expliquer.

6. Posons p5==08, § étant une quantité aussi grande quon voudra.
mais que nous regarderons comme restant invariable lorsque p croit

e
de plus en plus. La valeur de £, savoir E:—j sJinira donc par étre
¢

trés petite. Or, si Pon prend le paramétre p extrémement grand , et
s lon se borne aux racines z de léquation u = o qui sont com-
prises entre les limites z—=§¢ | 7= 2 , je dis que le nombre de ces ra-
cines sera dautant plus grand que la valeur arbitraire de § aura eté
choisie plus consideérable > en sorte qu'on pourra toujours le rendre
supérieur & un nombre entier donné davance.

~3..
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Puisque les fonctions F(pz), F, (¢z), F,(pz) ne contiennent que le
produit pz, posons
Pz = t:

¢ sera une inconnue comprise entre deux limites fixes et tres grandes
f, 20, et Pon aura

(99 u=F( — PiF,(t) + = F.(2).
Mainienant attribuons 2 p une valeor infiniment grande : les deux

quantités

PR, AR

deviendrontinfiniment petites. Le premier terme -g e~ del'(z) est aussi

tres petit puisqu’on suppose trés grande la limite ioférieure 0 de ¢:
quant aux deux autres termes de F(z), il suffira de remplacer u
et 1* par leurs valeurs

—1+\/§t/5 —1—V3y—=
2 4 2 ’

pour leur donner la forme

2 -
28 &7 cos (ft—‘{—s).
3 2
Donc quand p devient infiniment grand, la valeur fixe de § étant
aussi infiniment grande, Véquation z=o0 se réduit 4

(10) ‘ cos (‘f%/_-g) = ¢,

¢ désignant un infiniment petit.

Les mots infiniment petit, infiniment grand, sont employés ici
uniquement pour abréger. Il n’est pas nécessaire en effet que le second
membre ¢ demeure infiniment petit dans toute I'étendue des valeurs
de ¢, C'esta-dire depuis £==0 jusqu’a ¢=120: il suffit que dans cet
intervalle on ait constamment & << 1. Cela étant, si lon désigne



PURES ET APPLIQUEES. 573
- A
par m le nombre entier immédiatement supérieur a —;‘W{— , et par

’ . . N . @ V'3
{m 1) le nombre entier immédiatement inférieur a

: donc

I'on donne a ¢ les valeurs successives

=

amx 2{m -4 1)x __2(m4
—, =2 =T
@2y 3 ’ PRV a3
3 . .
pour lesquelles la valeur de cos (%—) devient successivement. ...

~+ 1, — 1, 1l est clair qu’elles rendront la différence
1y/3
cos(‘%) — ¢,

aussi alternativement positive et négative, en sorte que de l'une

d’elles 2 la suivante il Y a au moins une racine de Féquation u = o.
Par suite entre les limites

amr _z(m-—}—l')_z-
w3’ - wy/3 7

t—

il y a au moins / racines de cette équation. Ce nombre ¢ est d’ailleurs
infiniment grand quand la valeur attribuée & § est infiniment grande.
De Ia résulte la démonstration du théoréeme énoncé; car & chaque
valeur de ¢ qui annule « répond une valeur de z comprise entre £
et af.

7. On étendra notre théoréme i la fonction U et i I'équation (5)
dans laquelle les coeflicients K, L sont variables » si I'on fait voir que
la variabilité de ces coefficiets, quand le parametre p est trés consi-
dérable, n’altére la valeur de et par suite le second membre de I'é-
quation (10), que d’une quantité trés petite que 'on peut confondre
dans ¢ et qui ne change rien aux raisonuements précédents.

Admettons que les constantes o, B représentent les plus grandes
valeurs des fonctions K, L dans lintervalle compris depuis z=q
jusqu’a z=2£ ; soient &', B’ d’autres constantes représentant les plus
petites valeurs de ces fonctions dans le méme intervalle
de £ est infiniment petite, les différences o' — o y B
aussi infiniment petites. La valeur exacte de U est

: si la valeur
'— B seront

U= o, — rp, + 0. — gy 4. ....,
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222 @iy Poy @s. .. conservant la sgnification qu'on leur a atiribuée
n® 5. Désignons par @, ¢n les deux valeurs que prend @, lorsqu’on
y remplace K, L d’abord par «, @, et ensuite para’, B'; il est aisé
de voir que 'on aura

. >0, et o, < o..

Donc Terreur que Fon commet en prenant @, pour valeur de @, est
plus petite que @ — @.. L’erreur totale commise en remplacant la
série
@ — rg, + r*o, — etc.
par la série
. — ro', 4 r¢, — etc.,

est donc inférieure & la somme
O — &, 1@ — @) r (0 — @) F....,

dans laquelle on a pris tous les termes positivement, tandis que dans
I'expression de U ces termes sont alternativement positifs et négatifs.
La somme

O — @ A r P — 0 e — @) ...

représente ainsi une limite supérieure de l'erreur que Pon commet
dans Pévaluation de U lorsque Fon remplace les fonctions variables
K, L par les constantes @, B; et tout se réduit & prouver qu’elle
devient infiniment petite en méme temps que Pintervalle Z. Orsi
F'on pose

=@, 4 19, 4 r°0. 4-etc., u = @ 1@ 4= 1p, 4= etc.,

cette somme est exprimée par #” — u/. La série

P’y — 1o, -4 1*0’, — elc.

w'est autre chose que le développement de la fonction « des n* 5 et 6.
Donc #' se déduira de z en y remplacant r par — r. Supposons que
par ce changement les fonctions F(z), F, (¢), F,(¢) deviennent FAOK

1.(2), fi(2); on aura |
W= fO)— S + Zf.0)
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Pour passer de «’ a «" il suffira d'augmenter maintenant les cons-
tantes o, B des différences infiniment petites & — ., £’ — B: donc
puisque ' est une fonction continue de ces constantes, la différence
' — u' sera aussi infiniment petite, ce qu'il fallait démontrer.

8. La démonstration dont nous venons de faire usage pour prouver
que les racines & de 'équation U=0 sont en nombre infini quand
le parametre r est infiniment grand, n’est pas bornée aux équations
différentielles du troisieme ordre que nous avous spécialement cousi-
dérées. Voici comment on peut I'exposer en peu de mots pour I'équa-
tion générale (1) sans entrer toutefois dans le détail des calculs.

Posons, comme ci-dessus, x—x==z, pf=10, et bornons-nous
aux valeurs de z comprises entre £ et 3£ : nous regardons § comme
un nombre trés grand en lui-méme, mais trés petit par rapport a ¢ ;
les valeurs de z seront donc toujours Lres petites , et par suite les fonc-
tions K, L,...N seront sensiblement constantes: en faisant K= @,
L=g,..N=9, 00 a, 8,...5 désignent des constantes conve-
nables, on altérera trés peu la valeur de U ainsi que les valeurs des
racines de I'équation U=0. En posant donc

13

—-“——dﬁ“._v:wl‘, r=g¢, pr=t,

Péquation qui détermine la valeur de U simplifiée sera

@
d_U + oxl] = 0,
ar#

et les conditions définies qu’il faudra y joindre prendront la forme

U=A, }ﬂ____B

Tt i etc. pour {=o.

Or si 'on intégre cette équation, et qu'apreés avoir déterminé les cous-
tantes arbitraires, on néglige les termes infiniment petits divisés
par p, on a simplement

U= Aot oot e o),

¥i5 Vay. . -7, 6tant les racines de I'équation binome i* 4 1 = o. I
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reste a discuter I'équation

v al
ev.wt+ev,u1+””+e,‘ =o0,

dans laquelle on considére seulement les valeurs de ¢ comprises
entre deux nombres trés grands §, 20. A cet effet, désignons par
P+qV—1, p—qV—1 les deux valeurs de » dont la partie
réelle est la plus grande. Si lon multiplie tous les termes de I'équa-
tion

e e =0

par e~#*_ on rendra trés petit le module de toutes les exponentielles

qui répondent  des racines » différentes des deux racines p == g V/ -1

dont nous venons de parler ; en sorte que ce premier membre devien-

dra a trés peu pres

: 2 cos (qut).

C'est donc a I’équation
cos (qut) = o,

ou plus exactement a I'équation
cos (qut)==¢,

¢ étant un infiniment petit, que se réduit en définitive I'équation
U=o0. Or, le nombre des valeurs de ¢, comprises entre § et 26,
pour lesquelles cos {qwt) s'annule est d’autant plus grand que la limite
20 est plus grande et devient infini pour 8==co : doncil en est de

méme du nombre des racines de 'équation U=o0, ce quil fallait
démontrer.

§ TIL

g. Les racines x, plus grandes que x, de I'équation U=o et des
équations dérivées

NdU Md.N4U __ Kd.L....d.NdU __

I =9 T =05 v ’
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sont nécessairement inégales. Pour le prouver et pour démontrer en
méme temps plusieurs propriétés intéressantes de ces racines , faisons
croitre oz d’'une maniere continue, & partir de &= x, et considérons
la suite des signes des quantités

» U NdU Md.NdU Kd.L...d.NdU
(Il) ’ E—, T,.....—-;;;—_l

chacune de ces quantités est égale a la dérivée de la précédente,
multiplide par un facteur positif, et la derniére en vertu de l'équa-
tion (1) a pour dérivée — rU.

Pour x==x et pour des valeurs de x trés voisines de x, les
fonctions (11) sont positives en vertu des équations (2): I'une d’elles,
savoir

Kd.L...d.NdU

dar—! ?

est décroissante puisque sa dérivée — rU est négative , mais les
autres vont en croissant. Cet état de choses durera tant que 'une de
ces fonctions ne sera pas réduite a zéro, et d'un autre coté celle qui
décroit actuellement est la seule qui tende vers une valeur nulle. Clest
donc la fonction
Kd.L...d.NdU
dze—t

qui s'‘évanouira la premiére pour une certaine valeur x#—! de x:
ensuite celte fonction changera de signe, car lorsque x = x®~" sa
dérivée — rU n’a pas cessé d'étre < o.

A partir de x == x{»—7), la suite {11) présente une variation. Des
fonctions qui la composent, les ( 2 — 2) premiéres sont positives et
croissantes; la (u ~— 1)*™ est positive, mais décroissante ; la u*™ est
négative, mais sa valeur absolue augmente puisque la dérivée — rU
est aussi négative : cette fois donc c'est la fonction

I_in. ..d.NdU
dxt—2

qui s'évaunouira la premiére pour une certaine valeur x(#~2) de x et
qui changera ensuite de signe.
Tome IH1. — Decemprr 1338,

74
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A partir de & = x{#— 2 ]a suite des signes de (11) présentera encore
une variation. Des w fonctions qui la composent , les (. —3) pre-
- mieres serout positives et croissantes; la (o= 2)*™ sera positive , mais
décroissante ; quant aux deux derniéres, elles seront négatives , mais
leurs valeurs absolues iront en augmentant puisqu’elles ont des deéri-
vées aussi négatives. C'est donc la (p# — 2)*™ fonction qui s’évanouira
la premiére pour une certaine valeur x(#»=3) de la variable indépen-
dante .

En continuant ces raisonnements, on voit que les’ diverses fonc-
tions qui composent la suite (11) s'annulent successivement dans un
ordre rétrograde pour des valeurs de x représentées par ax{x—1),
X~ ete. jusqu'a ce qu'enfin U s'évanouisse aussi et change de
signe pour une certaine valeur r=ux,.

Pour des valeurs de 2 un peu plus grandes que x,, toutes les fone-
itons (11) seront négatives : a l'exception de la derniére, elles auront
des dérivées négatives et par conséquent des valeurs absolues crois—
santes. Donc le premier changement qui aura liea dans les signes de
la suite (11) sera dti & une valeur x{#—1 de x pour laquelle

Kd.L.....d.NdU

dx*~!

sévanouira de nouveau: aprés quoi toutes les autres fonctions re-
comnmenceront a s'¢vanouir dans Yordre rétrograde précédemment
indiqué.

Au-dela de la seconde racine x, de U==o les fonctions (r1) seront
d’abord toutes positives ; ensuite elles changeront de signe, comme
cela est déja arrivé dans lintervalle compris entre x et x,. Et ainsi
de suite.

10. Cette discussion met hien en évidence la loi réguliére suivant
laquelle se succédent les changements de signe des fonctions (11). I}
en résulte que deux de ces fonctions ne peuvent jamais s'évanouir a
la fois, et que de plus en s’évanouissant chacune delles change de

. T . . dUu
signe : en particulier on ne peut pas avoir 4 la fois U=o, 7 =0

de sorte que les racines x de I'équation U= o0 sont toutes inégales.
Il en résulte aussi que dans la suite (11) il ne peut jamais se trouver
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plus d’une variation. Quand une des fonctions qui la composent
devient nulle, celles qui la précédent ont toutes le méme signe == et
celles qui la suivent ont le signe ==. Ainsi pour chaque valeur de x
qui donne U== o0, les quantités

NdU Md.Nd4U Kd.l...d.NdU
dz ’ dr """ dgo—1

prennent toutes le méme signe , savoir le signe +si Fon 2 x = x,,
X=X, ..., etlesigne —silon a x=u2,, x=2x;,... On voit
par-li qu'il est impossible de satisfaire a la fois aux deux équations

U= o0
et

NdTU Kd.L....d.NdU
(LU+b-TE- + ..+ CT— =

?

a, b,...c étant des coefficients positifs : on voit ausst que le pre-
‘mier membre de cette derniére équation devient alternativement
positif et négatiflorsqu’on y pose x =x, x=x,, xr==ux,, * =x;, etc.,
d’ou il suit que P'équation dont il s’agit posséde au moins une
racine dans chacun des intervalles de x a2 x,, de x, a x,, ctec. Mais
il ne faut pas nous arréter a discuter en détail les conséquences di-
verses que l'on pourrait déduire de notre analyse. Contentons-nous
d’observer que cette analyse u’éprouvera que des modifications tres
légeres si quelques-unes des constantes positives A, B, C,...D se
réduisent & zéro. On doit méme dire que nos demonstrations n'auront
a subir aucun changement si le dernier nombre D reste > o. Pour
s'en convaincre il suffit d’observer que dans cette hypothese et pour de-
valeurs de x infiniment peu supérieures a x les fonctions {11) seront
encore posilives, résultat facile & constater et qui tlient a ce que
toute fonction de x qui s'annule pour x = x prend, lorsque x croit
ires peu au-dela de x, le méme signe que sa dérivée. Mais lorsque
D = o la fonction

Kd.l....d.NdU

dr¥ !

est égale a zéro pour x =x, et ce n'est plus elle qui s'annule la pre-

2%
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miére lorsque x croft d’'une maniére continue au-dely de x. Pour
donner & la question toute la généralité dont elle est susceptible, ad-
mettons que les i derniéres des fonctions (11) s’évanouissent pour
2 = x. En observant que la dérivée de

Kd.L...d.NdU
Dt

est égale a — rU et par conséquent est négative lorsque x differe tres
peude x, on verra que pour de telles valeurs de x les (—i—1)
premieres des fonctions (11} sont positives et croissantes, que la
(s — ©)*™ est positive mais décroissante, ‘et que les i derniéres sont
négatives et ont des valeurs absolues croissantes. Cest donc la
(# — i)* fonction qui s'évanouira la premiére i partir de 2= x ;
mais I'ordre des changements de signe et les conséquences que nous
en avons deduites ci-dessus subsisteront entiérement.

11. Ainst, daos tous les cas possibles, nous avons ces deux théo-
rémes qu'il est bon de détacher des autres & cause de leur utilité.

1°. Les valeurs de x , plus grandes que x, qui donnent U=o,

| , dU , . .
ne domnent jamais 7 = 0. Nous désignerons ces racines par x,,

Ly, Ty, T4 ...
2°. Si dans Ia quantité

N4U Kd.L....d.NdU
a'U+b7? +-.-+C~—-—:I;:;———
owwa,b,...c représentent des coefficients positifs ou nuls, on fait
L=, puls x==x,, puis x = x3, etc., les résultats que l'on ob-
tiendra seront alternativement négatifs et positifs.

§ IV..

12. Considérons maintenant les variations que peuvent éprouver les
racines x de I'équation U(x, r)= o lorsqu’on attribue & r une série
de valeurs croissantes. Si I'on remplace r par r-+k, k étant un ac-
croissement positif et trés petit, et que lon conserve 4 x sa valeur
primitive pour laquelle on a U(x, r)=o0, la quantité U(x, r+ )
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ne sera plus zéro, mais elle pourra étre rendue aussi petite qu'on
voudra en raison de la petitesse de k. Cette quantité aura d’ailleurs ou

du ) .
—(‘—:;’—r‘ qui n’est pas nulle, ou un

signe contraire a celui de cette dérivée. De la deux cas distincts qu'il
faut examiner successivement.

Si U(x, r4k) et 400
poser que ces deux quanlités sont toutes deux positives; car, si elles
étaient toutes deux négatives, rien n’empécherait de remplacer I'é-
quation U(x, r)==o0 par celle-ci —U (x, r)=o.

le méme signe que la dérivée

sont de méme signe , on pourra sup-

Cela posé, désignons par & un nombre trés petit, mais néanmoins
tel que Ton ait

aU(x, r + k)
dU (x, )’
[ dx

(12) h >

et supposons que £ représente une variable qui peut croitre depuis
— & jusqu’a o. Puisque la dérivée

dU(x, 1)
dx

est positive, il en sera de méme de la dérivée

DAz A4-E r 4 b
az )

ce qui tienl a la petitesse de Z et de k. Donc la fonction

Ulx4-£, r-+k)

est une fonction croissante de £. Pour £=o0 cette fonction se réduit
a U(ax, r--k) et par conséquent est positive. Pour £ =— £, il vient
par la formule de Taylor

U(x—h, r+R=Ux, ret)—p2lle—th red
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ou f désigne un coefficient compris entre o et 1. A cause de-la peti-

. dC(x —bh, r+- k) . ; dU(z, r) ,
tesse dek et de?, - differe peu de = o et Pon a
certainement

dU(x — bk, r + k) ~ t dU(x, n
T U
De la résulte
h dU(x, r)

Ulx—h, r4+b < Ulx, r4-hk)— =

2 dr ’
et par conséquent
U(x—Fh, r+k <o,

a cause de l'inégalité (12) que la valeur de % vérifie. Ainsi quand on
fait croitre £ d’une maniére continue depuis — jusqu'a o, la fonc-
tion U(x £, r+4-k), dabord négative, augmente par degrés insen-
sibles et devient ensuite positive, d’otr l'on - doit conclure quelle
s'annul : une fois dans cet intervalle.

En d’autres termes, a la racine x de U(x, r)==o0 dont nous
nous occupous , répond une racine x un peu plus petite de
U(x, r4k)=o.

On arriverait & une conséquence opposée sitles deux quantités

Uta, r+k), =50

alors qu’a la racine x de U(c, r)=0o répond une racine x un peu
plus grande de U (x, r - ky=o.

Donc, en général, & chaque racine x de Péquation U(x, N=o
répond une racine x un peu plus petite ou un peu plus grande de
YU(x, r4+ k) =o.

Et I'on pourra prouver réciproquement qu’a-chaque racine x de
U(x, r-4 k)=o0 répond une racine x un peu plus grande ou un
peu plus petite de U(x, r)==0. Jomets, pour abréger, la démons-
tration de cette proposition inverse : elle ne differe pas de celle de 1a
proposition directe que nous avons suffisamment développée.

étaient de signes contraires. On trous erait

13. Les raisonncments précédents supposent que quand la quantité
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U(x, r) est nulle, la quantité U(x, r- k) ne Vest pas, 4 désignant
une quantité finie trés petite a laquelle on n’attribue d’ailleurs aucune
valeur déterminée. Cela est vrai en général et revient a dire que la
fonction U ne devient identiquement nulle pour zucune valeur par-
ticuliére de x, tant que celle de r reste arbitraire, ce qui est évi-
dent par la série du n° 3,

U = ¢, — ro, + /¢, — etc.

des que x est > x. Mais la valeur particuliére x=x peut faire
exception. Examinons donc de plus prés ce qui arrive lorsque Pon
aU(x, r)=o0. Pour que la quantité U(x, r) soit nulle, il fant,
en vertn des conditions {2, gue V'on ait A=o, et alors I’équation
U (x, r) == o subsiste quel que soit r. Cette racine x sera d’ailleurs
double si B est aussi zéro; triple si B et C sont nuls en méme temps
que A, et ainsi de suite. Mais 'existence de la racine x et son degré
de multiplicité dépendent uniquement des valeurs de A, B, C, etc.,
et non de celle de r qui na ici aucune influence. En sorte que le
changement de r en r~ £ qui doit diminuer ou augmenter toules
les racines x de U(x, r)==0 estsans action au contraire sur la racine
x qui reste invariable au milieu des altérations que le parametre r
éprouve.

14. En observant que la quantité U(x, r) n’est pas nulle lorsque
A est différent de zéro, et que, dans le cas contraire, la racine x de
I'équation U(x, r)==o se conserve sans jamais augmenter ni dimi-
nuer; et en se bornant aux valeurs de a comprises entre x et X, on
déduit du théoreme du n° 12 les conséquences suivantes.

SiU(x, r) et U(x, r4-k), ou k désigne une quantité infiniment
petite, ont des valeurs finies pour x =X, ces fonctions changeront
de signe et s'évanouiront l'une et Pautre précisément le méme
nombre de fois. Mais si U(X, r)=o, il se pourra que la seconde
de nos deux fonctions change de signe une fois de plus que la pre-
miere, et cela arrivera toutes les fois que les deux quantités

T UK, ra k)

seront de méme signe : quand au contraire ces deux quantités seront
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de signes différents, 'équation
U(z, r+4k = o
perdra la racine X que possédait I'équation
U(X, n=o0

et ne la rempiacera par aucune autre.

On comprend actuellement de quelle maniére peut varier le nombre
des racines x de I'équation U (x, r) = o lorsqu’on fait croitre r d’une
maniére continue depuis 0 jusqud +- o, en se bornant dailleurs
aux valeurs de o comprises entre x et X, Pour des valeurs de 7 posi-
tives et trés petites, ce nombre est nul; il ne peut augmenter que
d’une unité tout au plus au moment o r atteint et dépasse une des
racines de VéquationU (X, r)==o0. En nommant r, r, r& o
ces racines rangées par ordre de grandeur, sans nous inquiéter du
degré de multiplicité de chacune delles, nous voyons donc que
pour des valeurs de r comprises entre o et 7, U(x, r) ne changera
jamais de signe; pour des valeurs de r comprises entre 7V et p*: |
U (x, r)changera de signe au plus une fois; en général pour des
valeurs de r comprises entre r**=" et r®, U(x, r) changera de signe
(n—1) fois au plus. Pour que le nombre des changements de signe
de U (x, r) dans ce dernier cas soit précisément (n — 1), il faut et
il suffit qu'a chaque passage de r par une des racines ), 1, , s—0
le nombre des racines x , inférieures & X, de I'équation U(x, r)=o
augmente d’une unité, ou ce qui revient au méme il faut et il suflit
que I'équation U(x, r®) =o ait toujours une racine de plas que
I'équation précédente U (x, /=) = o. Nous prouverons plus bas
queffectivement il en est ainsi. Mais avant d’arriver & ce théoréme )
il est nécessaire d’en démontrer plusieurs autres qui par eux-mémes
ont beaucoup d’intérét.

En admettant dés i présent V'exactitude du théoréme dont nous
parlons et qui sera rigoureusement établi dans un des § suivants ,
il faut en conclure que la racine X de I'équatien U(x, =N =0 est
remplacée par une autre racine plus petite que X Jorsque le para-
metre r¢=") augmente et devient r¢— 4 k. Et comme la limite supé-
rieure X n'est au fond qu'une valeur de x quelconque, il sensuit’
quen général chacune des racines x de 'équation U(x, r) = o dimi-
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nue quand r augmente et augmente quand r diminue, résultat con-
forme a celui que M. Sturm a obtenu, pour le cas ou x =2, dans
son Mémoire sur la théorie des équations différentielles du second
ordre. Mais la méthode de M. Sturm différant beaucoup de la notre,
cette proposition qui pour lui est fondamentale devient pour nous
un simple corollaire digne & peine d'¢tre remarqué.

Nous avons jusqu’ici fait abstraction du degré de multiplicité des
racines 7, r<, etc. On verra au n° 34 que ces racines sont toujours

. . , - . dU , e
des racines simples , et que la dérivée -, est, comme la dérivée Z—U ,
T

essentiellement différenie de zéro lorsque l'on a U =o.

1l faut observer aussi que le nombre des racines ", r*). .. estinfini.
En effet, quand 7 =, U est une fonction de x qui change de signe
un nombre infini de fois; or chacun de ces changements de signe en-
traine Iexistence d’une racine au moins de I'équation U(X, r)=o,
puisque, pour des valeurs de r < r®”, U ne peut changer de signe
plus de ({ — 1) fois.

g V.

15. Nous allons maintenant nous occuper d'un théoréme d’algebre
qui rentre au fond dans celui de Fourier et qui se démontre par la
méthode méme dont ce savant illustre a fait usage dans 'ouvrage
intitulé Analyse des équations déterminées. Ce théoreme établit une
liaison remarquable entre les changements de signe qu'éprouvent
deux fonctions A et f liées entre elles par I'équation

d.Kd.L....d. Md.Nda
, + 6 =o0,
dxll.

lorsqu’on fait croitre a depuis x jusqu’a X,
Considérons la suite de fonctions que voici:

3 A Ndx Md.Nda d.Kd.L...d.Nd»
(13) » dr?  dz Aot 3

chacune des quantités dont elle se compose est égale a la dérivée de
la précédente, multipliée par un facteur positif, et la derniere est
égale 3 — 0. Soit p le nombre des variations que la suite (13) nous

offre lorsquon donne a x une valeur x - ¢ infiniment voisine de x
Tome III. ~— Decemere 1838. 75
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et un pew plus grande : soit q le nombre des variations de cette méme
suite lorsquon donne a x une valeurX — ¢ infiniment voisine de X et
un peu plus petite. Cela posé, Uexcés du nombre de fois ois la_fonction
b change de signe sur le nombre de fois o& la fonction A change de
signe est au moins égal a g — p.

On démontrera ce théoréme en faisant croitre x d’une maniere
continue depuis x—+¢ jusqu’a X —¢ et observant que la suite (13)
perd au moins une variation lorsque x atteint et dépasse une va-
leur pour laquelle A change de signe, qu'elle en gagne au plus une
lorsque c’est § qui change de signe, et qu'enfin elle ne peut jamais en
gaguner lorsque la fonction qui change de signe est une des fonctions
intermédiaires comprises entre A et 8. Il serait inutile d'insister da-
vantage sur ces considérations aujourd’hui si connues et que Fourier
a st bien développées.

16. On obtient un second théoréme différent du premier lorsqu’au
lieu de compter les changements de signe des fonctions A, §, on com-
pare le nombre total ® des racines tant égales qu'inégales de I'équa-
tion =0 au nombre A des racines tant égales qu'inégales de T'autre
€qualion A==o0. On peut dire alors que I'excés ® — A du premier
nombre sur le second est au moins égal 2 ¢ —p. Pour le démontrer,
il faut encore faire croitre & d’'une maniére continue depuis x4¢
jusqua X —¢. Lorsque x atteint et dépasse une des racines de Pé-
quation A=o, il se perd en général autant de variations quil y a
d’unités dans le nombre indiquant le degré de multiplicité de la racine:
cette regle souffre une exception quand la racine dont il sagit est
multiple de 'ordre x4 1-~i, de sorte qu'elle annule tous les termes
de la suite (13); il se perd alors g variations seulement, mais par
compensation cette racine est multiple de l'ordre (1 4 i) pour Péqua-
tion §==0: les racines de I'équation § =o qui peuvent faire gagner
des variations, doivent donc étre différentes de celles qui annulent
atnsi tous les termes de la suite (13). De ces remarques bien com-
prises résulte immédiatement la démonstration du théoréme énoncé.

Mais pour plus de clarté, désignons par @ le nombre des racines
égales ou inégales de I'équation A=o0 qui n’annulent pas tous les
termes de la suite (13). Supposons de plus que cette équation ait une
racine multiple de Pordre s —-1 -, une racine multiple de I'ordre
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w411, ,... et enfin une racine multiple de Yordre u -1 +41,; i,
i,,-«.i, , représentent des nombres_entiers nuls ou positifs, égaux ou
inégaux : le nombre total des racines de I'équation A==0 étant nom-
me A, on aura

A=oa+4(nu+1) (v 1)+i4+1 R T
et le nombre des variations perdues en traversant ces racines, sera
a —+ u(v +1).
L’équation 8 = o aura dabord (4 1)+ i4i, 4. ..+ 4 racines

qui ne feront gagner aucune variation : donc si nous supposons qu’elie
ait en outre @ racines, le nombre des variations gagnées sera tout au
plus B. En en retranchant le nombre des variations perdues, on for-
mera la différence

B — a— ulr 1),

laquelle devra étre évidemment égale ou supérieure a ¢ — p, puisque
les fonctions intermédiaires peuvent encore faire perdre des variations
et n’en font jamais gagner. Or en posant

O=L+ 0+ 1)+it+i+4...4 14, -
c'est-a~-dire en représentant par © le nombre total des racines de
I'équation § =0, on a

f—a—puly4-1)=0 — A.
11 vient donc

Q—Azq—l’)

inégalité daus laquelle consiste précisément le théoreme quil fallait
démontrer (*).

17. On peut dire que le théoréme précédent est énoncé a la page 61
de ouvrage de Fourier cité plus haut. [ extension que nous lui avons
donunée eonsiste surtout dans I'introduction des facteurs positifs N,

(*) Les variations que font perdre les fonctions intermédiaires sont toujours
en nombre pair, comme on le constate aisément ; ainsi I'exces de @ — 4 sur
q — p, quand il ne se réduit pas a zéro, est exprimé€ par un multiple de 2.

n5..
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M, etc. par lesquels nous multiplions chacune des dérivées de A avaut
de passer a la dérivée suivanie. En un mot, nous considérons les

termes successifs de la suite (13) au lieu de considérer, comme Fou-

dr  da . .
T2’ 702 €tc. Maisune telle extension

n'offrait aucune difficulté, et dailleurs elle a été déja explicitement
opérée par M. Sturm dans un cas i peu prés semblable. (Bulletin des
Sciences mathématiques de M. Férussac, tome II, page 422.)

Lorsque je me suis occupé pour la premiére fois des théorémes
des n* 15 et 16, je les ai démontrés par une méthode un peu diffé-
rente de celle qui précede. Cette méthode, qui ne manquait ni de sim-
plicité ni d’élégance, était fondée sur I'emploi répété du théoreme de
Rolle. Mais j’ai cru devoir abandonner, M. Sturm qui j’avais com-
muniqué cette partie de mon travail m’ayant conseillé d’y substituer
les considérations 'équivalentes sur lesquelles repose le théoreme de
Fourier. La marche que j’ai suivie a du moins lavantage de bien
montrer que les théorémes établis ci-dessus ne sont pas nouveaux.
Bien que Fourier n’en ait pas donné un énoncé geénéral, il est évident
qu’on doit lui en laisser tout honneur puisqu’il a établi les principes
dont ils dérivent immédiatement comme de simples corollaires.

§ VL.

18. Désignons par a, b,...c des coefficients positifs ou nuls, et
nommons 2 (r) ce que devient la quantité

NdU
aU+b~‘—1x— ...+C

vier indique, les dérivées A,

Kd.L...d.NdU
dzt—!

lorsqu'on y pose o= X. Léquation = (r)=o comprendra comme
cas particulier 'équation U(X, ) = o dont nous nous sommes déja
occupés dans le § IV et dont nous avons représenté les racines par
M, A, L Ces racines 9, ), €. .. sont supposées rangées
par ordre de grandeur sans qu'on sinquiéte du degré de multiplicité
de chacune d’elles. Nous représenterons de méme par r,, r,, r5,...
Tmy+ T, . les racines successives et inégales de 'équation plus gé-
nérale @ (r) =o. Eufin pour plus de simplicité nous désignerons par
U, (x) ou méme par U, la fonction U(x, r,), et par U*(z) ou par U
Ja fonetion U(x, 1™). 1l est bon de rappeler que I'équation @(r) =0
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ct 'équation U (X, 7)== o ne peuvent avoir aucune racine commune
4 moins que les coefficients &, . . .c ne se réduisent a zéro, auquel cas
elles sont identiques : cela tient (n° 10) & ce que les valeurs de x et de
r pour lesquelles U=o0 rendent les dérivées

NdU Md.NdU Kd.L....d.NdU
der > der 7TT77T dzi=!

toutes > o ou toutes <o, d’ou il suit qu'elles n'annulent jamais
la somme

NdU Kd.L....d.NdU
aU+b ar +...+C——‘};;—__—I—‘—‘ .

19. Maintenant soient A,., A, ,...A, des constantes quelconques.
Faisons

A= AU, 4+ AnUn, ... AU,
0 = Amrm.U.m +Anx+|/1m+|Um+|+‘ .- + A,‘I‘,,U,, :

nous aurons entre les deux fonctions A et 8 la relation

d.Kd.L....d.Nda

— +f0=o0
qui se démontre en posant successivement r==r,, r=ru,,,...r'="r,
dans I'équation (1), puis ajoutant entre elles toutes les équations
ainsi obtenues aprés les avoir multipliées par les facteurs respectifs
Auy Aprse . A,

La relation que nous venons de trouver entre A et § est précisé-
ment celle que nous avions établie dans le § précédent entre deux
fonctions désignées aussi par les lettres A, §. Nous pouvons donc
former de nouveau la suite (13), et appliquer ici les théorémes des
n* 15 et 16. .

En vertu des équations de condition (2), les valeurs des fonctions

NdU Md.NdU Kd.L..... d.NdU
_dl' y dr’——"'“' dh—T ’

U,

pour x =x, sont exprimées par des constantes A, B, C,...D posi-
tives ou nulles. Faisons donc & =x, et représentons par A, la
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somme A, A, , ...+ A, : nous aurons

A= AZA,,
Nda
g = BZA,,
MdéN.dA — CEA,,,
x

Kd.L...d.Nda
dzt—t

= DZA..

Cousidérons d’abord le casle plus simple, savoir celui ou ZA, et les
constantes A, B, C,...D ont des valeurs différentes de zéro. Toutes
les quantités que nous venons d’écrire et qui sont entre elles comme
les constantes A, B, C,...D, sont évidemment de méme signe , mais
leur signe commun peut étre semblable ou opposé 4 celui que prend
le dernier terme de la suite (13) pour x =x. Donc en posant x=x
ou x ==x ¢, le nombre p des variations que nous offrira la suite
(13) sera €gal a zéro ou a P'unité, et 'on aura p f I.

En observant que toute fonction de x qui sannule pour x=x
doit étre de méme signe que sa dérivée pour x=x ¢, il est aisé

<

de voir que linégalité p ™ 1 subsistera lors méme que quelques-unes

des constantes A, B, C,...D se réduiraient a zéro: en effet, si D
n’est pas nulle, toutes les fonctions
A, N Kd.L...d.Nda
Y gttt dze—T

seront encore de méme signe pour x = x—f-¢ : si au contraire D =o,
la derniére d’entre elles se réduira a zéro quand x = x. Pour conser-
ver 4 la question toute la généralité qu’elle comporte, supposons que
les i derniéres de ces fonctions soient alors nulles. Pour x = x ~- ¢ les
(i + 1) quantités qui terminent la suite (13) seront nécessairement de
méme signe ; les (u — i) premiéres seront aussi entre elles de méme
signe : donc cette suite (13) présentera tout au plus une variation, et

<

Yon aura p > 1, ce qu'il fallait démontrer.
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La conclusion a laquelle on arrive devient plus précise lorsque la
somme ZA, se réduit 4 zéro. Alors les fonctions (13) soni nulles pour
x=:x, la derniere exceptée ; par suite ces fonctions (13) sont toutes
dec méme signe quand x=x-}-¢. Dans ce cas on a sans équivogue
p=o.

Les racines 7, I'ny,,- - - 7, appartenant toutes 4 'équation @(r)=o,
c'est-a-dire a ’équation

NdU Kd.L...d.NdU
llU+b‘T.Z'_ -{-—...-{-—C——W—:O pOl]I‘ x=X,
il est aisé de voir qu'on a aussi
Nda Kd.L....d.Ndx
ai ~b —E+"'+C — e = o pour x=X.

Or cette derniére équation exige nécessairement que pour x =X ou
du moins pour x=X —¢, la suite (13) présente une ou plusieurs

variations: on a donc q>

1.

Donc la différence g— p ne peut jamais étre négative, et méme
elle doit étre au moins égale a P'unité lorsque =A, =

Donc 1°. la fonction §, lorsque x croitde x a X, change de sigue
au moins autant de fois que la fonction A : elle change méme de
signe au moins une fois de plus lorsque Yon a ZA, = 0. 2°. L'équa-
tion § = o a, dans le méme intervalle, au moins autant de racines,
tant égales qu'inégales , que Péquation A=o0; elle a méme au moins
une racine de plus qu’elle lorsque £A, =o.

Par exemple la fonction 7,_,U,_,—r,U, change de signe au moins
une fois de plus que la fonction U,_, —U,.

20. Nous venons de prouver que si 'équation
AU, +.....4+ AU, =0

posséde un certain nombre de racines, 'équation

AU +. ...4+ AnU, = o0

en posséde au moins autant. Répétons notre raisonnement, et nous
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verrons qu’il en est de méme & jortiori des équations suivantes

AU, —4..... + A0, = o,

AuriUpg .. .. .4 AU, = o,
quelque grand que soit le nombre entier positif i. Et le méme théo-
reme subsistera si, au lieu de considérer les racines de ces équations,
on considére les changements de signe de leurs premiers membres,

En supposant le coefficient A, différent de zéro et divisant par
A,r. les deux membres de la derniére de nos équations, on la met
sous la forme

A,,_. rn_l g Am I'm i
U= =5 ()0 — = - () U

'n
Si donc on suppose le nombre ; infini , elle deviendra
U, =@,

@ désignant un infiniment petit; et cette derniére équation devra
avoir au moins autant de racines que 'équation

AU, +....4 AU, = o.

21. Les racines de 'équation U, = » sont précisément en méme
nombre que les racines de I'équation plus simple U, =o, ce qui tient
4 ce que les racines x de cette derniére équation sont inégales. Divi-
sons en effet la distance X —x en intervalles assez petits pour que
dans les uns U, conserve toujours une valeur absolue plus grande que
celle de @, tandis que dans les autres U, s'évanouira et changera de

n dw
2 restant constamment plus grande que --. Dans

les premiers il est évident que I'équation U, = n'est jamais satisfaite.
Pour étudier ce qui arrive dans les seconds, nommons = une quel-
conque des racines de U, (x) =o et désignons par % une quantité
finie trés petite. La fouction @ ou w(«x) étant infiniment petite, les
fonctions

Uz — ) — w(x — kyy, Ufa 4+ k) — @a 4+ h)

signe, la dérivée
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auront les mémes signes que leurs premiers termes, c'est-a-dire des

signes opposés. Donc entre les limites a— £, a +h, l'équation
U,— @ ==0 a au moins une racine : d’ailleurs elle n'en a qu’une,

) . . dU,  de .
puisque la dérivée e 7 D€ s’évanoult pour aucune valeur de x
x dx

comprise entre & — h et a4 A

Si la racine x=a d¢tait en méme temps raciue de Péquation
®@ =o0, il est clair gu'elle appartiendrait aussi a I'équation U, = w ,
et, d'apres la démonstration précédente, 'équation U, = @ v’aurait
aucune autre racine comprise entre les limites x=o—%h, x=-44.
Cette remarque s'applique a la racine X qui existe dans I'équation
U,= o toutes les fois que I'on a b =o0,... ¢ = o0, cest-a-dire toutes
les fois que @ (r) se réduit & U(X, 7). Cela étant, on aura, pour
2 = X, non-seulement U, =0, mais encore U,_, =o0,...U_,=0
et par suite w=o. Ainsi la racine X appartiendra dans ce cas a 1'é-
quation U, =« comme & l'équation U, = o.

Mais il peut arriver que l'on ail & ==x, et ce cas particulier me-
rite un examen spécial. Pour que x soit racine de I'équation U, =0,
il faut , en vertu des équations (2), que la constante A se réduise a
zéro. De plus, la racine x pourra étre multiple si qnuelques-unes des
constantes suivantes B, C,... sont nulles aussi. Pour fixer les idées,
nous admettrons que Yon a B=o et C> o. Alors il viendra en
général :

U, = o, 1~L"E":o pour x=x.
dx
et par suite

Nd
=0, T:=O pour x = Xx.

Donc x sera une racine double de I'équation U, = » comme de I'é-
quation U, = 0. Mais les quantités

Md.NAU Md.Nd (U, — &)
dx* ? drx?

seront,, pour x ==x, l'une égale & C et l'autre tres peu différente
de C, en sorte que la racine x sera double seulement et que dans un
Tome 111. — Décenner 1878, =6
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trés petit intervalle compris depuis & =x jusqu'a x=x-/%, on
aura nécessatrement U, >0, U, — o> o.

De cette discussion compléte il résulte que les deux équations
U,=o0, U,—=w ont exactement le méme nombre de racines, soit
que I'on se borne aux valeurs de x> x et < X, soit que l'on tienne
compte des valeurs extrémes x, X. .

Nous pouvons donc établir ce théoréme, savoir que le nombre
total des racines de I'équation

AU 4.0 .4 A,.U,. = o,

comprises entre x et X, est tout au plus égal au nombre des racines
de léquation U, =o.

La méme analyse montre aussi que le nombre des changements de
signe de la fonction '

'AnUm +- .. -+ AnUn

lorsque x croit de x a X , est tout au plus égal au nombre des chan-
gements de signes de U,. Mais comme l'équation U, = o n’a pas
de racines égales et que son premier membre change de signe
chaque fois qu'tl s'annule, on voit que ce nouvel énoncé est compris
dans le précédent. )

On peut observer en passant que la fonction A,Ua—-.. .4 AL,
ou l'on suppose le coefficient A, différent de zéro, n’est jamais
identiquement nulle, car d’aprés les théorémes que nous venons de
démontrey, il faudrait que la fonction U, fat elle-méme identique-
ment nulle, ce qui est absurde.

22. Nous avons vu ci-dessus que la fonction
Al 4. .04 AU,
change de signe au moins autant de fois que la fonction
AUn 4....4 AL,

En remplacant A,r', par A,,.. Ag% par A, il sensuit que la
fonction '

AU . ..o AU,
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change de signe au moins autant de fois que ceile autre fonction

Am A"l 1 An T
: Um+ +_Um+| +-'-' +I'—“;IJ":

Vi
m g

or cette derniére, lorsque i est infiniment grand, peut se mettre
sous la forme

2 (Ua + @),

» désignant une Juantité infinimeunt petite ; et par des raisonnements
semblables a ceux du n° 21, on voit que le nombre des changements
de signe est le méme pour U, et pour Uy~ w. Donc on a ce théo-
reme : lorsque x croit dune maniére continue depuis x jusqu'a X,
la fonction AU, —+...4- AU, change de signe au moins autant
de fois que la fonction U,

23. De nos deux théoréemes réunis il résulte que la fonction U,
change de signe au moins une fois de plus que la fonction U,_,
qui la précéde immeédiatement dans 'ordre des indices. Désignons en
effet par o,, o,_, les nombres des changements de signe de ces deux
fonctions, et par o, ¢’ ces mémes nombres pour les deux diffé-
rences U,_, — U,, r,_,U,_, — .U, : d'aprés ce qu'on a vu n® 19, 7'
surpasse ¢ au moins d’une unité. Mais par le théoréme du n°® 22, 0n a

>

5~ 5._,, tandis que le théoréme du n® 23 donne s’ fa,, : de ces

>

deux inégalités jointes a celle-ci, '~ ¢ 4 1, 1l résulte de suite

7.7 Gaey 4 1, ce qu'il fallait démontrer.

Cette proposition générale s’applique en particulier 4 la fonction
U®(x) ou Uz, r™]: cetle fonction doit cbanger de signe au moins
une fois de plus que Ulx, r"="]. Ainsi le postulatum du n° 14 est
demontré; nous sommes certains maintenant que le nombre des chan-
gements de signe de la fonction U® est exactement (i— 1), et
généralement U(x, r) change de signe {i— 1) fois lorsque

est > ré—" et < r®.

24. Voyons maintenant quel rapport de grandeur existe entre le-
racines r,, r,, s,... de I'équation @ (r=o0 ou
-6
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NAU Kd.L...d.NdU
aU+b—dx +.-.+LW}——O pOul x——x,

et les racines r, r®, /9, . de I'équation U(X, r)=o.

Si dans le premier membre de I'équation @ (r)=0 on pose r=o,
ce prergier membre est évidemment > o.

Posons-y maintenant r=r(") et observons que X est la plus petite
racine de Péquation Uxr, r¥)=o0. Cela étant, le dernier des théo-
remes du n° 11 nous montre que @ [r*”] sera une quantité < o.

Donc entre r==0 et r =r¢ il existe au moins une racine r, de I'é-
quation @ (r)= o; d’ailleurs il n’en existe qu'une, car sil y avait
une’seconde racine r, >r, et < < la fonction U, ne changerait
jamais de signe, tandis que nous avons vu qu’elle doit changer de signe
au moins une fois.

En posant r=r'” et observant que X est la seconde racine de I'équa-
tion U[x, ] =0, on voit d¢ méme, en vertu du théoréme cité du
n° 11; que le résultat @[] de la substitution est essentiellement >o.
Donc entre ™) et r)il y a au moins une racine r, de l'équation
@ (r) == 0. Il ne peut d’ailleurs y en aveir qu’une, car si une autre
racine ry > r, existait entre ces limites, la fonction U, ne changeréit
de signe qu'une fois , tandis qu’elle doit en changer au moins une fois
de plus que U,, cest-a-dire deux fois au moins. _

En général, la racine r, (dont nous ignorons au reste jusqu’ici' le
degré de multiplicité) est comprise entre r“ et r?; par suite la
fonction U, change de signe (i— 1) fois comme la fonction U® qui
égalée a zéro a de plus qu’elle la racine X.

25. Maintenant nous pouvons donner aux théorémes des.n* 21 et 22
un énoncé plus précis. On voit en effet

1°. Que le nombre des racines tant égales qu'inégales de I'équation

AU, +....4+ AU, = o,
comprises entre les limites x, X est au plus egal a (n— 1) et au
moins egal a (m—1).

2*. Que le nombre des changements de signe qu'eprouve la
fonction
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Adln +....4 AL,

lorsque x croit de x a X, est au moins égal a (m— 1) et au plus
égal a (n—1).

A Vaide de ces deux théoréemes on démontre que les racines de
Péquation A,_,U._, + A,U, =0 sont toutes inégales comme celles
de I'équation U, = o. En effet, cette équation a tout au plus (n — 1)
racines et son premier doit chauger de signe au moins (n — 2) fois :
or il est évident que cela ne pourrait pas arriver si elle avait une
racine double, et plus généralement si elle avait des racines multiples.

De li il suit d'abord que les deux fonctions U,, U,_, ne peuvent
jamais s’évanouir pour une méme valeur x=« comprise entre x et X,
car alors & serait une racine double de l'équation

dU (_z) dU,, ,(”

Ui () —— — Uu(x) —5~ = o,

ce qui est ahsurde.
Il en résulte aussi que lorsqu’on fait croitre & depuis x jusqu’a X,
la quantite

dU (a:) ,._, (.1:)

Ue (=

ne change jamais de signe. En effet, dans le cas contraire, cette fonc-
tion devrait s'évanouir pour une certaine valeur x = ', et 'on aurait

o(n L dU,_(«
U @52 — V() T2 =
a serait donc une racine double de 'équation
Unea (2) U () — U (%) Usy (=),

ce qui est impossible.
Pour déterminer le signe constant de

..(x) ,._.(1)
Vo (@) 2D — ) W

jobserve que lorsqu’on fait croitre 2 a partir de x==x, cest Ia
fonction U,(x) qui s’évanouit la premiére, Cest-a-dire avant U,_,(x),
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puisquelle répond a la racine r, > r,_, et que chaque racine x de
I'équation U (o, r)==o0 diminue 4 mesure que le parameétre r aug-
mente. Or, lorsque U, s'évanouit pour la premiére fois, la dérivée

dU ren e s . e
d;—" . est déja négative et la fonction U,_, est encore positive : donc la

(uantité
dU, (x)

7 y 4Un-, (x)

Uy () —-= — Ul () —

est alors et par conséquent restera toujours négative, en sorte que I'on
doit poser

ayu, (x; _
dx m dx

‘ Losi ()

de la on tire

d(UU.) ==

-
n

.. s . . U , . .
ainsi la différentielle de la fraction g est négative, et cette fraction

est décroissante dans tous les intervalles ou elle reste continue. Sa va-
leur égale a I'unité pour x =x diminuera d’abord, puis changera de
signe en s’évanouissant et ne redeviendra positive qu’aprés avoir passé
par l'infini : ensuite elle recommencera & décroitre et 2 s'évanouir,
puis redeviendra infinie; et ainsi de suite. Les valeurs de x qui
vendent cette fraction nulle ou infinie sont respectivement racines
des équations U,=o0, U,_,==o0: on voit par l4 que ces racines se
succédent alternativement, et que les (n— 2) racines de I’équation
i 'y = 0 sont comprises chacune a chacune entre les (r— 1) racines
de Yéquation U, = o.

§ VIL

26. Les propriétés de la fonction U, nous permettent d'étendre a
cette fouction certains théorémes que j'ai donunés pour la premiere
fois dans ce journal (tome I, page 259), et que j'ai pu ensuite repro-
duire textuellement dans mon Mémoire sur l'intégration de I'équa-

. du du ’ . .
tion — = -/ Journal de I'Ecole Polvtechnique , XXV* cahier,
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page 107). Ces théoremes sappliquent encore d'eux-mémes a la
fonction U,

Soient a, 3, y... des grandeurs inégales comprises entre x et X.
Faisons

UI(“) IJ-(‘x) - Ui(d') U,(x) = P, (.‘XJ)
iT,(a.)U,..(x) .—- 'U,,(a-c) U:(x). : P,,‘(x).
puis c e e e e e e e e e

P,(8)Py(x) — Py(B)P, (x) = Qy()
PP, x) — PUB)P () = Q,(cr)
puis encore -

Qs(y) Qyfx) — Q) Qs{x) = Ry(x)
Q) Qular) — Qu() Qo) = Bl

et ainsi de suite. Je dis que si on se borne a considérer les valeurs
dex >x et <X, la fonctionP, (o) s’évanouira pour x==a et seulement
pour x =a ; la _fonction Qq(x) s’évanouira pour x==a., x=[f, et seu-
lement pour x =0, x=; Ia Jonction R (z) s’évanouira pour r=a,
x=[, x=1 et seulement pour x=ua, x=175, x=1y; et ainsi
de suite. De plus toutes ces jonctions P,(x), Qs(x), R i(x).. .. chan-
geront de signe chaque fois qu’elles sévanouiront.

D’abord on se rappelle que la fonction U, () ne peut jamais deve-
nir nulle quand x est > x et << X.

La fonction P,(x) se iamene a la forme AL ()4 AL, (), en
posant A, = —U,(2), A,=U, (a), et le coefficient A, v'est pas nul,
Donc par un théoréme démontré (n° 25) cette fonction ne peut s'an-
nuler plus d’'une fois quand x est > x et < X, et il est daiileurs
évident qu’elle devient nulle pour & =&; en vertu du méme ihéo-
reme la racine a ne peunt étre qu’une racine simple ; par conséquent
la fonction P, (z) doit changer de signe en méme temps qu'elle Yéva.--
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nouit. Les fonctions Py(x), P (x),... ne jouissent pas nécessaire-
ment des mémes propriétés que P,(x): ¢lles s'annulent, 1l est vrai,
pour x=a, mais la racine « peut étre multiple, et des racines
autres que 2, quoique comprises entre x et X, peuavent satisfaire aux
équations Py(x) =o, Plx)=o0,....

La fonction Q;/x) sannule évidemment pour x=g8; elle san-
nule aussi pour x =, puisque lon a P,(a)=0, P, (¢)==0. Or
en remplacant P,(x) et Py'x) par lears valeurs, la fonction Qg (x)
prend la forme A,U, ()4 AU, (x) + A3Us’x), et le coefficient A,
n'est pas nul puisqu'on le trouve égal a P, (B)U,(2) : donc pour des
valeurs de x>x et < X, Q;(x) ne peut s'évanounir plus de deux
fois : donc on a bien Q;(x)==o0 pour x=a, x=f3, et seulement
pour x=a, x=[3: de plus les racines - , 8 ne peuvent étre que
simples , ce qui oblige la fonction Qs(x) a changer de signe chaque
fois qu'elle s'évanouit. Les fonctions Q,(x), Qx),... ne jouissent
pas nécessairement des autres propriétés démontrées pour Q;(x).

La fonction R, (x) s'annule évidemment pour ax==17 ; elle san-
nule aussi pour r=a, * =, car il est aisé de voir quelon a
Q; (@) =0, Qs(B, =0, Qa)=0, Q,(B)=0. Or, enremplacant
0, (x) et Q,(x), puis P,ix), Ps(x), Px) par leurs valeurs, celle
de R, (x) prend la forme AU, (x) 4+ AU, (x) 4 AsUs(x) + A U (),
A, ayant la valeur suivante Qy(3) P,(8)U,(¢} qui ne peut pas étre
nulle. Donc I'équation R, (x)==0 ne peut avoir entre les limites x, X
aucune racine différente de «, B, 9, et de plus ces trois racines
doivent étre simples, en sorte que R, (x) changera de signe en
s'évanouissant.

Ii est clair que I'on pourra continuer indéfiniment cette démons-
tration.

27. Les (n— 1) lettres «, B, ¥,... representant toujours des
quantités inégales > x et < X, on peut déterminer les constantes
A,, A,,...A,de telle maniére que la fonction

¥(x)=AU, + AU, +....4+ AU,

sans étre identiquement nulle, devienne égale 2 zéro pour x=u,
x=pf, x=1y,...: en effet si Yon a n=12, il suffira de prendre
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¥ () =P,(x);si 'ona n=73, il suffira de prendre ¥ (x)==Qs(x) 3
si Von n=4, il suffira de prendre ¥ (x) =R, {x); et ainsi de suite.

La fonction ¥{x) étant ainsi déterminée, l'équation ¥(x)=o0
nc peut avoir que (n— 1) racines au plus {voyez n® 25): on voit
donc, 1°. que les racines de I'équation ¥ () = o sont toutes inégales
et comprises dans la série a, 3, 7,...; 2°. que par suite la fonction¥(x)
change de signe chaque fois qu'elle s'évanouit. C’est au reste ce qui a
été démontré plus en détail dans le numeéro précédent.

28. On peut faire usage des quantités U,, U,, etc., pour résoudre
les problémes d'interpolation. Supposons que l'on cherche une fonc-
tion y qui se réduise 2 y, pour r=a, & ¥, pour x= 3, a y, pour
x =% : on formera trois fonctions Q;{x), Q: (), Qi(x) de la forme
AL, 4+ AU, 4 A U; et telles que l'on ait

Q;(x) = o pour x = B, x =1,
Qi(x) = o pour x =2, X =1,
i(x) =0 pour x = a, x =28,
puis on prendra
Qs (z) Qs Q"s(x;

— Qs ) r) . Q sl
Y =owrt el T oo

Quel que soit le nombre des valeurs y,, 7.,... de y données a
priori, le probleme d’interpolation se résoudra toujours de la méme
maniere.

2g. La proposition suivante ne parait pas moins remarquable. Soit
o(x) une fonction de x réelle et déterminée , qui ne devienne jamais
infinie lorsque x croit de x a X : si Uéquation

X -
/ —
(14) L o(x)ldx = o
a lieu en remplacant r par une quelconque des racines r,, Iy, T'y,. - .
de Déquation @ (ry=o, je dis que lon a ¢(x)=0 depuis x ==x
jusqu'a x =X
Tome III. — Drecemere 1833 77
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D’abord si la fonction ¢ (x), sans étre identiquement nulle, con=
servait toujours le méme signe depuis x =x jusqu'a x =X, I'equa-
tion (14) serait absurde; car en posant r=r, on aurait

[To@tde = o,
et cela ne se peut, puisque la fonction U, ne change pas non plus de
signe entre les limites x=x, x=1X.

Supposons maintenant que lorsqu'on fait croitre x de x 3 X,
¢ (xj change de signe (n— 1) fois, et soient &, 8, 3,... les (n—1)
valeurs de x pour lesquelles ce changement seffectue. En faisant
successivement r=r, r=r,,... r=r, dans I'équation (14), on en
déduira r équations nouvelles que I'on pourra ajouter membre & mem-
hre apres les avoir multipliées respectivement par les constantes A,
A,,... A,. En posant

AU 4+ AU, ...+ AU, = ¥ (x,

on trouve ainsi

fxxw(x)?(r)dr = 0;

uiais, d’aprés ce qu'on a vu n® 27, on peal déterminer les constantes
A,, A,,...A, de telle maniére que la fonction ¥{x) change de signe
toutes les fois que x atteint et dépasse infiniment peu une des (n— 1)
valeurs 2, 8, %,... et ne change de signe pour aucune autre valeur
de . En adoptant les valeurs de A,, A,,...A, qui produisent cet
effet, I'élément @ (o) ¥ () dx conservera toujours le méme signe dans
toute Pétenduc de l'intégration, et par conséquent on ne pourra pas

X . ) s .
avoirf ¢ (x) ¥(x)dx = o0 a2 moins qu’on n’ait aussi ¢ (x) = o, du
X

moins pour les valeurs de & comprises entre x et X.

Le sens précis du théoréme que nous venons de démontrer consiste
en ce que , entre les limites x, X, il ne peut exister aucun intervalle
fini si petit qu’il soit, dans lequel @(z) ait une valeur constamment
> o ou constamment < o. Il pourra donc se faire que la fonction
o () étant nulle en général, soit cependant différente de zéro pour
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certaines valeurs isoldes de x; mais cet inconvénient n'est point a
craindre lorsqu'on sait & priori que @(x) est une fonction coniinue.
Au surplus notre théoréme subsisic encore lorsque la fonction ¢(x),
au lieu d'étre réelle, est imaginaire et de la forme cp,('.r)—l—\/:: REDE
car alors I'équation (14) se décompose en deux aulies qut donnent
séparément @, (x)=0, ¢, x) = o et par suite ¢ () = o.

30. Par un raisonnemecnt semblable a celui dont nous venons de
faire usage, on peut encore établir la proposition suivantc : soit ¢ ()
une fonction réelle de x qui ne soit pas identiquement nulle et qui
ne devienne jamais infinie entre les limites x=x, x=X: s
léquation

(14) f;x o{x)Udx = o

a liew en remplagant r par une quelconque des racines r,, r,
jusqu'a r,, je dis que lorsquon jait croitre x de x a X, la fonction

o(x) change de signe i fois au moins. En effet, supposens, il esi
po:sible, que la fonction @(x), dans cet intervalle, change de signe-

{n—1) fois seulement, n étant 2 i, et soit ¥ (x) une fonction de

la forme AU, AU, +...4 AU, qui change de signe aussi (n—1)
fois et pour les mémes valeurs de x que @(x): le produit. . .
¢ (x)¥(x)dx ne changera jamais de signe, et par suite on ne pourra
pas avolr

f?‘qo(x)qr(.rydr = o,

ce qui résulte pourtant de I'équation (14) en y posant successive-
ment r=r,, r=r,,... r=r,, puis ajoutant membre 4 membre
les équations ainsi obtenues, apres les avoir multipliées par les
facteurs respectifs A,, A,,...A,. Il estdonc absurde d’admetire que

la fonction @ (x) change de signe {n—1) fois sculement, 7 étant i i

ce qui démontre la proposition énoncée.

Telles sont les principales propriétés de la fonction U que Von peut
démontrer sans avoir recours i aucune fonction auxiliaire. Mais cu
introduisant une seconde fonction V on peut encore en trouve:
plusieurs autres.

77
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§ VIIL

51. Dans les paragraphes précédents nous nous sommes occupés
de la fonction U qui satisfait i la fois a I'équation indéfinie

d.Kd.L....d. Md.NdU
(1)

dx*

4 U = o
et aux conditions définies

NdU Kd.L...d.NdU
(2) U=A, _dx_=B"" dxF—‘—=D pour x = x.

Nous avons représenté par @ (r) ce que devient la quantité

Nd U Kd.L...d.NdU
aU+b—F +...+C dai—T

lorsqu’on y pose 2 =X; et par U, ce que devient U lorsqu’on prend
I'==Ta; Ty Tay--oTa... €étant les racines de I'équation @ (r)=o),
rangées par ordre de grandeur.

Nous allons maintenant considérer la fonction V qui satisfait a la
fois 4 Péquation indéfinie

(15) -d.Nd.M...d.Ld.KdV

o e (—- I)FrV = o0

et aux conditions définies

N Nd.M.,.d.Ld.KdV —

(16) V_..c,...,—a————dr-T_'—_ =(—1))".a poul"x=X,
conditions définies qui se forment en égalant, pour xr =X, les
quantités

' Kdv Ld.Kdv Nd.M...d.KaV
, =’ -Tx;-—,...,...————‘-i;:-r—,
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aux constantes c,...b, a prises alternativement avec le signe -+
et le signe —.

Les deux équations (1) et (15) sont conjuguées, de telle maniere
que leurs premiers membres deviennent des différentielles exactes
lorsqu’on les multiplie par les facteurs respectifs Vdar, Udx.

Désignons par II(r) ce que devient la quantité

' ...d.Kd Nd.M...d.Kav
DV— ... p Y4 4KV __ , N4 M. dKaV

dzt—2 : dxt—1! ’

(ou les signes sont alternativement positifs et négatifs) lorsqu’on y
pose x==x. Je dis que cette fonction I1(r) sera identique avec
@ (r).

Multiplions en effet par Vdx et intégrons ensuite les deux membres
de I'équation (1): nous aurons

(19) SVdx (d'Kd'L‘;';d'NdU -+ rU) == const.
X

Mais en intégrant par parties plusieurs fois de suite, on trouve que
I'intégrale

(Ve LEdL: . d.NU
dz*

est égale a la somme de deux quantités, I'une exprimée par

v Kd.L...d.NdU KdV Ld....d.NdU

dzb—1" T Tdx T gpe—
Md...d. KdV NdU Nd.M...d.Kd\
.- i dr .U,

dxr—!
Vautre exprimée par

d.Nd.M...d.KdV
(= 1k —on -

Udx

Cest-a-dire par

— rfUVdx,
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en vertu de 'équation (15). Cette seconde partic est détruite par un
wrne égal et de signe contraire dans le premier membre de I'équa-~
don (17;: donc Fautre partie est coustante et doit rester la méme
“iorsqu’on y pose x —=x, puis x=X. Or quand on fait x =x, elle
se réduit a II(r), et quand on faitx=X, elle se réduit 3 @ /r).
Donc les deux fonctions I1(r) et a@(r) sont identigues.

i.es racines de I'équation [1(r)==o sont ainsi égales aux racines r,.
ras 13,. .. de Péquation @ (r;=o0: il est donc naturel de représenter
par V, ce que devient la fonction V Jorsqu'on y pose r=r,.

32. Toutes les propriéiés de la fonction U se retrouvent dans la
fonction V qui satisfait a I'équation indéfinie (15) et aux conditions
définies (16). A la vérité la présence du facteur (— 1)+ semble em-
pécher 'équation (15) d’étre de méme forme que I'équation (1); de
plos les constantes @, b,...c qui entrent dans les équations (16) y
sont prises tantot positivement et tantdt négativement; ces équations
elies-mémes sont relatives a la plus grande et non a la plus petite
valeur de x; enfin les coeflicients des termes successifs de la fonction
[T (r) sout aussi tantét positifs, tantot négatifs ; mais on fera dispa-
raitre toutes ces différences si 'on change la variable 2 en une autre
variable z en posant x = — z. L’équation (15) deviendra ainsi

M....dKdV
d.Nd. M K&V v — )
dz*

les conditions définies (16) prendront la forme

Nd.M...d.KdV __

dz,u—l

V = Cye

z désiguant la plus petite valeur de z; et II(r) sera la valeur de

Nd.M...d.KdV
DV +....+ A'_——&,zT:'_
relative a 3 ==Z, c’est-a-dire a la plus grande valeur de z. Donc, les
quantités V, V,, considérées comme fonctions de z, jouissent de
toutes les propriétés des quantités U, U, considérées comme fonctions
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de x. Il est inutile de rappeler ici toutes ces propriétés que nous
venons de démontrer : nous énoncerons douc seulement, et cela a
cause de I'usage que nous en allons faire, les denx propositions sui-
vantes déduites de celles des n® 29 et 3o0.

1°. Soit ¢ (xx) une fonction de x , réelle ou imaginaire, mais qui ne
revienne jamais infinie lorsque x croit de x & X : si Péquation

jxcp(x)Vi dx= o

a lieu quel que soit lindice i, on aura ¢ (x)=o0 depus x ="
jusqa x =X.

2°. Si cette équation a lieu seulement pour les valeurs de i com--
prises dans la série 1, 2, 3,...n, on sera certain que la fonction
@ (x) change de signe au moins. n _fois, lorsque x croit de x a X.

§ IX.

33. Désignons par V' ce que devient la fonction V lorsquon y
remplace r par r/, sans altérer d’ailleurs 'équation (15) et les con-
ditions (16). On aura

d.Nd.M...d.Ld. KdV’
dx#

+ (— 'V = o

quel que soit x, et

Nd.M...d.Ld.KdV’
. dzxt—!

’
V = Cy.ne

¥ = (— 1) .a pour x = X\

En multipliant par V'dx et intégrant ensuite, entre les limites x, X
de x, les deux membres de I'équation (1), il vient

fx V'dx d.RKd.L...d.Md.NdU
x dxt

+1U) =0,
ou, ce qui est la méme chose,

(r'—r) f:‘ UVidx =/lx Vidx (th_dii—bidj + \
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Mais a laide dintégrations par parties, on prouve aisément que

Pintégrale
[‘V,dx.d.K....d.NdU
dxt

est égale a la somme de deux quantités , 'une exprimée par

- d.N...dX.dV’
(— 1)#fbdx.——£d—,

dxt
c'est-a-dire par
— r{UV'dx
en vertu de 'équation (15), Vautre exprimée par

K.d.L...d.N.dU KdV’ Ld....d.NdU

4 ——
V. _“'_c‘le‘"‘ - g -+
Md.. .d.KdV' NdU Nd.M...d.KdV’' ,.
- e == i .U

ou les termes ont alternativement le signe - et le signe — ; or cette
derniere partie devient égale a I1(7') ou @ (') lorsqu'on y pose x =x
et égale a @ (r) lorsqu'on y pose & = X. On a donc

" — r)f" UWVdr = () — @ (r).
De cette équation on tire cette formule remarquable

@ (r) — = (1)
(19) f UV’d . () ( )’

7 e—r

ou r et r’ sont quelconques, et qui se réduit a

X .
lorsqu'on prend 7 =7.

34. Nous pouvons maintenant prouver que l'équation @ (r)==o
[ qui comprend comme cas particulier I'équation U(X, r)==0] na
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jamais ni racines imaginaires de la forme p—4-¢ \/—1, ni racines
cgales.

S’il existait en effet une racine ' =p 4- ¢\/— 1, en attribuant
r' cette valeur on aurait @ (r) = o, et 'équation (1) deviendrait

fxx led.r = r:h‘ (,1) - :

or, le second membre de cette équation s'annulle quand on fait r=1;,
Iindice i étant quelconque, puisque @/r;) est —o et que ' — 1,
est différent de zéro. L'hypothése admise ci-dessus nous donnerait
donc

/;X UV'dx = o

pour toutes les valeurs de l'indice i, d'ou résulterait, d’aprés le théo-
réeme dun® 29, quela fonction V' est identiquement nulle entre les
limites x =x, x=X; ce qui est ahsurde.

Maintenant supposons qu’une racine réelle r, puisse étre multiple
cest-a-dire puisse satisfaire a la fois aux équations @ (r,) = o,
@' (ry)=o0. Si nous faisons r=r, dans la formule (20), elle nous
donnera

/~X L. V,dx = o,

tandis qu’en désignant par i un indice différent de 7 et posant r=r,,
r'=r, daus la formule (1g) nous aurons

[;x UV.dx = o.

Donc, si la racine r, est multiple, le théoreme du n° 29 nous con-
duira encore a I'équation absurde

V., = o depuis x=x jusqua x = X.

35. La théorie du développement des fonctions en séries dont les

divers termes se composent du produit d’une constante par chacane
Tome IV. — Dicenere 1838. -8

4
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des fonctions U,, U, , Us,... ouV,, V,, V,... dépend de la méme
analyse. '

Soit f(x) une fonction de x; et supposons d’abord que I'on sache
a priori que cette fonction peut étre développée en une série de
la forme

flx) = AU, 4+ AU +....4+ AU, +....

A, A,,...A,,... étant des constantes. Pour déterminer A, on obser-
vera que si 'on pose r==r,, r'=r; en désignant par net i deux in-
dices différents, la formule (19) donne

f XU Vde = T ==
X

Ty =Ty

tandis que l'intégrale

[ v

est essentiellement différente de zéro et égale 8 — @' (r,). En multi-
pliant donc V, dx et intégrant depuis x =x jusqua x=X les deux
membres de 'équation

fl) = AU, + AU, ... AU ...,

on fera disparaitre tous les termes du second membre 2 Vexception
d’un seul, et on trouvera

jxf(x) V;(Ix = Agfx U,V,dx
Jou

f f(:c)V dx

f UV dx

En admettant a priori que la fonction f(x) soit susceptible d'un
développement de la forme

flx) = 3AL,,



PURES ET APPLIQUEES. 611

on obtient ainsi sans difficulté

oS * fayde

i —Fx—— |
L f UV dx
J X -

(21) fla) ==

et I'on trouverait de méme

[ F 2y de ]

Ude' _J
X

si 'on regardait la fonction f(x) comme développable en une séric
composée des fonctions V., V,, etc.
36.Maintenant je dis que si les séries

E J/ SV [ Sz
pf (RN R
x
| UNde [' UNdz
- X
sont convergentes et si la fonction f(x) ne devient jamais infinic,
elles auront nécessairement f(x) pour valeur commune entre les

limites x = x, x=X. La démonstration étant la méme pour ces
deux séries, considérons seulement la premiére d’entre elles et posons

~X
UJ F@)Vidy
Flx) = = ———xx .

U"V ,'dd‘

(22) S(x) =

Il s'agira de prouver que I'on a F(x) = f(x). Or si 'on multiplie
les deux membres de 'équation précédente par V,dx et qu'on intégre
ensuite entre les limites x=x, x=1X, il viendra

[T F @) Vide = [ f(x)Vde,

ou

ST F@) —f (@) Vidx = o.
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Or en vertu d’un théoréme donné n° 32, cetie équation, dans la-
quelle Uindice i est quelconque, entraine Ia suivante F(x)—f(x)=0
qu’il fallait démontrer. Toutefois quelques valeurs singulieres et iso-
lées de x pourraient échapper A4 cette démonstration si I'une des
fonctions F(x), f(x) était discontinue : mais ces anomalies que nous
avons déja signalées (n° 29) et que nous ne discuterons pas ici

nexisteront jamais si f(x) et ¥ (x) sont des fonctions continues
de x.

37. Pour donuner de Véquation (21) une application trés simple ,
posons par exemple f{x)==U, en laissant dans la fonction U le pa-
ramétre r indéterminé. D'apres les formules (1g) et (20), on aura

X — =@ (r; @
[X 0V =700 =)

——r r—r;
et
X T /
[,\idx :_@'(r‘)-
X

Il viendra par suite

_— U,‘.ﬁ”(l‘)
U=z [(r—ra w(ryd’

ou ce qui est l]a méme chose

3 z[__U_]
=(r) (r—rya'(ry4’

on obtiendrait semblablement, i Vaide de la formule (22),

v V:
i = = [(r——r.-) = (ré]'

Ces équations s'accordent avec celles que Von déduirait de la théorie
ordinaire sur la décomposition des fractions rationnelles en fractions
simples. Mais la démonstration précédente nous parait meériter Vat-
tention des géometres.
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38. Désignons par 7, la somme des n premiers lermes de la série

U, f XX f(x) Vidz |

2| =
f UV dx
X

etpar p,la différence f(x) — ... Pour un indice i égal ou inférieur
a n, nous obtiendrons immédiatement

X X -
[ oNidr = [ Ve,
ou ce qui est la méme chose,

f xx P,V dr = o.

D’aprés le dernier théoréme du n® 32, nous pouvons conclure de i
que p, change de signe au moins 7 fois lorsque z croit de x a X.

39. Latilité de nos théorémes pour lintégration des équations
différentielles partielles est évidente. Proposons-nous par exemple
d’intégrer 'équation linéaire

du __ d.Kd.l.....d.Md.Ndu
1—17 - dI/‘ ’

de telle maniére que pour x ==x, les quantités

Ndu Md.Ndu Kd.L....d.Ndu
Uy Fx Tdr 7ttt T gee—

soient entre elles comme des constantes données et positives A, I3,
C,....D; et que pour x=X on ait

Nd. S PR N
auw—+b dxu IS Kd.L d.Ndu

Enfin dounons-nous la valeur f(x) de « relative a =0, et suppo-
sons la variable x comprise entre x et X, On satisfera a toutes ces
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conditions en prenant
Uie—y f Xf(x)V,dx

=3

Quand la valeur de ¢ scra devenue trés grande, cette série d’expo-
nentielles se réduira sensiblement a son premier terme, pourvu
toutefois que ce premier terme ne soit pas nul. Et ‘Ton aura a trés
peu pres

Cette valeur de « ne change jamais de signe lorsque x crolt depuis x
jusqu'a X.




