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Sur la Réduction de l'intégration des Équations différen-
tielles partielles du premier ordre entre un nombre quel-
conque de variables à l'intégration d'un seul système 
et équations différentielles ordinaires ; 

PAR M. JACOBI (*). 

I. 

M. Hamilton a trouvé (Transactions Philosophiques, i834, p. II, 
et 1855 p. I), ce résultat remarquable, que dans les cas de la méca-
nique où la loi des forces vives a lieu, les équations intégrales du 
mouvement, de même que les équations différentielles sous la forme 
que Lagrange leur a donnée, se laissent toutes exprimer par les 
coefficients différentiels partiels dune seule fonction. 

Voici à peu près la marche qu'il a suivie : soient 

m' dê — + ΊΪΙ + ·■' 

mt "JTT ~— ~T~ ~T~ Λ —j— + Λ, j— —f-. . . 

'"'d+λ·S +···· 

les équations différentielles du mouvement d'un système de η points 
matériels qui satisfont aux conditions F=o, F, = ο, 

Dans ces équations l'indice i prend successivement les valeurs ι, 
2 ,... η ; et m

t
 signifie la masse d'un point dont les coordonnées rec-

tangulaires sont sc„y,, z,·. C'est la forme que Lagrange a donnée aux 
équations différentielles, et qui peut toujours leur être donnée dans 
les cas où la loi des forces vives a lieu, c'est-à-dire quand 

ü + *.mi(dxi)+dzi+dil=U 

(*). Ce Mémoire est tiré,,comme le précédent, du Journal de M. Crelle. 
(J. LIOUVILLE.) 
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h étant une constante. Les quantités λ, λ,,. . . sont des facteurs 
introduits pour la symétrie, et qui doivent être éliminés à l'aide 
des équations de condition. J'appelle la fonction U, dont la differen-
tiation partielle donne les forces employées, la fonction des forces. 

Quand on aura complètement intégré les équations différentielles 
données, on connaîtra les δ η coordonnées en fonctions du temps 
et des constantes arbitraires. Substituons ces valeurs dans la fonction 
des forces U, et dans sa différentielle partielle prise par rapport à 
une des constantes que j'appellerai a ι nous aurons 

d* v/jr. " dut djr. ' du · dzi ' de)* 

= dk+dF d* + dF Tj> 

car les facteurs de Λ, λ,,.. . s'évanouissent à cause des équations de 
conditions. 

On peut donner à la dernière équation la forme : 

dU _ jd( d* ' dt d* At d<t) 
da. ~~~ dl 

Λ dt * dadt dt ' dadt dl<' dadt)· 

La dernière partie du second membre peut aussi se mettre sous la 
forme d'une différentielle partielle prise par rapport à a, savoir 

■ *·"[($)·+(£)·+(£)']· 

2 dit 

ce qui réduit l'équation précédente à 

e©-*®:!}, da 

_ \dt · ώΓ + d? ώ. + di lk)' 
37 
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Cette équation remarquable n'a pas échappé aux analystes qui se sont 
occupés de la variation des constantes dans les problèmes de 
mécanique. Il s'ensuit facilement un des théorèmes les plus impor-
tants de cette théorie. En effet, si l'on pose 

dt Λ 9 dt ~ y ' di — Z > 

de manière que l'équation précédente devienne 

+ · ς™,-y/+*?)] _ dxm,. [x
t

 — + jr,. — +
 z

, ^ 
d* d t 

et si l'on désigne par β une autre constante arbitraire quelconque , 
on voit que les deux expressions 

d2"'A ' dm <ΰ+Ζ' ) 
dt > 

et 

dXm, 4- y, -^ + z, -) 
, 

sont les coefficients différentiels partiels de la même expression, 
savoir 

U + + z,'1), 

pris respectivement par rapport à α et par rapport à β. Donc la diffé-
rentielle par rapport à β du premier coefficient différentiel, est 
égale à la différentielle par.rapport à α du second; ce qui donne après 
les simplifications nécessaires, 

dim(dx'i dii t djr\ dj_{ , dz¡_ dzA‘\dß dm dß * dm di dm)dl 
— 

άΣΉ"ΛΓ " · W + ~dû ■ Ύβ) _ 
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Cette équation fait voir que la quantité 

Im(dx¡~dß dxL d* 4- dAds djr i da + dz¡ d.3 is . dz\ [3 dcc) 

/dx, dx; dj
t
 djj . (U dz\ 

~ ' d0 d* ' άβ dx ' dJ' 

est indépendante de t, c'est-à-dire qu'elle est une constante, ce qui 
est le célèbre théorème dû à Lagrange. On démontre aussi facilement 
qu'en appelant cette expression (α, β), et désignant par y une troi-
sième constante arbitraire, on aura les équations 

fet, a.) — o, (a, /3) + (/3, <*) d(ß>y) , d(y>*) , > + ~ir + = °-

Mais Μ. Hamilton tire de l'équation que nous avons trouvée, savoir . 

. / / dxi , djr, , dz,\ 
rf[U -+■ 5 ïm> (X · +y? -+- ζ',

1

))
 m s ' ~dâ da "· ~dx) 

da dt * 

de nouveaux avantages par le procédé suivant, qui est très remar-
quable en lui-même et parles résultats auxquels il conduit. 

En effet, si l'on pose 

S = f
o
' [U + i 2m, (χ· · · + ζ, »)]d<, 

on aura 
ds Γ ld[U 4- ï 2m, {x'ï 4-y ? 4. z't)} 
da J O da » 

ou , par suite de l'équation précédente , 

^ F
UM

I
Z]

TT
+Y

-
I

II
+ '·%) „ 

Si a,b, c, représentent les valeurs initiales de x,j~, z, et a , b', c'. 
celles dex',j'', ζ , cette équation donnera 

dS - / .dx, , ,dji , dz,\ / , da, . , db. d,,\ 



64 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

S est fonction de t et des constantes arbitraires. Elle est définie par 
cela même que sa différentielle prise par rapport à t est égale à la 
fonction des forces plus la moitié de la force vive. La dernière 
équation donne le moyen de trouver au96Î la différentielle de S 
en ne faisant varier que les constantes arbitraires. En effet, si l'on 
désigne par d! la différentielle que l'on obtient en faisant varier 
simultanément toutes les constantes arbitraires, mais en laissant t 
invariable, l'équation précédente après avoir été multipliée par da et 
après qu'on aura pris la somme de toutes les équations analogues, 
deviendra 

d'S = 'S.mlxld!x, -\-y[d'y
l
 -f- z'd'z) — 2.m

l
(a'd'a

i
-{-b'

l
d'b, -f- c'yl'c); 

c'est la différentielle complète de S en laissant t constant, et consi-
dérant S comme fonction des coustantes arbitraires. 

Quand le système est tout-à-fait libre, on a un nombre 6« de cons-
tantes arbitraires, dont S et les 6n quantités x

p
 y, a, a, b, c, sont re-

gardées comme fonctions. On pourra donc, en se servant des équations 
intégrales, exprimer les 3n quantités a, b, c par ces 6« constantes , 
et les 3η quantités x, y, z par ces constantes et le temps t. On peut 
donc regarder les 6n constantes arbitraires comme fonctions du temps 
et des 6n quantités χ, y, z, a, b, c, ce qui rendra S fonction du 
temps t, et des 6n quantités x, y, z, a, b, c. Si l'on prend dans ce 
sens les coefficients différentiels partiels de S, la dernière équation 
donnera immédiatement les différentielles partielles de S prises par 
rapport aux quantités x,y, ζ, a, b , c; savoir : 

dS , dS 
d~

Xi
 = m'X> > 55" = — m'a' ' 

4F, = m'?> ' db, = - m'è< > 
dS , dS , 
5F = ™<z· ' 5F = - m

'
c

<· 

Ces 6η équations peuvent être regardées comme les équations inté-
tégrales complètes du problème proposé. Les 3η équations à gauche 
sont les 5η intégrales du premier ordre (que M. Hamilton appelle 
intégrales intermédiaires), et les équalions à droite sont les 3η inté-
grales finies elles-mêmes. 
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Si le système n'est pas libre, et que l'on ait les k conditions 

F = o, F, = o, ....F*_, = o, 

auxquelles tous ses points doivent satisfaire , on pourra réduire les 5u 
lonctions cherchées χ, γ, ζ, à un nombre 3η — k, et les 5η équa-
tions différentielles du second ordre se réduiront aussi à 3ra — k. On 
n'a donc que 6«—ik constantes arbitraires, au lieu desquelles on 
pourra introduire dans l'expression de S les 3τι—k quantités auxquelles 
on a réduit les 3η quantités χ, γ, ζ; et leurs valeurs initiales aux-
quelles les 3η quantités a , b, c se laissent ramener par les mêmes 
e'quationsde condition. L'équation par laquelle, en supposant t cons-
tant, nous avons exprimé la différentielle complète de S, prise dans le 
sens précédemment indiqué, peut se mettre sous la forme 

o — 1 — m
l

x'^dx
i
 -f- Σ-f- m,a^da, 

+
 2

 (J — m "f" 2(J + 

H" 2 (^-p — m^'^dZi -f- Σ Ç— -f- ?n,c'^dc
t

. 

Éliminons-en, au moyeu des équations de condition, un nombre h 
des 3η différentielles, dx, dj, dz\ et un même nombre des 3η dif-
férentielles, da, db, de : cette opération étant effectuée, le facteur 
de chacune des autres différentielles indépendantes doit être égal à o. 
Soit Fw ce que devient la valeur de F, en y substituant au lieu de 
χ,γ, ζ, les valeurs initiales a, b, c: on opérera l'élimination dont 
il s'agit, en multipliant par un facteur indéterminé et ajoutant à 
l'équation précédente chacune des k équations 

2 (ΐ,dx
- + + dz

<) =r/F:=0' 

et chacune des k équations 

2 (— dtti + -dh dlh + — = Λ* ' = ° 

Torn* III. — FÉVRIER I838. 9 

. . .. . .... .... . .... 

. . ......... .... ... 
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puis déterminant les facteurs de manière que les coefficients des k 
différentielles dx , da, etc., que l'on désire éliminer s'évanouissent. 
Et puisque les facteurs des autres différentielles indépendantes doi-
vent s'évanouir ensuite, on aura, en désignant les facteurs introduits 
par λ, λ,, λ„ .... — λ(0), — A,t0), ... le système des 6/1 équations 

3=^τ+λ^; + λ'^;.+··· 

m<r< - ̂  + λ ̂  + + ■ · ■ 

m-Zi = IT, + λ Ίΰ. +λ' Si,■ + ■ ■ · 

§rt,a/ = i +*0) ¿ + ¿/a« -f-

*A'=- λ«ί£+... 

= - Î +AI" %+Λ(Θ) · 

que nous devons regarder comme les équations intégrales complètes 
après y avoir ajouté les équations de condition 

F = o, F, = o, . . . . FW =o, F.W =o, . . . 

Les facteurs λ, λ,, . . . — λ'
0)

— λ,
(0)

, ... se trouvent par la 
résolution d'un nombre égal d'équations linéaires que l'on obtient en 
substituant les valeurs précédentes de x'

if
 a! „ etc. ; dans les équations 

produites par la différentiation des équations de condition , savoir 

dt \dx ' + dy, + dZi ' ) — ° > 

F=NS-'+F>'+S *·)-·> 

et dans les équations que l'on déduit de celles-ci en y faisant t = ο, 
savoir 
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2 C-sr + —b~ b> + ~dcT °· ) = °> 

Σ C-ar "■ + -35Γ
 A

 + -d~
 c

 ) = °-

Nous voyons donc comment, dans le cas d'un système qui n'est pas 
libre, les équations intégrales prennent une forme tout-à-fait ana-
logue à celle à laquelle Lagrange a ramené les équations différentielles 
de la mécanique. 

Quand la loi des forces vives a lieu, on peut exprimer la fonc-
tion S de cette manière : 

où h est une constante arbitraire. Je ne me suis pas servi dans ce qui 
précède de la loi des forces vives, parce que ces résultats peuvent être 
étendus à un cas où cette loi n'a pas lieu, ce que M. Hamilton n'a 
pas remarqué ; savoir au cas où la fonction des forces contient non-
seulement les coordonnées mais le temps explicitement, comme , par 
exemple, quand un point sans masse est attiré par des centres mo-
biles dont le mouvement est connu et donné. Je donnerai toujours 
celte extension des formules là où elle sera possible, puisque le cas 
signalé de la mécanique a réellement des applications. 

II. 

La définition que nous avons donnée de la fonction S suppose l'in -
tégration complète des équations différentielles du problème de mé-
canique déjà accomplie. Le seul résultat des calculs précédents serait 
alors de ramener à une forme remarquable le système des équations 
intégrales. Mais on peut définir la fonction S d'une manière différente 
et beaucoup plus générale. Je limiterai mes recherches au cas d'un 

9·· 

s = /J [U + ; 2 m, (■*«" + T," + z,")] dt 

= Σ m
l
 Qx'* -f- y'' -f- z'') d t —- ht 

= 2 j* Udi + ht, 
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système parfaitement libre ; quant au cas où des connexions et des 
conditions quelconques existent entre les points m

lf
 m

t
, etc. , j'y re-

viendrai plus tard dans un mémoire dont j'ai déjà indiqué ailleurs 
les principaux résultats. 

Nous considérons encore S comme fonction du temps, des coor-
données des points et de leurs valeurs initiales. Si nous prenons la 
différentielle complète de S (savoir dS) par rapport au temps, en 
regardant les coordonnées comme fonctions du temps, nous aurons, 
d'après la définition de S, 

AR=4+*(£ *·'+G*+S 0=U+; 

Uomme on a 

X' ~~ m, dii' ·?'' ι»,- dyi ' Z' m, dz, ' 

il suit de l'équation précédente que l'expression de la différentielle 
partielle de S prise par rapport à t est 

-J
t
 = u — l- (*/' -hr " + O» 

laquelle expression, quand U ne contient pas t explicitement, et par 
conséquent quand la loi des forces vives a lieu, se réduit à l'expres-
sion plus simple 

Λ = ~ h 

ou h est une constante arbitraire. 
dS On déduit aussi, de l'expression de l'équation suivante 

Έ+l 2À[(Ê)
 +

(J)
+
 (£)]

==Ϋ: 

c'est une équation différentielle partielle du premier ordre à laquelle 
la fonction S doit-satisfaire. La fonction S, comme elle a été dé-
finie plus haut, en fournit une solution complète : en effet outre la 
constante que l'on peut évidemment y ajouter ( puisque la fonction 
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même ne parait pas dans l'équation, mais seulement ses coefficients 
différentiels) elle contient 3η autres constantes arbitraires, savoir 
les valeurs initiales des coordonnées; et d'un autre côté le nombre 
des variables indépendantes est aussi 3« -f- 1. 

Je m'arrêterai ici un instant pour expliquer la nature des so-
lutions différentes d'une équation différentielle partielle du pre-
mier ordre. 

Nous appelons , d'après Lagrange , solution complète d une 
équation différentielle partielle non linéaire du premier ordre, une 
solution qui contient un nombre de constantes arbitraires égal à celui 
des variables indépendantes, parce que , en se servant des coefficients 
différentiels partiels de la fonction cherchée, pris par rapport à ces 
variables, on peut éliminer un nombre égal de constantes arbitraires, 
et, en général , on n'en peut pas éliminer davantage. Si l'on connaît 
une solution complète, on pourra en déduire toutes les autres solutions 
dont l'équation différentielle partielle est susceptible, et qui ont un ca-
ractère très différent. Pour y parvenir 011 suppose un certain nombre 
de relations arbitraires entre les constantes arbitraires, ou, ce qui re-
vient au même, on regarde quelques-unes de ces constantes arbi-
traires comme fonctions arbitraires des autres; on différentie la solu-
tion complète par rapport à ces autres constantes arbitraires considérées 
comme indépendantes, et l'on égale à zéro chacun des coefficients diffé-
rentiels partiels formés de cette manière. Si alors, en se servant de ces 
équations, on élimine les constantes arbitraires de la solution complète, 
011 aura la nouvelle solution que l'on peut nommer, d'après Lagrange, 
une solution générale, parce qu'elle contient des fonctions arbitraires. 
Mais ces solutions générales ont un caractère toul-à-fait différent, suivant 
le nombre de relations arbitraires que l'on suppose exister entre les 
constantes arbitraires. Si m est le nombre des variables indépendantes 
par conséquent le nombre des constantes arbitraires , on aura m — 1 
classes de solutions générales suivant que l'on prend 1 , a, . . . . 
ou m — 1 relations eutre les m constantes. La solution la plus géné-
rale est celle où il n'y a qu'une relation entre les constantes, c'est-
à-dire où l'une d'elles seulement est regardée comme fonction 
des autres. Le degré de généralité diminue avec le nombre des constan-
tes arbitraires que l'on remplace par des fonctions arbitraires des autres. 



7o JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

Ain» en supposant une seule constante arbitraire fonction arbitraire 
des m—ι antres, comme dans La solution la plus générale, on laisse aux 
formules une étendue, une indétermination plus grande que si l'on 
supposait deux constantes arbitraires fonctions arbitraires des m— a 
autres, comme dans la seconde classe de solutions générales. En effet, 
si l'on se représente une fonction arbitraire de m — ι quantités, or-
donnée suivant les puissances d'une d'entre elles, les coefficients seront 
des fonctions arbitraires de m a quantités; de sorte qu'une fonction 
arbitraire de m — ι quantités contient un nombre infini de fonctions 
de m —- a quantités. On a comme limite de ces classes de solutions 
générales le cas où l'on suppose m relations entre nos m quantités , 
c'est-à-dire où on les regarde comme des constantes : c'est le cas de la 
solution complète. 

Les différentes espèces de solutions, que j'ai appelées solutions 
générales, contenant des fonctions arbitraires , on peut les parti-
culariser de manière qu'elles contiennent un nombre donné quel-
conque de constantes arbitraires ; car ou peut introduire dans chaque 
fonction arbitraire autant de constantes arbitraires que l'on veut. 
Si l'on donne aux fonctions arbitraires m constantes arbitraires en 
tout, m étant le nombre des variables indépendantes dans l'équa-
tion différentielle partielle, chaque solution générale ainsi particula-
risée avec m constantes arbitraires, deviendra une solution complète ; 
et de cette dernière, comme de la solution complète dont on est 
parti, on pourra déduire toutes les solutions dont l'équation diffé-
rentielle partielle donnée est susceptible. 

On peut de même particulariser chaque solution générale, de ma-
nière qu'il en résulte une solution appartenant à une classe moins 
générale. Si l'on a par exemple une solution dans laquelle k quan-
tités se trouvent fonctions arbitraires des m—~k antres, et si l est 
un nombre compris entre k et m, on peut particulariser ces k 
fonctions arbitraires des m — k quantités, de manière qu'aulaDt de 
fonctions arbitraires que l'on veut de m—l quantités y soient con-
tenues , et si l'on prend pour ces k fonctions arbitraires des formes 
particulières qui contiennent Ζ fonctions arbitraires de m—l quantités, 
on peut regarder cette solution comme une solution qui appartient 
à une classe moins générale et que l'on peut déduire de la solution 
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complète, en y considérant l constantes arbitraires comme fonctions 
arbitraires des autres, et en mettant pour celles-ci de telles fonctions 
que les coefficients différentiels partiels de la solution complète, pris 
par rapport à elles , s'évanouissent. 

III. 

Après avoir rappelé ces considérations connues, je reviens à l'é-
quation différentielle partielle qui nous occupe ici, savoir : 

Λ+
Ϊ

Σ », L(E:)
 +

 UO
 + W J = U 

La fonction S, comme elle a été définie plus haut, quand on y 
ajoute une constante arbitraire, en est une solution complète. Mais 
puisqu'il y a un nombre infini de solutions complètes, des formes les 
plus différentes, de la même équation différentielle partielle, il est 
clair que la fonction S n'est pas encore déterminée par l'équation 
différentielle partielle à laquelle elle satisfait. Cependant le système 
des 3η équations différentielles ordinaires du mouvement est com-
plètement remplacé par cette seule équation différentielle partielle; 
car on peut facilement démontrer qu'une quelconque de ses solutions 
complètes, suffit pour en déduire toutes les équations intégrales du 
mouvement. 

En effet, soit S une solution complète quelconque de l'équation 
différentielle partielle 

£+1 *£[(£)·+(0+(T)>°· 

Puisque le nombre des variables indépendantes est ici 3ra-+-1 , ces va-
riables étant le temps t et les Zn coordonnées, la solution complète doit 
contenir 3η -j- ι constantes arbitraires ; et l'on peut toujours supposer 
une de ces constantes combinée avec S par simple addition. Soient et,. 
«·>·■· ase> les 3η autres, et β,, β. . . /3g,, d'autres constantes arbi-
traires. Je vais démontrer que les 3« équations finies suivantes, entre 
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les 5n coordonnées x
it
 γ,, zit et le temps t, savoir 

— Ρ" ώΓ, — Ρ»·~ d^
n
 — «■' 

satisfont toujours au système donné d'équations différentielles ordi-
naires, savoir 

m> d/' —" dr,. * m' di' djn ' m' di" dz' 

En effet, si l'on différentie les équations finies données, les constantes 
arbitraires β,, β,,... /3j„, disparaîtront immédiatement, et l'on 
aura les 3η équations 

d — 

° — ~~df~ ~ d^Tt + 2 : χ· + dT.dy:·?' + z·)' 
d 

" (Le, d'S , ^ f «PS , d'S , d'S , \ 
°~ d t ~ d»,dt "f" V-^dr. X' dcL

x
djf' ■+" d«,dz, z' /' 

d 

° ~~ di — d^dl^ \d*
Sn

dx, "+■ d.
3n

djr/< "T
 dttZndZà

 ; » 

au moyen desquelles on déterminera les valeurs de ac\ , y\ , z\. Mais 
si l'on compare ces 3η équations avec les 3« équations identiques 
suivantes, qui se déduisent de l'équation donnée 

"-Î+I»=TGD'+(0+GS)3 
par la differentiation partielle par rapport à α,, α,,... au, savoir 

° da
t
dt m \d*,dr; * dx

t
 ' da.,djr

i
 ' djn ' d«,dz

a
· ' dzj ' 

° d et ,dt m\ d*,e£r, * dx
t
 da^dyt ' dy

i
 ' dxjdz. ' dz,·) ' 

— ^ . -ν J. ( d'S dS d'S dS d'S dS\ 
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on voit immédiatement que les valeurs cherchées de χ· , y- , ζ, , qui 
doivent satisfaire aux équations précédentes, sont 

dt m dx
t
 ' J 1 di m, dy,' 2' ' d/ m. dz. 

En différentiant encore une fois ces expressions, on aura 

m' dt* \dx,dx
k

 œ 1 dx,dyj * dx,dz
k

 Z V "+" dxdl ' 

m' d t* ( dy,dx
k

 X * dy.dydy
;
dz

k
 'V"^" dy,dt ' 

dF ~ 2 \d^d^ X * dz,dy
k
 ?" + d^ 2 V dzidt ' 

où l'on doit substituer pour kles valeurs 1,2,... τι, dans les sommes 
des seconds membres, tandis que i demeure invariable. Si l'on met 
dans ces équations pour x'k , y',, z't, les valeurs trouvées ci-dessus, 
elles se changent dans les suivantes : 

dsar, .ç. 1 / d'S dS d S dS d'S dS\ . d'S 
' dt' mk

 V dxidxic dx
k
 dx

k
dy

h
 dy

k
 dxidz

k
 ' dzy.) dx.dt ' 

m' d/1 m
k
 \dy

i
dx

i
 dx, dy,dy

k
 dy

k
 dy,dz

h
 ' dzj ' dy,dl ' 

m' dt' m
h
 V dz,dx

k
 dx

k
 dz,dy

k
 dy

k
 dz,dz

k
 ' dz

k
) dzidt' 

Mais les seconds membres sont les coefficients différentiels partiels de 
l'expression 

U [(S) +(^) + + 

pris par rapport a x
lt
 y

it
 ζPar suite il vient 

mi~d7 — d^' m' d t' — dy,' m' dt* ~~ dz 

ce qui est précisément le système donné des équations différentielles 
ordinaires. On a donc le théorème suivant : 

Tome 111. — FËVPJER I838. 10 
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THÉORÈME. 

Soient les 3η équations différentielles du second ordre 

à'x, dû d V, dû d'-z. du 
di> — άχ< ' dF — m dF — ' 

les équations différentielles du mouvement d'un système libre de η 
points matériels ; où U est une fonction donnée des 3η coordonnées 
-^i j y a ) dc

%
 , y, j » · · · m f y*f Z'b du temps /, et ou i doit 

prendre successivement toutes les valeurs ι, 2,. . . ». Soit S une 
intégrale complète quelconque de l'équation différentielle partielle, 

v=*+ï*i,i(£)'+(§)+(!)·]. 
laquelle intégrale contiendra d'abord une constante arbitraire com-
binée avec S par la seule addition, et puis encore 3« constantes ar-
bitraires se,, se,,... aSl : alors les intégrales complètes et finies des 
3η équations différentielles ordinaires du second ordre , avec 6» 
constantes arbitraires, sont 

! = £« Α-

ού les quantités β,, /3,,. .. β
3α

, sont 5n nouvelles constantes arbi-
traires : et les composantes des vitesses suivant les axes des coordon-
nées sont 

X' ~ ni, dx, ' m, dy~, ' m' dz> ' 

IV 

La (onction S telle qu'elle a été définie au commencement , est 
une des solutions complètes de l'équation différentielle partielle 
considérée dans ce qui précède ; et de plus c'est une fonction où les 
3η constantes arbitraires que contient S sont précisément les valeurs 
initiales des 3η quantités x

L
, j,, z„ que nous avons désignées par 

a,, b,, c,. 
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M. Hamilton donne, pour le cas le plus fréquent, qui est le seul 
qu'il ait considéré, savoir celui où la fonction des forces ne contient 
pas le temps explicitement, une autre équation différentielle par-
tielle du premier ordre à laquelle cette fonction S doit satisfaire. La 
loi des forces vives a lieu dans ce cas; on peut la représenter par 
l'équation 

U — jSm.sr," + jr·' + z,'*) = U„ — ̂ 2 m,(a, ' -f- h; + c, ■), 

où a■ , bl, c-, sont les valeurs initiales de x'i,y\, z-, et où U
0
 désigne 

la valeur de U en y mettant au lieu de oc,, y
iy

 z,, leurs valeurs ini-
tiales ait b,, c,. Mais 

J = U — i 2m.· (a?.· 2 + y'r + zi')· 

11 viendra donc, si la loi des forces vives a lieu, 

= U
e
 — iSnti (a,'* b!· -t- c'·;. 

Or on a, pour la forme que M. Hamilton a supposée à la fonction S, 
les équations 

dS dS > dS 
— m'° =-db,' m'C' de, ' 

en vertu desquelles l'équation précédente se change en celle-ci 

f=^-i^.[(0+(sy+(0]· 

L'est la seconde équation différentielle partielle à laquelle la fonction 
S de M. Hamilton satisfait, et par laquelle elle se distingue de toutes 
les autres solutions complètes de la première. Mais nous avons vu 
que chaque solution complète de cette première est tout-à-fait suffi-
sante pour trouver toutes les intégrales complètes des équations dif-
férentielles données du mouvement. 

Je ne conçois donc pas pourquoi M. Hamilton, pour pouvoir 
donner les intégrales complètes des équations différentielles propo-
sées, croit nécessaire de pouvoir trouver une fonction S de 6n -f- ι 

ΙΟ. . 
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variables, savoir des quantités x
if
 γ,, z

it a], bit
 c,, et du temps t, qui 

satisfasse en même temps aux deux équations différentielles partielles 
du premier ordre, 

tandis qu'il suffit, comme nous l'avons vu, de connaître une fonc-
tion quelconque des 3/i-f- ι quantités t, Xi,j~

lt
 zit qui satisfasse à la 

seule équation 

et contienne une constante arbitraire combinée avec elle par addi-
tion , et 3/z autres constantes arbitraires. M. Hamilton me paraît par 
cela même avoir présenté sa belle découverte sous un faux jour, 
ce qui la complique et la limite inutilement. Sa théorie, telle qu'il l'a 
énoncée, a aussi l'inconvénient d'être obscure quand on n'en a pas 
la démonstration sous les yeux ; car on ne peut définir une fonction 
par deux équations différentielles partielles, sans d'abord démontrer 
qu'une telle fonction est réellement possible. Par le choix qu'il a fait 
delà fonction particulière S, les constantes arbitraires deviennent 
les valeurs initiales des coordonnées et des composantes des vi-
tesses , suivant les axes des coordonnées ; mais cela n'est pas un avan-
tage, puisque l'introduction de ces constantes rend ordinairement 
les équations intégrales plus compliquées, et puisqu'on peut rame-
ner à cette forme les équations intégrales de toute autre forme. C'est 
peut-être pour avoir toujours considéré à la fois deux équations 
différentielles partielles, que M. Hamilton n'a pas appliqué à son 
théorème les règles générales que Lagrange donne dans ses leçons sur 
le calcul des fonctions pour l'intégration d'une équation différen-
tielle partielle non linéaire du premier ordre entre trois variables; et 
par cette raison, comme je le montrerai dans un autre mémoire, des 
résultats du plus grand intérêt pour la mécanique lui ont échappé. 

5È ät} k 1-S dx+(m+DS 

f+(£)'+©·]=«.. 

î + ;* = [(0 + (0+ (£)>». 
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Enfla la condition que la fonction S, après avoir satisfait à la pre-
mière équation différentielle partielle, satisfasse encore à la seconde, 
amène une restriction en ce qu'elle exclut le cas où la fonction 
des forces U contient aussi le temps explicitement : pour ce cas , 
en effet, la seconde équation différentielle partielle n'a plus lieu. 

V. 

On peut donner des formes différentes à l'équation différentielle 
partielle du premier ordre par laquelle 011 a remplacé les équations 
différentielles du mouvement, en prenant d'une part une autre fonc-
tion, au lieu de celle que l'on doit chercher, et d'autre part en 
changeant les variables. M. Hamilton en a donné plusieurs exemples: 
je n'en développerai qu'un seul, les autres paraissant ne pas présenter 
un intérêt aussi grand. 

Soit 

- hn, (xl* -f- jrl ' -f- ζ·\*) — U = H. 

Quand U ne contient pas t explicitement, c'est-à-dire quand la loi 
des forces vives a lieu, on a 

II = h, 

où h est une constante Supposons que la fonction S soit déterminée 

d'après la définition donnée par M. Hamilton, et qu'on ajoute 'j dt, 

à la valeur précédemment trouvée de d'S, nfin de former la différen-
tielle complète de S prise en donnant à toutes les 6n-f- 1 quantités 
qu'elle contient, des incréments infiniment petits et indépendant sentie 
eux. Puisque nous avons trouvé 

dt Ilj 

on aura pour la variation complète de S , 

cTS = — Hcf t -f- 1m, {x[£x, -hj.'J'r, -4- z'Sz-t) 
— —f— b,-cTù —f- c cf'cj. 
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En posant \ =S -f- Hi, il viendra 

cTV = icTH+ (jΡ;'<£τ,-f-/,'eiy, + z'cfz,) 
— ~S.m

i
{a',£a-f- b\£b -f- c.'eTc). 

Si l'on élimine t de la quantité S au moyen de l'équation 

;s τ» [(§,)' + Q' + (I)'] - υ = H , 

S et par conséquent V deviendra une fonction de H, et des 6n quan-
tités x„ y„ z„ a

L
, b„ c, ; et l'équation précédente donnera la valeur de 

J'Y exprimée par les variations de ces 6« -f- ι quantités. Donc, si 
l'on considère Y comme fonction de H, des coordonnées x,, y , z-, 
et de leurs valeurs initiales a

it
 b

if
 c

if
 les coefficients différentiel, 

partiels par rapport à ces quantités, seront 

dH — tf 

d\ , d\ 
d*. = m'X' ' ^ > 

dr, = "1<* ' ΤΓ — ~ m f'· ' 
d\ , dV 
-τ— = rn,z, . -j— = — m,c . 

Les valeurs donnent l'équation différentielle partielle 

:* = [(£)■+(£)■+(©>» +h. 

où l'on doit mettre dans la quantité U, au lieu de t, la différentielle par-
dV 

tielle ̂ , si U contient t explicitement. Mais quand U ne contient 

pas t explicitement, ce qui est le cas ordinaire, et qu'elle n'est qu'une 
fonction des coordonnées, l'équation différentielle partielle ne con-
tient point la différentielle partielle de V par rapport à H; c'est 
pourquoi dans l'intégration H est regardée comme une constante. 

Quand U ne contient pas t explicitement, et par conséquent quand 
H est une constante, on aura, en prenant pour S la même fonction 
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que M. Hamilton a prise , 

V == S + Hi = f [H γ, *-f- ζ.'*) -f- U]c/t: 
J il 

puisque H = -j-y,'*-j-z,'1)— U, cela fournit 

V = f ΊτηΧχ * -f- r' * -f- z,'·) dt — i\\t + -x f Udt. 

Dans le même cas, où H est une constante, 011 a aussi pour t — ο, 

^ Έιη, (a,' ' -f- b[1 + c, *) = U„ + H, 

ou 

;2
 s [(£)' + Q' + ©'] = »·+»< 

cest une seconde équation différentielle partielle, à laquelle la (onc-
tion U doit satisfaire. 

M. Hamilton définit la (onction V par ces deux équations diffé-
rentielles partielles; mais pour trouver les intégrales complètes des 
équations différentielles du mouvement, il est tout-à-fait suffisant de 
connaître une intégrale complète V de la première équation diffé-
rentielle partielle. 

En effet, si U contient la quantité t explicitement, considérons 
une solution complète quelconque de l'équation différentielle partielle 

;-*£[(£)'+ (0+(£)Ί = » + «· 

ou l'on doit mettre dans U, au lieu de t, sa valeur 
i/H 

Une telle solution contiendra une constante combinée avec Y par 
addition, et 3η autres constantes α,, a,,... a

3
,, puisqu'il y a ici 

5« + 1 variables indépendantes. Les 3η intégrales complètes et finies 
du système des 3« équations différentielles ordinaires du second ordre 

' dis dx<~' m' dr dy·' ilr dz, ' 
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avec 6n constantes arbitraires, deviennent alors 

dm
t
 ~ β" <£—&'··· d^„ — &*> 

°ù βι y $·>··· βΐι » s°nt les 3 η nouvelles constantes arbitraires. Les 
3/2 intégrales intermédiaires , avec 3η constantes arbitraires, devien-
dront 

dX dx dX 
d^ = m'x· ' 7$, = m'r· ' d£ = 

On peut remplacer la quantité H dans ces équations par t, en vertu 
de l'équation 

Y!
 =

 , 
d H · 

La démonstration est la même que pour la fonction S. 
Mais quand la fonction U ne contient pas t explicitement, l'équa-

tion différentielle partielle contient une variable indépendante de 
moins, parce que II devient dans ce cas une constante h. Les cons-
tantes arbitraires, dans une solution complète, se composent alors 
d'une constante combinée avec V par addition, et de 3τι— ι, autres 
que nous désignerons par α,, a,,... Les 3 η équations inté-
grales complètes et finies du mouvement sont, dans ce cas, 

dï,—P» d** — /^'··· Λ^Γ, ~ β3-" 

auxquelles on doit encore ajouter l'équation 

a = ' + T: 

β,, β.,··· βί—>> Ty sonl 3n nouvelles constantes arbitraires, de 
manière qu'on trouve encore ici 6n constantes arbitraires a

t

, a„,... 

«3.-., β., β*,·· -/3
3n
_,, h, τ; enfin les 3 η équations intermédiaires 

conservent la forme 

dï = m<*·' 17* = mJ" dï = m·^ 

La démonstration , qui a dû etre un peu modifiée ici, est la suivante. 
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La differentiation des équations 

β €L — a _j£X_ - a 
d*

x
 — d<t

%
 — Pl" — P3—' 

donne les 3η — ι équations suivantes 

f d'Y , , d'Y , , d'Y A 

2 ι J—τ~ xi H- .1 T, 4- , ,- ζ,· ) = ο, 

ν«3«_.^.Χ* da
3n

_,dji^' d*
3
„_,dzi *'/ ' 

qui déterminent les rapports des 3η quantités x- ,yi , z[, puisqu'elles 
ne contiennent point de terme qui ne soit multiplié par une de ces 
quantités. Si l'on différentie l'équation différentielle partielle donnée, 
savoir 

;* = [(£)' + (£)■ + ©·]=" + *■ 

par rapport à α,, a,,... on aura les 3« —■ ι équations 

J_ / d'Y dY d'Y dY d'Y dYy _ 
m \daldxi ' dxi daxdjr, * dj~, da,dzi' dzj °' 

ι / d'Y dY d'Y dY d'Y d_Y\ 
m· \da%dXi' dxi * d*xdj, ' dyt dn^dz' dzj ~~ °T 

................................... 

2
 _t_ / d'Y dY d'Y dY d'Y d_Y\ __ 

mi \da3,_tdx' ' dxi d»i„_ldyl ' dj\ c/a3,' dzj 

En comparant ces 3n — ι équations avec les 3« — ι équations 
précédentes, on voit d'abord que les 3« quantités χ- , y, , ζ, , sont 

entre elles comme ■■ ̂  τ—, -^L-· Si de plus on différentie 

l'équation 

π = ' + T' 

Tome III. —Flvrier i838. h 
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on aura 
/ d'Y , , d'Y , . d'Y , \ 

dhdjdhdz, Z' ) ~~ 1 ' 

et en différentiant par rapport à h seulement lequation différentielle 
partielle donnée, on trouve 

j s d'Y dY d*Y dV _£V dV\ __ 
m! \dhdxi dx

t
 dhdjr, djTi dhdz

i
 dz·} 

Si l'on compare ces deux équations ensemble, et qu'on se rappelle 
que les quantités χ[, jr- , z[, sont respectivement proportionnelles 

a m dx ' m ~dy. ' m dz * oa v °IU e"es 'eur sont respectivement 

égales, ce qui donne les 5η équations 

, j_ , j_ dV , dV 
mi dx-' ^' nti djrd Zl m,· dz·' 

En différentiant de nouveau, et substituant dans les différentielles 
pour x[, r'i , z[, ces valeurs, il vient 

d'jf. r f d'Y dV d'Y dY d'Y dY\ 
' df m

A
 \dx,dx

k
 dx

k dxtdjk dy
k
 ' dx,dzk ' dzkP 

d'ji j_ /d'Y dY _d'Y dY tfV dV\ 
' dl' mk\dj-idxb dxk djridjrk djrk ■" dj-tdzk 'dzj' 
m &ζ· 2 _i / d'Y dY d'Y dY d'Y dY\ 

' d*2 m
k
 \dz

:
dx

k
 dx

k
 ' dz,dj-

k
 dy

k
 ' dz,dz

k
 ' dzj ' 

où i reste invariable tandis que k prend les valeurs 1,2,... n. Les 
seconds membres sont ici les coefficients différentiels partiels de 
l'expression 

* i K0+m+©ι=° 

pris par rapport à x
if

 jr
it ζ,·. On a donc 

d'à:,· dû d'y
;
 dû d'zi dû 

dF mi~dF — m' ~dé ~~ did 

ce qu'il s'agissait de démontrer. 
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Dans les applications, la fonction S paraît être principalement 
utile quand la fonction des forces U contient t explicitement. Au 
contraire la fonction V et l'introduction de la quantité H au lieu du 
temps t sont d'un grand avantage dans le cas plus fréquent où U 
est fonction des coordonnées seules : car puisque H est une constante 
dans ce dernier cas, en vertu de la loi des forces vives, l'équation 
différentielle partielle contient une variable et la solution complète 
que l'on cherche une constante arbitraire de moins. La fonction V 
dont M. Hamilton fait usage, pour trouver les équations intégrales 
complètes du mouvement, et qui doit satisfaire en même temps à 
deux équations différentielles partielles du premier ordre, a donc le 
grave inconvénient de contenir une quantité de plus qu'il n'est 
nécessaire : elle dépend en effet de h, des 3η coordonnées et de leurs 
3η valeurs initiales, tandis qu'il suffit d'avoir une solution d'une seule 
équation différentielle partielle qui contienne h, les 3« coordonnées, 
et 3« — ι constantes arbitraires. 

VI. 

Si la fonction des forces ne contient pas explicitement le temps l , 
on peut facilement chasser la quantité t des équations différentielles 
du mouvement, en les remplaçant par un système de 6« — ι 
équations différentielles du premier ordre, entre les 6n variables 
x

t
,Yi, z

t
, x[, jri, zl. En effet, si l'on désigne par q,, . <j

3n
, 

les coordonnées des «points et par q[, q[,. . . qi
t

, les produits res-
pectifs de leurs masses par les projections de leurs vitesses sur les 
axes des coordonnées , on pourra représenter les équations diffé-
rentielles du mouvement, savoir 

d'x. dû dy, dû d'Zi dV 
m' Âë — m' dF — dy,' m' "d? te' 

par la proportion 

dq, : dq
t
.. .dq3a : dq'

t
 : dq[. . .dqi

n
 = 

ι ,
 #

 ι , ι ^ dû . dU , dû 

u1......u2....u3n d'q' ''''''dq 

Les quantités μ
ι}

μ
χ
,... μ

ΐη
, se divisent en η groupes de trois 

II.. 
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quantités chacun , et dans un groupe quelconque, chaque quan-
tité μ est égale à la masse du point auquel le groupe répond. Cette 
proportion remplace 6n — ι équations ; mais le nombre de ces 
équations, comme celui des variables, peut être diminué d'une 
unité en éliminant une des variables par l'équation des forces vives, 
qui a lieu dans le cas présent et qui peut être écrite ainsi 

! Gr,i‘'+ ¿+ • • • + ¿ »«■")=u +h-

Si l'on a complètement intégré ces équations, et qu'on ait de cette 
manière exprimé les 6« variables q

t
,q

%
,... q

3
„, q', qj,... q

Sa
', en 

fonction d'une d'entre elles, de q, par exemple, on aura le temps par 
une quadrature au moyen de l'équation 

dt — fi,dq.= n.fdq, 

Pour trouver la fonction V donnée par M. Hamilton, il n'est pas né-
cessaire d'effectuer cette quadrature, mais on l'obtient immédiate-
ment par une quadrature sans connaître t, si l'on a exprimé les 6n 
variables q,, q

%
, q

u> q',,q\, ·. · q'a,, en fonction d'une d'entre elles. 
En effet, on peut exprimer la fonction 

v
 =fX

m
· {
χ''+τ··+^ι=ίΧ^·'·+^ι··+· ■ ·+£?»'■ )<"■ 

par l'équation 

ν = f(q\dq, + q\dq
t
 ..+ q'

ia
dq

u
), 

de laquelle t est entièrement sorti. 
Si qXa) désigne la valeur de q

t
 pour t = o, de sorte que.... 

t — » il faudra que l'intégrale V s'évanouisse pour... 
q=q'(0). 

L'intégrale qui exprime la valeur de t est la différentielle partielle 
prise par rapport à Λ de l'intégrale qui exprime la valeur de V, 

comme on le voit par l'équation On arrive ordinairement à 
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une intégrale nouvelle en différentiant ainsi une intégrale par rapport 
à une constante. Mais il y a un cas très remarquable qui se présente 
dans l'astronomie physique, où les deux intégrales t et V peuvent être 
ramenées immédiatement l'une à l'autre. 

C'est le cas où la fonction des forces est une fonction homogène 
des coordonnées. 

Supposons que la fonction des forces U soit une fonction homogène 
du degré t des 3η coordonnées x

t
 , y,, ζ, : alors on aura 

+^) = «u-+^) = «u-ôu +^) = «u-

Donc, à cause des équations différentielles du mouvement. 

_ / d'à·; , d'r, . d*z,\
 TT 

(*·" 7F +'' dF + z< dF) = iU' 

Le premier membre devient une différentielle exacte en y ajoutant 
la force vive 

-μ 421· jl. ** — oU -μ ih 
2m'\dι dt + d< dt ^ di · dt) 2V ̂  2flm 

En intégrant ensuite par rapport à t et à partir de t — ο, il vient 

ïni
i
(*.^/4-rj

r
/4"

z
«-
a

<')—
Xrn
i4" + r<Ci') = (2 + f) y Vdt -f- zht. 

Mais on a aussi 

V =y 2m, (X/* ■+■ y/* + z/*j dt = 2 y Ui/ί + ·* 

donc 

Xm, (x,x,'+y,j/d- z.z/) — 2m, = (i + '-) V—tht. 

C'est l'équation qui lie entre elles les fonctions V et t. Puisque le 
premier membre de cette équation est une différentielle exacte, on 
pourra trouver l'intégrale fNdt. 
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Si l'on pose 

R = 2m, (ar? -f· y] -f z'
:
), R' = ̂ , 

et que l'on appelle R., R'„, les valeurs initiales de R, R', on peut 
écrire l'équation précédente de cette manière 

R' — R
D
' = (2 + i)V — 2.1ht: 

et l'on en tire en intégrant 

R — R, — R.'i = (2 ί) J" Xdt — eht*. 

Dans le cas du système du monde, la fonction des forces U est du 
degré — ι , et par conséquent 1 = — 1. On a donc alors 

R' — R.' = V 2ht. 

Quand la fonction des forces est du degré — 2 , c'est-à-dire quand 
5 = — 2, on ne peut plus se servir des formules précédentes pour 
ramener la fonction "V à la fonction t, parce que le terme multiplié 
par V s'évanouit. Mais dans ce cas on a deux nouvelles intégrales 
des équations différentielles du mouvement, savoir 

R' — R.' = 4Λί, R — R
0
 — R.'< = iht%, 

qui contiennent deux constantes arbitraires R„, R
0
'. C'est le cas d'un 

système de points matériels assujétis à des attractions mutuelles 
qui s'exercent en raison inverse du cube des distances. 

Si l'on met pour t sa valeur 

t ~ ̂  

on aura d'après les formules précédentes 

R' — R/ = (2 + e) X — 2thÇ
k

 : 

De là on déduit, en intégrant par rapport à A, 
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2 -+- 3* 2 4- t 

fh ~~~ (R' — R/) dh=— nh V + k, 

équation où k est une quantité indépendante de h. 
Si donc on connaît V pour une valeur particulière de h, par 

exemple pour h — o, on pourra trouver V en intégrant par rapport 
à h. Pour ι — — 1 , la formule précédente deviendra 

/
(
R' _R„')A_ = VÂ-V + k; 

R' — R„' doit être exprimée en fonction de h et des valeurs initiales 
et finales des coordonnées, mais en intégrant on doit regarder h 
comme seule variable. 

Je ferai encore à cette occasion les remarques suivantes. On déduit 
des formules précédentes la différentielle du second ordre de R par 
rapport au temps, exprimée par la fonction des forces, au moyen 
de l'équation 

; sf = u + Λ· 

Pour g = — i
?
 cette équation se réduit à 

2¥ = U + 2Â· 

Maintenant si M désigne la somme des masses, et X, Y, Z, les 
coordonnées du centre de gravité, c'est-à-dire si 

MX = Σιη
ι

χ
ι

, MY = Σ m, 7,, MZ = Σ/η,ζ„ 

on pourra, d'après une transformation algébrique connue, et souvent 
employée par Lagrange, exprimer la quantité MR de la manière 
suivante : 

MR = yî + z*) 
= S.mpiyliXi — χ

λ
)" H- (7.-7»)'+ (

z
< —

 z
»)*] + M»(X*-f Y1 + Ζ

1

), 

c'est-à-dire (en nommant r
hi

 la distance des masses m, , mt) 

MR = Σ/η,/η^ + M* (X* + Y· + Ζ·), 

où l'on doit étendre la somme Σ à tous les groupes de deux points 
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dans le système. Le centre de gravité d'un système de corjjls assu-
jétis seulement à leurs attractions mutuelles se meut en ligne droite 
d'une manière uniforme, en sorte que l'on a 

X = «i + /2, Y = a't + P, Ζ = a"t -+- β". 

Au moyen de la transformation donnée de mR et en faisant 

y' = «· + a'" -f- a*', 

on trouve donc pour le cas de t — — ι, 

- d Σ — MU + 2 -M V, 

où y est la vitesse du centre de gravité. Si l'on substitue l'expression 
de la fonction des forces U qui a lieu dans la loi d'attraction de 
Newton , il viendra 

1
 =

 2 + 2h — M>\ 

Mais, par la loi des forces vives, 

Σ/η, (.χ/* 4- 2/') — 22 =2h : 

on a donc l'équation 

, iwgû·
 = Σ mW

.
 +Jr

 ,.
 + Z

 _
 M>

, _ s ̂  
* ( ί ft 

L'expression 

^ 1.m
i
m

l
r„

k
* = 2/n,(jr,* -\-j* -f- ζ,1) — M(X* + Y* + Z") 

est égale à la somme des masses du système multipliées respective-
ment par les carrés de leurs distances au centre de gravité. On le 
prouve par l'équation même que nous venons d'écrire, en y prenant 

le centre de gravité pour origine des coordonnées, ce qui fait 
X = Y = Ζ = o. On prouve semblablement que 

Σ m (λ·/* -j-y,'» + z/') — My' 
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est la forte vive relative au centre de gravité, c'est-à-dire la somme 
des masses du système multipliées respectivement par les carrés de 
leurs vitesses autour de son centre de gravité. Si le système est stable, 
l'expression 

ne doit devenir ni l'infini ni o, lorsque t croît indéfiniment. D'où il 
suit facilement que sa différentielle du second ordre ne doit jamais 
conserver constamment le même signe à partir d'un temps quel-
conque. Les deux équations 

. = ^ _mimi rik2 _ miùr* mù 
2 Md<e rhk ' 

Ϊ Mdr = + y' + ζ· ) -M> -2 -77 » 

montrent donc que, pour que le mouvement autour du centre de 
gravité du système soit stable: i° la constante 2h —M>* doit être 
négative ; à cause de l'équation 

2 h — = 1m, (x'% -f- y!* -f- ζ/') — M71 — 2 Σ —'"k

 t 

cela revient à dire que la force vive relative au centre de gravité doit 
toujours rester plus petite que le double de la fonction des forces; 1° la 
force vive relative au centre de gravité doit être alternativement plus 
grande et plus petite que la fonction des forces; 5° la fonction des 
forces, de même que la force vive relative, doit être alternativement 
plus grande et plus petite que la constante My* — ih. 

Développons la force vive et la fonction des forces en séries de 
cosinus et sinus d'angles proportionnels au temps: si le système est 
stable, la quantité — ih doit être la vraiè valeur du terme cons-
tant dans chaque série, car une valeur différente du terme constant 
donnerait dans l'expression de 

Σ mjri, r„* 

des ternies multipliés par le carré du temps , et qui, par conséquent, 
croîtraient indéfiniment avec le temps. 

Tome 111 — Fctuek i83S 12 
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VII. 

Pour expliquer ce qui précède par un exemple, je donnerai la 
fonction V pour un cas très simple, le mouvement elliptique d'une 
planète. Puisqu'on connaît par le théorème de Lambert l'expression 
du temps écoulé t en fonction des valeurs initiales et finales des 
coordonnées, on pourra, par ce qui a été dit dans le paragraphe 
précédent , trouver immédiatement la valeur de V sans une 

dr nouvelle intégration. Soit r le rayon vecteur, r = ^, Ε l'ano-

malie excentrique, r
a

, r„', E
0
 les valeurs initiales de r, r', E; soit de 

plus k* la force attractive pour l'unité d'espace, e l'excentricité , a le 
demi grand axe. Si l'on prend comme M. Gauss (Theoria motus, 
page 120), 

—Γ~=8> —T~ =G' 

et qu'on introduise un angle auxiliaire A au moyen de l'équation 

e cos G = cos h, 
puis que l'on fasse 

A-f-g =6, h—g — i', 

on aura pour l'expression du temps écoulé 

i>|wt = e — sin « — ( e' — sin t'). 

La loi des forces vives donne 

To {x'-+y+¿-)'=k-(i - i-). 

k* 
de sorte que la constante h est ici — — , et la fonction des forces U 

k2 

est ici —. Donc si l'on met dans la formule du paragraphe précédent 

R' — R', =5 V H- %ht 

pour R et A leurs valeurs, savoir, 

R = r', A = — — , 
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on aura 

V = 2 (rr' — r
0
rj) ~ t. 

J'ai négligé ici dans les expressions de V, R, h, la masse de la planète 
attirée, parce qu'elle est facteur de ces trois quantités, et par consé-
quent disparaît du calcul. 

Les formules connues du mouvement elliptique donnent 

rz' = k \/a. e sin Ε , 
donc 

rr* — r
#
r0' = k\/a. e (sin Ε — sin E„) 

= RA \/a. e sin g cosG = ik \/«sing cos h = k\Ja (sins — sins'). 

En se servant de cette expression et de l'expression du temps t donnée 
par Lambert, on aura pour V une expression semblable à celle de t, 
savoir 

V = k \^a [e -f· sin s — (i' -f- sin s')], 
k9 

qui ne diffère de — t que par le eigne des sinus. Si l'on désigne par f 

la corde de l'arc qui unit les points initial et final, on aura , d'aprè-
les formules dounées par M. Gauss à l'endroit cité, 

. J r 4- r0 4- fin* - ê = ; 2 4<zsm* - ír 4- ro —4* 
ou 

r1 = x* -\-y* -f- z%, r' — x.' -I- J*' -f- ζ*, 
f — (χ — x

0
y 4- (r — y»r -f- (z —*.)■· 

Au moyen de ces formules, V aussi bien que t est exprimé par les 
coordonnées des points initial et final, et par le grand axe. L'ex-
pression donnée ici pour V coïncide avec celle trouvée par M. Hamil-
ton par un autre procédé. 

Si l'on fait varier dans l'expression donnée de Y toutes les quantités 
à l'exception de A et a , on aura 

eTV = 2k{/a cos1 — cos* ς 

Mais l'on a 

sin - g cos - i.Jg = —— ,—, sin — £ - cos - £.dt = 
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Donc en considérant les équations 

3 i cotang - « 2 sin - (i — » )I , 2 810 g— cotang - c =s — —2 .1.1, . I I ,sin - in - i - sin - i sin - « 

4 cotang sm - (í ■+* i ) : i f 2■ t -f- cotang - « :=l 2 .1.1. .1.1sin - f sin - t sin - « in – i 2 2 2 2. 

on aura 
jvy k [sin hip — sin g (Sr -4- JQ] 

./- .1.1, 2 y o sin - c sin - « 
2 2 

On peut, en vertu des formules précédentes, mettre le dénomina-
teur sous la forme 

% V/a. sin i . sin i f' = -Qr a 2 2{/a 

Si l'on introduit dans cette formule l'angle formé par les rayons vec-
teurs r et r„, que nous appellerons avec M. Gauss 2 f, on aura 

r* -f- r* — f* = arr
Q
 cos2/, 

1i1 ' / * * • 1 f COS f . J dou 2 y a sin -t sin - e = \rr0V. 

Donc on a, pour la variation de V, l'équation 

jv y k\/a [sinA/p — sing(Jp 4- JfJ] 
cos/1/ rr0 

dans laquelle on peut remplacer un des angles g, h, par l'autre au 
moyen de l'équation 

ρ = sa sing sinA, 

qui se déduit facilement des formules précédentes. L'expression de la 
variation de V donne immédiatement les projections sur les axes des 
coordonnées des vitesses des points initial et final. En effet, si l'on 
exprime f, r, r., par les coordonnées, on trouve : 

cosA/ rr„ dx- cos fv rr' xo-xsx 'u' 

y = % = —(Z=Î! sm* - ί sing), 
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2. <Pfz ~~ dz_kVa,z-^ ùnhcosfy rrQ \ Pj. s'nS 

k [/acos/y/Z /CE —■ X Q • j | X0 •^\~T~ sinh + TsmSrrrt > r 'o 

rj = - ? = —f^=i* δϊηΛ + ώ sing), 

^o' = — ? = —77= (-■ • - sin A -H ~ SÎDrftsfl/ rr V P 

Si l'on appelle 6 le demi-petit axe, en se rappelant l'e'quation donnée 
par M. Gauss, 

b sing = sin f \/rr
a

, 

b> et que l'on fasse le dem^- paramètre — —p, on déduira facilement 

de ces formules les suivantes : 

"--•'--Tf £+?)' 

r J-— {/ρ \τ+ιϋ' 

* tang/ Vpzo= -tangf (z'+zo) 
d ou après quelques reductions, 

\/[V — •ro')* + (/ — Jo'Y (*' — *o')'~2 — 

J'ai ajouté ces formules à cause de leur simplicité. J'observe encore 

que les quantités —| —h — sont égales à la quantité 

ι cosf multipliée par les cosinus des angles que la ligne qui divise 
en deux parties égales l'angle formé par les rayons vecteurs fait avec 
les axes des coordonnées. 

On peut vérifier l'expression trouvée de V au moyen de l'équation 
dX 

. dX __ _*_■ __ ia* dX 
dh za k* da' 

Si l'on prend la différentielle partielle, par rapport à α de l'expression 
Y = k^a [2 -f- sin g — (g' sin g")l. 

ou aura l'équation 
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£ = itya (cos· 4 - cos- J ί'^) + ^ V. 

Mais on tire des équations 

oelles-α : 

sm*ïî = 7 i, sm* { ι' = e, 

cos T e — = — -—- , cos 1 tat s= — —— . 

L'équation précédente devient donc 

9V dak . . ,v . V k — (sin i — srn i ) H = — V/o *a 7.1/a [t — í — (sin ( — sin ] = k* <,2fl 

ce qu'il s'agissait de démontrer. 
L'équation différentielle partielle, à l'intégration complète de la-

quelle on peut ramener le mouvement d'un système de points qui 
s'attirent mutuellement, et qui sont attirés vers des centres fixes, était 

1-2w [ [(0 + (0 + (S)'] =u + *· 

Il s'ensuit que pour notre exemple, l'équation différentielle partielle 
sur l'intégration de laquelle on ramène le mouvement d'une planète 
autour du soleil est 

■[(£)·+Ο
+
(0]=* -=]="G - ά) · 

Je vais maintenant démontrer que l'expression donnée de V satisfait 
réellement à cette équation différentielle partielle. Car si l'on se rappelle 

les valeurs trouvées précédemment pour ̂ ~ et que l'on 
tienne compte des équations 

cc{x—^o)4-y(y—To)+z(z—z
0
) = r

0
—rr.cos2/, singsinA , 

on aura 

C(eM0'+(0'] 

Mais on a 

sin· Λ -f- sin* g = 2 ^sin' cos' -f- sin* cos* ̂  

= 2 ^sin* *- -f- sin* ̂  — 4 sin* sin* , 
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ou d'après les formules précédemment données, 

sm*Λ -f- sin'L' = — : . 

Donc 

α (sin* Λ -f- sin*g) — (r — r
0
 cos 2 f) = cos*/ ^2 — Q 

et par suite 

[car h- o+©>*•<* -a-

ce qui est l'équation cherchée. Nous voyons en même temps de cette 
manière que les valeurs données de χ , γ', ζ' satisfont à l'équation 
de la force vive. 

Dans le mouvement parabolique, la constante, qui dans la loi de 
la conservation de la force vive, est ajoutée à la fonction des forces, 
disparaît, ou α devient ce. Les angles ί, s', h, g, deviennent des 

infiniment petits de l'ordre On déduit donc pour ce cas, des 
formules précédentes celles-ci 

V/α.ί = y/{r+r
Q
 + f), s/a.i'= \/(r + r, — j>): 

puis 

\/a.3 . (ê — sin ê) = ^ \/a3. s3 = g (r -f- /·„ -f- p)/ 

\/a3. (t — sin ê') = g \/a3.in = g (r + r, — p)'<, 

au moyen desquelles les expressions données de V et t prennent la 
forme 

V = 2*[l/(r4-r0-f-p) —v/Q- + 

'= ά &'■+r* + ?y — (r+r»—f)']5 

dont la dernière est l'expression connue du temps, dans le mouve-
ment parabolique d'une comète. Si l'on pose pour abréger, 

t7F+
r

o —t) W+r. + c)— ' t/{r Jrr
0

~~i)~ \/{r+//+/) = B ' 

on en tirera 
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=e="C-r
A B

)-*·'=-S-=
A+

7l
B
) ■ 

^b)· *'=-£=*epA+*B> 

^ -S=«C-p!A-^> «^-«-'(rr Α+£Ό· 
M. Hamilton donne aux expressions de t et V une forme particu-
lière que je vais indiquer. 

En effet, puisqu'on déduit ï de e en écrivant ρ au lieu de /, 
on peut écrire la valeur de V de cette manière 

V = k\/ a f* ' ( ι + cos t) j- dp. 

en considérant a , r, r„ comme constantes, et ρ comme seule variable 
pendant l'intégration. 

Mais puisque 

§in*¿6 = r-±^±-^ 4 a 
on a 

s* I Ä 1in i € cos = —■*>1 
donc 

(ï-hcosê)^ — COS^ÉJ- _ _
ί
_
ττ

__
 f 

et par conséquent 

v = k f+>( 1 - — fV </
r

. 

A* da 4 J -,\r + rQ+ς 4a) ?' 

ce sont les expressions données par M. Hamilton. Si l'on y fait 
(i = oo, ou a négative, on a les formules pour le mouvement pa-
rabolique et hyperbolique. 

{La suite à un autre cahier.) 


