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Sur la Réduction de lintégration des Equations différen-
tielles partielles du premier ordre entre un nombre quel-
conque de variables & Uintégration d'un seul systeme
d équations différentielles ordinaires ;

Pir M. JACOBI (*).

L.

M. Hamilton a trouvé (Transactions Philosophiques, 1834, p. I,
et 1855 p. I), ce résultat remarquable, que dans les cas de la méca-
nique ou la loi des forces vives a lieu, les équations intégrales du
mouvement, de méme que les équations différentielles sous la forme
que Lagrange leur a donnée, se laissent toutes exprimer par les
coefficients différentiels partiels d’'une seule fonction.

Voici & peu pres la marche qu'il a suivie : soient

d’.’t; dF dFl

™ = .zx,’H +“-?;+---
dy: __dU

m,dt, (lrl+ +A.dj+.o
dz‘

"l. d" dz +A +A, dz +.a-.

les équations différentielles du mouvement d’un systéme de 7 points
matériels qui satisfont aux conditions F=o, F,=o,...

Dans ces équations V'indice i prend successivement les valeurs 1,
2,... n; et m signifie la masse d'un point dont les coordonnées rec-
tangulaires sont &y, 71, 2. Cest la forme que Lagrange a donnée aux
équations différentielles, et qui peut toujours leur étre donnée dans
les cas ou la loi des forces vives a lien, c'est-a-dire quand

t2n () + () + (] =0+ 5

(*). Ce Mémoire est tiré, comme le précédent, du Journal de M. Crelle.
(J. LiouvitLE.)
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h étant une constante. Les quantités A, A ,... sont des facteurs
introduits pour la symétrie, et qui doivent étre éliminés a l'aide
des équations de condition. Fappelle la fonction U, dout la différen-
tiation partielle donne les forces employées, la fonction des forces.

Quand on aura complétement intégré les équations différentielles
données, on connaitra les 37 coordonnées en fonctions du temps,
et des constantes arbitraires. Substituons ces valeurs dans la fonction
des forces U, et dans sa différentielle partielle prise par rapport a
une des coustantes que j’appellerai a : nous aurons

dU =3 du d.r dU dj.+dU dz)
daz dr, dj da dz: " da

d.z'. dy, d]‘, d2z; dz;
= Zm dr du+ ar + dr da)

car les facteurs de A, A,,... s'évanouissent a cause des équations de
conditions.

On peut donner 3 la derniere équation la forme :

dr, dz: | dy, dy; | dz: dz
w_ " G ataata %)

de di

dr daI dj.’ d‘j,' dzi; dHZi )

—2m( g v E  da @ )

La derniére partie du second membre peut aussi se mettre sous la
forme d’'une différentielle partielle prise par rapport & a, savoir

(@) + (@) + @)
2
ce qui réduit I'équation précédente a

(v o[+ (84T

dz; dx; d_y. dy: | dzi dzi
(G T+ T T T d)

de
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Lette équation remarquable n’a pas échappé aux analystes qui se sont
occupés de la variation des constantes dans les problémes de
mécanique. 1l s'ensuit facilement un des théoremes les plus impor~
tants de cette théorie. En effet, si Fon pose

dx__,c{y__,dz__,
@& T T g =Yg =5,

de maniére que 'équation précédente devienne

,dx; ,d_}"» dz
A[U o 5, @7 b ' 20 ] mi\%i e T4, +"vd¢>,

da de

et s1 I'on designe par £ une autre constante arbitraire quelconque ,
on voit que les deux expressions

’ d.l',- ’ dy,— , dz;
dxere; ( ! “du —+- ﬁ-{-z‘ _3;)

de ?
et

dzm, (=1 G+ 7 5L

d:

, dx; o dy, , dei
2

sont les coefficients différentiels partiels de la méme expression,
savoir

U Zmi(x + 7+ 2%,

pris respectivement par rapport a « et par rapport 4 3. Donc la diffe-
rentielle par rapport 3 8 du premier coefficient différentiel, est
€gale 4 la différentielle par.rapport & & du second ; ce qui donne aprés
les simplifications nécessaires, :

dr, | dr: dr,; dz] dz;

% tE et &7
de

dr; dx; dy; dy; dz  dz;

4Bt us Y

de

dzm; (% .

dx m;

|

0.
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Cette équation fait voir que la quantité
dr, dx; d_}’: dy: dz; dz
ds * da dﬁ"??+71? Tz&)
d_y, d_y, dz, dz,
— (G S e D),

est indépendante de ¢, c’est-a-dire qu'elle est une counstante, ce qu
est le célebre théoreme diia Lagrange. On démontre aussi facilement
quen appelant cette expression (z, ), et désignant par 3 une troi-
steme constante arbitraire, on aura les équations

Zm

(d" a)':of (“’ ﬁ)"*‘(ﬁ; a)=0’ e, ?)‘I‘d?")‘f"d-(i;“):u

Mais M. Hamilton tire de I'équation que nous avons trouvée, savoir .

dJ‘ , dz,
d[U 4 13m @2 477 +27)) (= G+ T %)

da d¢ ’

de nouveaux avantages par le procédé suivant, qui est tres remcr-
quable en lui-méme et parles résultats auxquels il conduit.
En effet, st 'on pose

=fu’ (U sZm, (2t 4y 4z *)]de,

on aura

dS_ td[U 4 13m, (a2 49 + 2 3}
Z“‘f de de,

ou , par suite de I'équation précédente ,

d
dzm,{ =, _‘+j‘ g‘+ z d{z‘
‘

as __ podEm =
d:—ﬁ de de.

Sia,b,c, représentent les valeurs initiales de x, 5, z, et a’, &', .
celles de &', »', 2’, cette équation donnera

dS ,dx; cdyi o dz\ , da, e,
- Zm( - ot )-—-Em( d¢+1 +t. i
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S est fonction de ¢ et des constantes arbitraires. Elle est définie par
cela méme que sa différentielle prise par rapport a ¢ est égale a la
fonction des forces plus la moitié de la force vive. La derniere
équation donne le moyen de trouver aussi la différentielle de S
en ve faisant varier que les constantes arbitraires. En effet, si Yon
désigne par d' la différenticlle que on obtient en faisant varier
simultanément toutes les constantes arbitraires, mais en laissant ¢
1nvariable, I'équation précédente aprés avoir été multipliée par dz et
aprés qu'on aura pris la somme de toutes les équations analogues,
deviendra

d8 = Em(x/d'x. +yidy, 4z d'z) — =m, (aid'a;4-bdb,+c.dc);
cest la différentielle complete de S en laissant ¢ constant, et consi-
dérant S comme fonction des constantes arbitraires.

Quand le systéme est tout-a-fait libre, on a un nombre 67 de cons-
tantes arbitraires, dont S et les 67 quantités x, v,z,a, b, c, sontre-
gardées comme fonctions. On pourradonc, en se servant des €quations
intégrales, exprimer les 37 quantités a, b, ¢ par ces 6n constantes ,
et les 3n quantités &, ¥, z par ces constantes et le temps ¢. On peut
donc regarder les 62 constantes arbitraires comme fonctions du temps
et des 6n quantités x, y, z, a, b, ¢, ce qui rendra S fonction du
temps ¢, et des 6z quantités x, ¥, 3, a, b, ¢. Si l'on prend dans ce
sens les coefficients différentiels partiels de S, la derniére €quation
donnera immédiatement les différentielles partielles de S prises par
rapport aux quantilés x, 3, z, a, b, c; savoir :

ds r's ﬁ s
d_l‘.‘ — mixi b4 d_a‘ == — ma, ’
as as b
‘i—y-'_—’".:‘]’i’ d'—b:——‘mi‘,
ds . ds ’
d—z,- == myz,, 'd—c‘ = - mgc,.

Ces 6n équations peuvent étre regardées comme les €quations inté-
tégrales complétes du probléme proposé. Les 3n équations i gauche
sont les 3n intégrales du premier ordre (que M. Hamilton appelle
intégrales intermédiaires), et les équations i droite sont les 37 inté -
grales finies elles-mémes.
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Si le systéme n'est pas libre, et que l'on ait les & conditions
F=o, F, = o, e..o.Fpy = o,

auxquelles tous ses points doivent satisfaire , on pourra réduire les 31
fonctions cherchées x, y, z, 3 un nombre 3n—%, et les 3n équa-
tions différentielles du second ordre se réduiront aussi & 37 — 4. On
n'a donc que 6n— 2k constantes arbitraires, au lieu desquelles on
pourra introduire dans P'expression de S les 3n—k quantités auxquelles
on a réduit les 3n quantités o, y, z; et leurs valeurs initiales aux-
quelles les 32 quantités a, &, ¢ se laissent ramener par les mémes
€quations de condition. L’équation par laquelle, en supposant £ cons-
tant, nous avons exprimé la différentielle complete de S, prise dans le
sens précédemment indiqué, peut se metire sous la forme

o= 3= c;ﬁ — mix,.'>dx,- + = gi— - mla,.’)a’a,.

r,
-+ = (j} — m,]f)dy,. -+ E(:—g -+ m,b,.')db‘-
-+ = (‘Z% — m‘vz,f>dz,- -+ = (% -+ m,-c{)a'c

Eliminons-en, au moyen des équations de condition, un nombre £
des 3n différentielles, dx, dy, dz; et un méme nombre des 3n dif-
férentielles, da, db, dc : cctte opération étant effectuée, le facteur
de chacune des autres différentielles indépendantes doit étre égal a o.
Soit F© ce que devient la valeur de F, en y substituant au lieu de
x, ¥, z, les valeurs initiales a, &, ¢: on opérera I'élimination dont
il s'agit, en multipbant par un facteur indéterminé et ajoutant i
I'équation précédente chacune des A& équations

dr dr dF
= (7‘;‘ (1.25',-—{- 'Zy—ldf,—'— -Ez—'a'z,-) —"'—'dF:O,

. . . . . “ + s e @

et chacune des % équations

z(dF(J dF()dl +£(&) = dF =0

e e s e e« e @& *

o

Tome Ill. — Fevrien 1838,
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puis déterminant les facteurs de maniére que les coefficients des &
différentielles dx , da, etc., que V'on désire éliminer s'€vanouissent.
Et puisque les facteurs des autres différentielles indépendantes doi-
vent s'évanouir ensuite, on aura, en désignant les facteurs introduits
Par A A, Ay ces — A LR e systéme des 6n €quations

ds dF dF,
Inix/:dx——-l—i—Azz—'-A.?-:'i-.-.

ds dF dF, '
AR TR 7 kel R R

, _ dS dF dF,
mz/ = s -+~ Ad_z,-+7" 7;,_‘4--

ds v dF o dF,
Tﬂ‘a‘-l=—-7a—+A()d—ai+}\-(-—d—a~i+.-.
mb;! =

ds dF dF
—_ 2 )y Z__ (@ -1
i, -+ A d5i+ A dbi+ ‘e .
dS dF dF
. _ — )y T-_ o) 1
mc, @ A A T

que nous devons regarder comme les équations intégrales completes
aprés y avoir ajouté les équations de condition

F=o,F,=o0, ..., F =0, F,® =o,

» e+ e

Les facteurs A, A,, . . ., — po_ AL, ... se trouveut par la
résolution d’un nombre égal d’équations linéaires que l'on obtient en
substituant les valears précédentes de x';, a',, etc. ; dans les €quations
produites par la différentiation des équations de condition , savoir

dr . aF dF |, dF ,
de ‘—E(E;xi +—¢_i:;,j‘ +Tz;z"')=0’

dF, _ s (d4F, , | dF, , . 4F
@ == 7‘17"7:‘—"'?7.-]""'7;7"‘"'):"’

et dans les

€quations que on déduit de celles-ci en y faisant ¢
savoir

=0,
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dE & ¢ 4 dE© 4, dF @

5(—dal +———b + g ci)—-O.
dF,) a’ F() , dF,©) N\

z( + S b+ S e!)=o.

. . . « o

Nous voyons donc commeut, dans le cas d'un systéme qui n'est pas
libre, les équations intégrales prennent une forme tout-a-fait ana-

logue a celle a laquelle Lagrange a ramené les équations différentielles
de la mécanique.

Quand la loi des forces vives a lieu, on peut exprimer la fonc-
tion S de cette maniere :

S =j:[U + % z m(x* 4+ y + z.i"):]dl‘
=f:: =m (x4 y/* + /) dt — It
2 [ Udt + e,

ou k est une constante arbitraire. Je ne me suis pas servi dans ce qui
précede de la loi des forces vives, parce que ces résultats peuvent étre
étendus 2 un cas ou cette loi n’a pas lieu, ce que M. Hamilton n’a
pas remarqué ; savoir au cas ol la fonction des forces contient non-
seulement les coordonnées mais le temps explicitement , comme , par
exemple, quand un point sans masse est attiré par des centres mo-
biles dont le mouvement est connu et donné. Je donneral toujours
celte extension des formules 12 ou elle sera possible, puisque le cas
signalé de la mécanique a réellement des applications.

1.

La définition que nous avons donnée de la fonction S suppose I'in -
tégration compleéte des équations différentielles du probléme de mé-
canique déja accomplie. Le seul résultat des calculs précédents serait
alors de ramener 4 une forme remarquable le systéme des équations
intégrales. Mais on peut définir la fouction S d’une maniere différente
et beaucoup plus générale, Je limiterai mes recherches au cas d'un

9..
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systeme parfaitement libre; quant au cas ou des connexions et des
conditions quelconques existent entre les points m,, m,, etc., |’y re-
viendrai plus tard dans un mémoire dont jai déja indiqué ailleurs

les principaux résultats.

Nous considérons encore S comme fouction du temps, des coor-
données des points et de leurs valeurs initiales. Si nous prenons la
différentielle complete de S (savoir dS) par rapport au temps, en
regardant les coordonnées comme fonctions du temps, nous aurons,
d’aprés la définition de S,

S  dS as das , , d5 N_ I ’s Ja ‘s
=5 e ot ) )

Comme on a

' 1 dS y__ 1 dS (1 dS

N S e BT o &

il suit de l'équation précédente que l'expression de la différentielle
partielle de S prise par rapport i £ est
ds 1 .
o = U — - Em (x/* 4 y/* 4 2°),
laquelle expression, quand U ne contient pas ¢ explicitement, et par
conséquent quand la loi des forces vives a lieu, se réduit 4 'expres-
sion plus simple
das
- = —k

cu k est une constante arbitraire.

’ - b b - dS r - -
On déduit aussi de V'expression de + P'équation suivante

atizal@+ @+ @I=v

c'est une équation différentielle partielle du premier ordre i laquelle
la fonction S doit-satisfaire. La fonction S, comme elle a été dé-
finie plus haut, en fournit une solution compléte : en effet outre la
constante que I'on peut évidemment y ajouter (puisque la fonction
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méme ne parait pas dans Péquation, mais seulement ses coeflicients
différentiels) elle contient 37n autres constantes arbitraires, savoir
les valeurs initiales des coordonnées; et d’un autre colé le nombre
des variables indépendantes est aussi 37 = 1.

Je m’arréterai ici un instant pour expliquer la nature des so-
lutions différentes d’une équation différentielle partielle du pre-
mier ordre.

Nous appelons , d’aprés Lagrange , solution compléte d'une
équation différentielle partielle non linéaire du premier ordre, une
solution qui contient un nombre de constantes arbitraires égal a celui
des variables indépendantes, parce que, en se servant des coefficients
différentiels partiels de la fonction cherchée, pris par rapport a ces
variables, on peut éliminer un nombre égal de constantes arbitraires,
et, en général , on n'en peut pas éliminer davantage. Si Pon connait
une solution compléte, on pourra en déduire toutes les autres solutions
dont I'équation différenticlle partielle est susceptible, et qui ont un ca-
ractere tres différent. Pour y parvenir on suppose un certain nombre
de relations arbitraires entre les constantes arbitraires, ou, ce qui re-
vient au méme, on regarde quelques-unes de ces constantes arbi-
traires comme fonctions arbitraires des autres; on différentie la solu-
tion compléte par rapport 4 ces autres constantes arbitraires considérées
comme indépendantes, et I'on égale  zéro chacun des coeflicients diffé-
rentiels partiels formés de cette maniére. Si alors, en se servant de ces
¢quations, on élimine les constantes arbitraires de la solution compléte,
on aura la nouvelle solution que Pon peut nommer, d’aprés Lagrange,
une solution géncrale, parce qu'elle contient des fonctions arbitraires.
Mais cessolutions générales ont un caractére tout-a-fait différent, suivant
le nombre de relations arbitraires que I'on suppose exister entre les
coustantes arbitraires. St m est le nombre des variables i1ndépendantes
par conséquent le nombre des constantes arbitraires, on aura m — 1
classes de solutions géuérales suivant que I'on prend s, 2, . . . .
ou m — 1 relations entre les m constantes. La solution la plus géné-
rale est celle ou il n’y a qu'une relation entre les constantes, c’est-
a-dire ou l'une dlelles seulement est regardée comme fonction
des autres. Le degré de généralité diminue avec le nombre des constan-
tes arbitraires que I'on remplace par des fonctions arbitraires des autres.
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Ainsi en snpposant une seule constante arbitraire fonction arbitraire
des 7s—1 autres, comme dans la solution la plus générale, on laisse aux
formules une étendue , une indétermination plus grande que si 'on
supposait deux constantes arbitraires fonctions arbitraires des m— 2
auires, comme dans la seconde classe de solutions générales, En effet,
si I'on se représente une fonction arbitraire de m — f quantités, or-
donnée suivant les puissances d’une d’entre elles, les coefficients seront
des fonctions arbitraires de m — 2 quantités; de sorte qu’une fonction
arbitraire de m — 1 quantités contient un nombre infini de fonctions
de m — 2 quantiiés. On a comme limite de ces classes de solutions
générales Je cas oi1 l'on suppose m relations entre nos m quantités ,
c'est-a-dire ot on les regarde comme des constantes : cest le cas de la
solution compléte.

Les différentes espéces de solutions, que jai appelées solutions
geénérales, contenant des fonctions arbitraires ,» on peut les parti-
culariser de maniére qu'elles contiennent un nombre douné quel-
conque de constantes acrbitraires; car ou peut introduire dans chaque
fonction arbitraire autant de constantes arbitraires que l'on veut.
Si 'on dounne aux fonctions arbitraires m constantes arbitraires en
tout, m étant le nombre des variables indépendantes dans Péqua-
tion différentielle partielle, chaque solution générale ajnsi particula-
risée avec m constantes arbitraires, deviendra une solution compleéte ;
et de cette derniére, comme de la solution complete dont on est
parti, on pourra déduire toutes les solutions dont Féquation diffé-
rentielle partielle donnée est susceptible.

On peut de méme particulariser chaque solution générale, de ma-
niere quil en résulte une solution appartenant a une classe moins
genérale. Sil'ona par exemple une solution dans laquelle # quan-
tités se trouvent fonctions arbitraires des s — k antres, et si I est
un nombre compris entre £ et m, on peut particulariser ces £
fouctions arbitraires des m — £ quantités, de maniére quautant de
fonctions arbitraires que I'on veut de m— | quantités y soient con-
tenues, et si 'on prend pour ces £ fonctions arbitraires des formes
particuli¢res qui contiennent / fonctions arbitraires de m—: quantités,
on peut regarder cette solution comme une solution qui appartient
a une classe moins générale et que l'on peut déduire de la solution
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compléte, en y considérant I constantes arbitraires commme fonctions
arbitraires des autres, et en mettant pour celles-ci de telles fonctions
que les coefficients différentiels partiels de la solution complete, pris
par rapport 4 elles, s'évancuissent.

11L.

Apres avoir rappelé ces considérations connues, je reviens a I'é-
quation différentielle partielle qui nous occupe ici, savoir :

a+izn @+ @G +@]=v

La fonction S, comme’ elle a été définie plus haut, quand on y
ajoute une constante arbitraire, en est une solution complete. Mais
puisqu’il y a un nombre infini de solutions complétes, des formes les
plus différentes, de la méme équation différentielle partielle, il est
clair que la fonction S n'est pas encore déterminéde par I'équation
différentielle partielle a laquelle elle satisfait. Cependant le systeme
des 3n équations différentielles ordinaires du mouvement est com-
plétement remplacé par cette seule équation différentielle partielle;
car on peut facilement démontrer qu'une quelconque de ses solutions
completes, suffit pour en déduire toutes les équations inlégrales du
mouvement.

En effet, soit § une solution compléte quelconque de Yéquation
différentielle partielle

£z () (B + (@)=

Puisque le nombre des variables indépendantes est ici 3n4-1, ces va-
riables étant le temps ¢ et les 3n coordonnées, la solution compléte doit
contenir 3n - 1 constantes arbitraires ; et 'on peut toujours supposer
une de ces constantes combinée avec S par simple addition. Soient «,,

dyy... &y,, les 3n autres, et B,, B.5... B, , d’autres conslantes arbi-
traires. Je vais démontrer que les 3 équations finies snivantes, entre
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les 3n coordonnées x,, y,, z;, et le temps ¢, savoir

ds ds ds
dz, = ﬂl’ da —_ Bs,"' E‘ - ﬂ'l’

satisfont toujours au systeme donné d’équations différentielles ordi-
naires, savoir

d'z, 4au dy, __ dU d’z; dUu

G Tl P A Tl o L Tl

En effet, si I'on différentie les équations finies données, les constantes
arbitraires 8,, B,,... f,,, disparaitront immédiatement, et I'on
aura les 3n équations

= dudt+z(d¢dx '+d¢d_y +d¢dz )

d., —
de, x d°S , as |,
o= d‘dl + (d ,d.l' X + da.dy,.]‘ +d¢,_‘dz,- Z,);

&

d.
— _ d2s. __ s, a5S
°= d.,,,,dz F2(Gods &t g+ d.z,,,dz )

au moyen desquelles on déterminera les valeurs de x| , ! , z/. Mais
si 'on compare ces 3n équations avec les 3n équations identiques
suivantes, qui se déduisent de I'équation donnée

— 2+ 1 () + () + ()

par la difféventiation partielle par rapport a a,, a,,... @5, savoir

o= IS Lyt (45 45, dS 45 a5 aS
— dazdt m \dudz; ° dz, dady, " dy: ' dedz,” dz;
__ dSs 17 48 ds dS 4 &S dS

= daat 2 o\ dr, ' dedy: ' dy, + deydz; * sz,-)’

s s ds &S dS &S 51_5
0= d‘Sld‘ + mi dx dxl + dds.d.r. d‘r, da’.dz‘- * d‘ ’
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on voit immédiatement que les valeurs cherchées de x;, y7, z , qu
doivent satisfaire aux équations précédentes, sont

ds S ., _dz __ 1 dS

x'—(—l—?—i—-—x ds f__dyi __ 1
N T ma T W T m Ay

En différentiant encore une fois ces expressions, on aura

d2 ({S r d*S ’

" dp —z(dxdrk x+ dxd_y' IV frds ’“*)"’Eﬁi'
diy.

Sy _z(d_y "+d_yd_)’k "+djdzk )+(1_7dt
avz; d-s d-s

m g =3 bl e al e "+d~dz )'Jf dzdt

ou 'on doit substituer pour kles valeurs 1, 2,... n, dans les sommes
des seconds membres, tandis que i demeure invariable. Si en met
dans ces équations pour x, ¥/, %, les valeurs tronvées ci-dessus,
elles se changent dans les suivantes :

, dx; = L d dsS dS d‘Sﬁ _fd_Sd) d*s

UORF TS my, dx.dx,( + dxd.yk d_yk dxidz, ~ dz dxdt’
dy, < 1y dS dS -y ds  ds s dS) s

™ qr T % m \dydx, dx drdy, dy. . drdz, " dzn 71}71}’
dez, I a8 dS 48 dS a*S

m, de T Z m; \ dzdx, dzs dz.dyy 475;; + dzdz, -~ dzk) + dz:dz

Mais les seconds membres sont les coefficients differentiels partiels de

Yexpression
U =3 mk l:( ) + (d‘rk) + (dz;()] + dt

pris par rapport a x,, 7:, z. Par suite il vient

.dx,  dU dy; __ 14U dz; __ dU
Mg = dz' ™ de T dyy? Mg = o

ce qui est précisément le systtme donuné des équations différentielles
ordinaires. On a donc le théoréeme suivant :

n

‘Tome IIl. — Feveier 1838.
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ThROREME.

Soient les 3z équations différentielles du second ordre

" do,  4dU , dy; __ dU d*z; _ dU
cde T dm MigE S gy MogE = g

fes equations’ différentielles du mouvement d’un systeme libre de ~
points matériels; ol U est une fonction donnée des 37 coordonnées
iy Fiy iy Xay Fas Zasew. Xay Yy %, €t du temps ¢, et ou i doit
prendre successivement toutes les valeurs 1, 2,... 7n. Soit S une
intégrale complete quelconque de Péquation différentielle partielle,

=S+ (& +E) +(@]

laquelle intégrale contiendra d’abord une constante arbitraire com-
binée avec S par la seule addition, et puis encore 31 constantes ar-
bitraires @,, ,,... as,: alors les intégrales completes el finies des
3n équations différentielles ordinaires du second ordre, avec 6n
constantes arbitraires, sont

ds das ds
de, = £, de. [ das, = B,

ou les quantités 3,, B,,... g, sont 3n nouvelles constantes arbi-
traires : et les composautes des vitesses suivant les axes des coordon-
nées sont

b B

m. ;{}_f’ YT e odzt

X, = — —, y =

v,

La fonction S telle quelle a été définie an commencement , est
une des solutions completes de 'équation différentielle partielle
considérée dans ce qui précéde; et de plus c’est une fonction ou les
3n constantes arbitraires que contient S sont précisément les valeurs
initiales des 37 quantités x,, y,, 2, que nous avons désignées par
L., b,, C..
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M. Hamilton donne, pour le cas le plus fréquent, qui est le seul
quil ait considéré, savoir celui olt la fonction des forces ne contient
pas le temps explicitement, une autre équation différentielle par-
tielle du premier ordre a laquelle cette foncticn S doit satisfaire. La
loi des forces vives a lieu dans ce cas; on peat la représenter par
I'équation

U— %zmi(xi“ -""'_}’t,2 + Z,"a) - I.]’° -——%2!)1‘-(61," + b;’ + ¢, ‘)’

ou a;, b/, ¢/, sont les valeurs initiales de x/, y/, z/, et ot U, désigne
la valeur de U en y mettant au lien de x,, 7., z., leurs valeurs im-
tiales a;, b,, ¢,. Mais

dS 3 ‘2 fa ca

BmU—ism(al 4y +2)
1l viendra donc, si la loi des forces vives a lieu,

Z =U, —iZm (a* 4+ b* 4+ c*.

Or on a, pour la forme que M. Hamilton a supposée a la fonction S,
les équations

ds ,
ma; _— i, mb, = 45 mc :__.ii_?

da:’ (g - BE! dei’

en vertu desquelles 'équation précédente se change en celle- ci

dS

Z"U“"“z_‘ [( ) +(db) +(dc.)]

C'est la seconde équation différentielle partielle 4 laquelle la fonction
S de M. Hamilton satisfait, et par laquelle elle se distingue de toutes
les autres solutions complétes de la premiére. Mais nous avons vu
que chaque solution compléte de cette premiére est tout-a-fait suffi-
sante pour trouver toutes les intégrales complétes des équations dif-
férentielles données du mouvement.

Je ne concois donc pas pourquoi M. Hamilton, pour pouvoir
donaer les mtegrales completes des équations différentielles propo-
sées, croit nécessaire de pouvoir trouver une fonction S de 6n -+1

10..
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variables, savoir des quantités x,, Yis %y a4, by, ¢, et du temps ¢, qui
satisfasse en méme temps aux deux équations différentielles partielles
du premier ordre,

iz [(8) +(E) +(@)]=v.
Szt [ + @)+ @] =v.

tandis qu’il suffit, comme nous l'avons vu, de connaitre une fonc-
tion quelconque des 37~ 1 quantités ¢, X:yY:5 %, qui satisfasse a la
seule équation

i) + @+ (=,

et coutienne une constante arbitraire combinéde avec elle par addi-
tion, et 37 autres constantes arbitraires. M. Hamilton me parait par
cela méme avoir présenté sa belle découverte sous un faux jour,
ce qui la complique et la limite inutilement. Sa théorie, telle quil I'a
¢noncée, a aussi l'inconvénient d’étre obscure quand on n’en a pas
la démonstration sous les yeux; car on ne peut définir une fonction
par deux équations différentielles partielles, sans d'abord démontrer
qu'une telle fonction est réellement possible. Par le choix qu’il a fait
de la fonction particuliére S, les constantes arbitraires deviennent
les valeurs initiales des coordonnées et des composantes des vi-
tesses , suivant les axes des coordonnées; mais cela n’est pas un avan-
tage, puisque l'introduction de ces constantes rend ordinairement
les équations intégrales plus compliquées, et puisqu'on peut rame-
ner a cette forme les équations inlégrales de toute autre forme. Clest
peut-élre pour avoir loujours considéré a la fois deux équations
différentielles partielles, que M. Hamilton n’a pas appliqué 4 son
théoreme les régles générales que Lagrange donne dans ses lecons sur
le calcul des fonctions pour lintégration d’une équation différen-
tielle partielle non linéaire du premier ordre entre trois variables; et
par cette raison, comme je le montrerai dans un autre mémoire , des
résultats du plus grand intérét pour la mécanique lui ont échappe.
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77
Enfin la condition que la fonction 8, aprés avoir satistait a la pre-
miére équation différentielle partielle, satisfasse encore a la seconde,
améne une restriction en ce qu'elle exclut le cas ou la fonction
des forces U contient aussi le temps explicitement: pour ce cas,
en effet, la seconde équation différentielle partielle n'a plus lieu.

V.

On peut donner des formes différentes a I'équation différentielle
partielle du premier ordre par laquelle on a vemplacé les équations
différentielles du mouvement, en prenant d’'une part une autre fonc-
tion, au lieu de celle que l'on doit chercher, et d'autre part en
changeant les variables. M. Hamilton en a douné plusieurs exerples:
je n’en développerai qu'un seul, les autres paraissant ne pas présenter
un intérét aussi grand.

Soit

SEm x4yt —U=H

Quand U ne contient pas ¢ explicitement, c'est-a-dire quand la o
des forces vives a lieu, on a

H =1,
ou & est une constante. Supposons que la fonction S soit déterminee
dapres la définition donnée par M. Hamilton, et qu’on ajoute ((1; dt,
4 la valeur précédemment trouvée de d'S, afin de former la difféven-
tielle complete de S prise en donnant a toutes les Gn—~ 1 quantités

qu’elle contient, des incréments infiniment petits et indépendant sentre
eux. Puisque nous avons trouvé

ds

F7E H,

on aura pour la variation complete de §,

dS = — HJ't 4 Zm, (x/dx, +y Iy, + 5 z)
— Zm,(a;da + b;d3b 4 ¢ Je).
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En posant V =S8 4 Hy, il viendra

IV = tJH + =m, (x/dx, + 7.y + z°dz)
— Zm(a;da+ b6 + ¢ dc).

Si Yon élimine ¢ de la quantité S au moyen de I'équation

Gl + G + @ ]-v=mn,

S et par conséquent V deviendra une fonction de H, et des 6n quan-
tités xx,, ¥, 2, a, b, c,; et I'équation précédente donnera la valeur de
4'V exprimée par les variations de ces 6r - | quantités. Donc, si
I'on considére V comme fonction de H, des coordonnées Xy ¥ Zis
et de leurs valeurs iniliales a,, b, ¢:, les coefficients différenticls
partiels par rapport 4 ces quantités, seront

dVv

ai = i,
dv ’ dav .
dy == X, da, = — ma,
dv . dv .
T‘ri s ln,-)"l ’ '1—)'— _—— ’n;b, s
dav , dv ,
dz. = mz . :1?‘- = — mgc.

Les valeurs donnent I'équation différentielle partielle

fo dVy* 4V vy
L&) + @G+ (E)]=vu+n,
ou I'on doit mettre dans la quantité U, au lieu de ¢, la différentielle par-

tielle dﬁ\'{, si U contient ¢ explicitement. Mais quand U ne contient

pas ¢ explicitement, ce qui est le cas ordinaire, et qu'elle n’est qu’une
fonction des coordonnées, Y'équation différentielle partielle ne con-
tient point la différentielle partielle de V par rapport 2 H; clest
pourquoi dans l'intégration H est regardée comme une constante.
Quand U ne contient pas £ explicitement, et par conséquent quand
H est une constante , on aura, en prenant pour S la méme fonction
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que M. Hamilton a prise ,

v=s+Hu5ﬁtm+gmuw+rn+¢y+mm;
puisque H={Zm.(x/* 4 y/* 4+ z/*) — U, cela fournit
V= ﬁ' Sm, (2t 4y e 2 ) dt = 2Ht 4 » [o‘ Udt.
Dans le méme cas, ou H est une constante, on a aussi pour t =o,

izMW+awwﬂ:m+H,
ou
1 1 dvy: dv\* dv 7 N
— — gl e’ ! er — .
> % [(da‘.) + @) + G)]=U+
cest une seconde équation différentieile partielle, a laquelle la fonc-
tion U doit satisfaire.

M. Hamilton définit la fonction V par ces deux équations diffe-
reutielles partielles; mais pour trouver les intégrales completes des
équations différentielles du mouvement, il est tout-a-fait suffisant de
connaitre une intégralc compléte V de la premiére équation diffé-
rentielle partielle.

En effet, si U contient la quantité ¢ explicitement, considerons
une solution compléte quelconque de Yéquation différentielle partiellc

2@+ G (@ ]=v+n

. . . d\
ou lon doit mettre dans U, au lieu de ¢, sa valeur 3
&

Uue telle solution contiendra une constante combinée avec V par
addition, et 3n autres constantes a,, a,,... a3, puisquiil y a i
3~ 1 variables indépendantes. Les 3 intégrales complétes et finies
du systeme des 3n équations différentielles ordinaires du second ordre

d2ax. . du dzy, __JdU dz. _r_f_lf
Cde T Az Mar T ooy MW T @
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avec 6n constantes arbitraires, deviennent alors

dav dv
BI’ d_¢:=ﬁl,"' E=ﬁ3l)

dv

de, ~
ou f,, B.,... s, sont les 3z nouvelles constantes arbitraires. Les
3n intégrales intermédiaires, avec 3n constantes arbitraires, devien-

dront

o __ o Av . av
pr R gf—mﬂ’i; & = M

i

On peut remplacer la quantité H dans ces équations par ¢, en vertu

de Yéquation

av =1
dH ’

La démonstration est la méme que pour la fonction S.

Mais quand la fonction U ne contient pas ¢ explicitement, Péqua-
tion différentielle partielle contient une variable indépendante de
moins, parce que H devient dans ce cas une constante /. Les cons-
tantes arbitraires, dans une solution compléte , se composent alors
J'une constante combinée avec V par addition, et de 32— 1, autres
que nous désignerons par &,, 2,,... @si- Les 3n équations inte-
grales complétes et finies du mouvement sont, dans ce cas,

av dv dv
de. =ﬁl) Z =E|)"' dus,_. = Sa—12

auxquelles on doit encore ajouter I'équation

dv
-Eil._._t-;-'r.

By Bes-++ Bsai, 7, soni 3n nouvelles constantes arbitraires, de

maniére qu'on trouve encore ici 6n constantes arbitraires ¢, a,,...
sy Bis Base-+Bsnss h, 7; enfinles 3n équations intermédiaires

conservent la forme

dav K
—_— == M,

IV
dr dv i

, av ,
= my., d_zi—mizi'

L.a démonstration , gui a di étre un peu modifiée ici, est la suivante.
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La différentiation des équations

av

dVv dav
2‘; —_ Bn JZ — Bn!' LI dﬂ!an_. - B3l—-l,
donne les 3n — 1 équations suivantes
S v, v N
= (d;ld:ci x + dedy. ) + du,dz; Z") = %
av , d'v , 4V
= (d.,d.r".. x + )+ da,dz.-z“‘) =%
v av o, v
dugy_,dx; x: + dﬂan—;d.;”_-‘ Y + dag,_,dz; 4..) =0

qui déterminent les rapports des 37 quantités x/, 77, 2/, puisqu’elles
ne contiennent point de terme qui ne soit multiplié par une de ces
quantités. Si on différentie I'équation differentielle partielle donnée,

ol@E @+ @=v+n

par rapport @, a,,... ds.=,, on aurales 3n —1 équations

savolr

s 1AV av @V AV &V dVy
m \Tadz, dz  dady, dy, " dmds &) T

LoV avo L &V 4V dY dV) .
i \Tdz ¥ duydy Ay, T dnds, &) T Ot
X av  dv &V av | &V 4V

=

_—
. —_—.
dz;

mr: G @, & Gy, Ty, T e,

En comparant ces 3z — 1 équalions avec les 3n — 1 équations

précédentes, on voit d’abord que les 3n quantités x; , y/, 3, sont
dv dv dav . R .
entre elles comme iy T Si de plus on différentie

i

I'équation

Tome II1. —Fevrier 1838. 11
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on aura
v oAV, av N
= (dhdxu'x" + Ty, +71mz‘) =1
et en différentiant par rapport 4 % seulement V'équation différentielle
partielle donnée, on trouve

v s &V 4V 4V dv 'V dV) _
m: \ dkdz; dz, + drdy; dy: + dkdz, dz;) — -

8i I'on compare ces deux équations ensemble, et quon se rappelle

que les quantités x/, y/, z/, sont respectivement proportionnelles
p L AV L AV dY on voit qu’elles 1 t ti t
o dz’ 7w dy,? m; 5,2 @0 voit qu'elles leur sont respectivemen

égales, ce qui donne les 57 équations

X . 1 dv . 1 dvy
m,; dz.’ ‘yi_—mi dy.’

d.r 2 = — =

En différentiant de nouveau, ct substituant dans les différentielles
pour x/, ¥;, z{, ces valeurs, il vient

. LT s L@V av &V dv av gV
“de T Z my \drdz, dz + dxdy;, dy, dxdz, 'E)’

m dfy,-_z_l v dv &V 4v + v 4dv
Ydet T T my \dydx, dz; dydyy, dy, dy.dz;, ’E)’
dz; | av dav v  4dv ary dv

migE =2 m, \ dzdz; dz, + dzdy, dy, + dzdz, * di)’

ou i veste invariable tandis que % prend les valeurs 1 » 25... n. Les

seconds membres sont ici les coefficients différentiels partiels de
Pexpression

2 al@ + G+ @) =v+4
pris par rapport i x;, 7:, z. On a donc

dz, 40 &y, 4U &z dU
iar = o far = Iy e = g

ce qu’il s’agissait de démontrer.
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Dans les applications, la fonction S parait étre principalement
utile quand la fonction des forces U contient ¢ explicitement. Au
contraire la fonction V et l'introduction de la quantité H au lieu du
temps ¢ sont d’un grand avantage dans le cas plus fréquent ou U
est fonction des coordonnées seules: car puisque H est une constante
dans ce dernier cas, en vertu de la loi des forces vives, I'équation
différentielle partielle contient une variable et la solution complete
que Pon cherche une constante arbitraire de moins. La fonction V
dont M. Hamilton fait usage, pour trouver les équations intégrales
complétes du mouvement, et qui doit satisfaire en méme temps a
deux équations différentielles partielles du premier ordre, a donc le
grave inconvénient de contenir une quantilé de plus qu’il n'est
nécessaire : elle dépend en effet de %, des 3n coordonnées et de leurs
3n valeurs initiales, tandis qu’il suffit d’avoir une solution d’une seule
équation différentielle partielle qui contienne %, les 3n coordonnées,

et 3n — 1 constantes arbitraires.

VI

Si la fonction des forces ne contient pas explicitement le temps 7,
on peut facilement chasser la quantité ¢ des équations différentielles
du mouvement, en les remplacant par un systeme de 6n — 1
équations différentielles du premier ordre, entre les 6n variables
Xiy ¥is Bis X.y ¥i, 2. En effet, si Ton désigne par ¢,, ¢a,.- - ¢34,
les coordonnées des 2 points et parg;, ¢.,. .- {ia, les produits res-
pectifs de leurs masses par les projections de leurs vitesses sur les
axes des coordonnées , on pourra représenter les équations diffé-
rentielles du mouvement, savoir

&z, dU dy, __ dU d'zi __ dU
™y = gt Mar T oy ae T &

par la proportion

dg, : dg,...dg,, : dg; : dq....dg;, =
oL 1 du . dU . du

DA R g g e

Les quantités ,, t,,.+. M3, se divisent en n groupes de trois
Ila,
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quantités chacua, et dans un groupe quelconque, chaque quan-
lité e est égale a la masse du point auquel le groupe répond. Cette
proportion remplace 6n — 1 équations ; mais le nombre de ces
¢quations, comme celui des variables, peut étre diminué d’une
unité en éliminant une des variables par I'équation des forces vives,
quia lieu dans le cas présent et qui peut étre écrite ainsi

‘;‘ (';:. q:l.+l‘—:2qs”+ ¢ . +l-‘—:; 93.")=U + h'

Si I'on a complétement intégré ces équations, et qu’on ait de cette
maniére exprimé les 67 variables ¢, , q,,.. . Qs Q' 5 ¢ 5o o0 G’y €N
fonction d'une d'entre elles, de ¢, par exemple, on aura le temps par
une quadrature au moyen de 1'équation

dt = p, g,il', t::,u,,f%l'.
Pour trouver la fonction V donnée par M. Hamilton, il n’est pas né-
cessaire d’effectuer cette quadrature, mais on I'obtient immédiate-
ment par une quadrature sans connaitre ¢, si 'on a exprimé les 6n
variables ¢., ¢., ¢s, ¢'s'qa5- .. q's » en fonction d’une d’entre elles.
En effet, on peut exprimer la fonction

V=/ 2 (aiyade=( (% O e L2
par I'équation

V = f(g':d% + q’.dq- +.. °+ qISquSn) ?
de laquelle £ est enti¢rement sorti.

Si ¢ désigne la valeur de ¢. pour z==o, de sorte que.
d - At Id r .
= ,,qw 2 q_q,,, il faudra que l'intégrale V sévanouisse pour.
g =q.. :
L'intégrale qui exprime la valeur de ¢ est la différentielle partielle

prise par rapport a & de lintégrale qui exprime la valeur de v,

comme on le voit par I'équation —, =*t. On arrive ordinairement 2
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une intégrale nouvelle en différentiant ainsi une intégrale par rapport
4 une constante. Mais il y a un cas trés remarquable qui se présente
dans Vastronomie physique, ot les deux intégrales z et V peuvent étre
ramenées immédiatement l'une a l'autre.

Cest le cas ou la fonction des forces est une fonction homogene
des coordennées.

Supposons que la fonction des forces U soit une fonction homogene
du degré ¢ des 3n coordonnées x;, ¥, %:: alors on aura

du du dU _
= (x,-d—‘;‘—l-fla—'—z,d—z' = <U.

Donc, a cause des équations différenticlles du mouvement,

dax; dy; dzy
zm,‘ (x,w-'-f,ﬁ—‘_z,’&; — QU-

Le premier membre devient une différentielle exacte en y ajoutant
la force vive

dl',' dx; d)", d.}’, dz‘- dz‘- -
m (g o+t @ ™t % T)=20+ak

En intégrant ensuite par rapport a ¢ et a partir de ¢ =o, il vient
t
Em;(xx+ vy + 22 )= Zm (a4 b b Hciciy = (2 +¢) f Ud:t 4 2ht.
[}
Mais on a aussi

A\ =f f Sm(ac/* A4y + z/*)dt = zfot Udt + aht:
donc
=m, (xx!+yyi+ zz!) —Em,(aa/4-bb tcec!) = (x . ‘;) V—¢ht.

Clest Véquation qui lie entre elles les fonctions V et ¢. Puisque le
premier membre de cette équation est une différentielle exacte, on
pourra trouver Iintégrale [Vd.
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Si Yon pose
— 2 3 2 { dR
R — zm‘ (x, +.r, + Z,»_-), R po—v E—,

et que 'on appelle R,, R',, les valeurs initiales de R, R’, on peut
écrire Véquation précédente de cette maniére

|

R' — R/ (2 4+ ¢)V — 2¢hi:

et 'on en tire en intégrant
t
R—R, —R%=(2 + e)f Vdt — che.
o

Dans le cas du systtme du monde, la fonction des forces U est du
degré — 1, et par conséquent ¢ = — 1. On a donc alors

R — R/ = V + 2pts.
Quand la fonction des forces est du degré — 2, cest-a-dire quand
¢==—2, on ne peut plus se ‘ervir des formules précédentes pour
ramener la fonction V 2 la fonction £, parce que le terme multiplié

par V s’évanouit. Mais dans ce cas on a deux nouvelles 1atégrales
des équations différentielles du mouvement, savoir

R'—R,= 44, R—R,—R/t= 2hs,

qui contiennent deux constantes arhitraires R,, R,. Cest le cas d’un
systteme de points matériels assujétis 2 des attractions mutuelles
qui sexercent en raison inverse du cube des distances,

Si I'on met pour ¢ sa valeur

I =—

dy
ﬁr

on aura d’apreés les formules précédentes

R—R/=(2-4¢) V—QE’Z% :

De la on déduit, en intégrant par rapport a %,
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2 o 3¢

2 e
SR (R—R))dh =2tk ~ 2 Vo k,

équation ou k est une quantité indépendante de 4.
Si donc on connait V pour une valeur particuli¢re de %, par
exemple pour k=o, on pourra trouver V en intégraut par rapport
Aah Poure— —1, la formule précédente deviendra

IR ——Ru’)/’VZ = 2VE.V -+ k;

R’— R, doit étre exprimée en fouction de % et des valeurs initiales
et finales des coordonnées, mais en intégrant on doit regarder /
comme seule variable.

Je ferai encore a cette occasion les remarques suivantes. On déduit
des formules precedentes la différentielle du second ordre de R par

rapport au temps, exprimée par la fonction des forces, au moyen
de I'équation
1 d'IR

s gw = (2 4+ 9 U 4 2k
Pour ¢ = — 1, cette équation se réduit &
1 &R

;dt’=U+2b'

Maintenant st M désigne la somme des masses, et X, Y, Z,
coordonnées du centre de gravité, c’est-i-dire si

MX = ZEmx,, MY = Zmy,, MZ — =mz,

on pourra, d’aprés une transformation algébrique connue, et souvent

employée par Lagrange, exprimer la quantité MR de la maniere
suivante :

MR = ZmZEm,(x* + y2 -4~ z3)
= Zmamy (2, — 20)* A= (yi—72) '+ (3. — 7))+ M(X* Yo z,
c’est-a-dire (en nommant r;, la distance des masses m;, m,)

MR = Zmm,r; + M- (X* - Y Z),

oulon doit étendre la somme 3 i tous les groupes de deux points
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dans le systéme. Le centre de gravité d’'un systéeme de corgs assu-

y - -
jétis seulement & leurs attractions mutuelles se meut en ligne droite
d’'une maniére uniforme, en sorte que l'on a

X=at+p, Y=at+ £, L=2a"t + p"
Aumoyen de la transformation donnée de mR et en faisant
¥ =o'+ a'* 4 a”,
on trouve donc pour le cas de ¢ =—1,
1 d’s mmy,r,,?

LI = MU 42— Moy,

ou 7y est la vitesse du centre de gravité. Si 'on substitue I'expression

de la fonction des forces U qui a lieu dans la loi d’attraction de
Newton, il viendra

d2zmemr; m;m,

s M = = -+ 2k — My~

Ton

Mais, par la loi des forces vives,

Em; (x/* 4+ y* 4+ 2/*) — 2= ":‘m" =2h:

nk

on a donc I'équation

1 d*Emmyr;, 2 mm
: T Mdn = I a2 — My — 3 T,

ik

L’expression

'I\{/I— 2mimr,,t = Zm(x’ +rt4zr) — M(X‘ -+ Y* - 77

est égale & la somme des masses du systeme multipliées respective-
ment par les carrés de leurs distances au centre de gravité. On le
prouve par 'équation méme que nous venons d’écrire, en y prenant
le centre de gravité pour origine des coordonnées, ce qui fait
X =Y =1Z=o0. On prouve semblablement que

Zm; (/> 43"+ z/*) — My®
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est la forte vive relative au centre de gravité, c'est-a-dire la somme
des masses du syst¢éme multipliées respectivement par les carrés de
leurs vitesses autour de son centre de gravité. Sile systéme est stable,
Vexpression
zmm,r;,

ne doit devenir ni linfini ni o, lorsque ¢ croit indéfiniment. D'ou il
suit facilement que sa différentielle du second ordre ne doit jamais
conserver constamment le méme signe & partir d'un temps quel-
conque. Les deux équations

1 A Zmmr 0
2 Mde
d:Emumyr;, 2 m, ey

S e = Smi(x oyt 5/t — Myt — T

Tisk

= ZM—I-zk—M)/',

irk

montrent donc que, pour que le mouvement autour du centre de
gravité du systeme soit stable: 1° la constante 24 — Mj* doit étre
négative; a cause de I'équation

’ . my
2h — My* = Zm, (x/* 4 y/* + z)—Myr— 23 -

celarevient a dire que la force vive relative au centre de gravité doit
toujours rester plus petite que le double de la fonction des forces; 2° la
force vive relative au centre de gravité doit étre alternativement plus
grande et plus petite que la fonetion des forces; 3° la fonction des
forces, de méme que la force vive relative, doit étre aliernativement
plus grande et plus petite que la constante My* — 2k.

Développons la force vive et la fonction des forces en séries de
cosinus et sinus d’angles proportionnels au temps: si le systéme est
stable , la quantité My* — 2/ doit étre la vraié valeur du terme cons-

tant dans chaque série, car une valeur différente du terme constant
donnerait dans 'expression de

= mm, r,,*

des termes multipliés par le carré du temps , et qui, par conséquent,
croitraient indéfiniment avec le temps.

Tome I1l. — Fevrier 1838 12
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Pour expliquer ce qui précéde par un exemple, je donnerai a
fonction V pour un cas trés simple, le mouvement elliptique d’une
planéte. Puisqu'on connait par le théoréeme de Lambert Pexpression
du temps écoulé ¢z en fonction des valeurs initiales et finales des
coordonnées, on pourra, par ce qui a été dit dans le paragraphe
précédent , trouver immédiatement la valeur de V sans une

. , 3 - d
nouvelle intégration. Soit r le rayon vecteur, r — d_:’ E I'ano.

malie excentrique, r,, ./, E, les valeurs initiales de r, r', E; soit de
plus %* la force attractive pour I'unité d’espace, e l'excentricité , ale
demi grand axe. Si 'on prend comme M. Gauss (Theoria motus ,
page 120), '

E—E, E +E,

2 ~— > 2

=G,

et qu'on introduise un angle auxiliaire £ au moyen de I'équation
ecosG=cost,
puis que l'on fasse
ht-g =6, h—g=¢,

on aura pour I'expression du temps écoulé

S t= ¢ — Sin ¢ — (¢ — sin ¢).
a3’

La lo1 des forces vives donne

)=k (f — L

r 2a/’

.. ks .
de sorte que la constante % est ici — o et la fonction des forces U

. .k .
est ict —. Donc si I'on met dans la formule du paragraphe précédent

R —R, =V ol

pour R et % leurs valeurs, savoir,
b
‘.a
Re=rt, e
™ 2q’
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on aura
kz
V=2 (' —rysr,)) 4+ —t

J'ai négligé ici dans les expressions de V, R, %, la masse de la planéte
attirée, parce qu’elle est facteur de ces trois quantités, et par consé-
quent disparait du calcul.

Les formules connues du mouvement elliptique donnent

rz’ = kVa.esin E,
dounc

rr! — rgr, = ky/a. e (sin E — sin E,)
= Rky/a.esing cosG = 2k Vasing cos k= k\/a (sine — sing¢’).
En se servant de cette expression et de I'expression du temps ¢ donnee
par Lambert, on aura pour V une expression semblable a celle de ¢,
savoir
V=1k Va [¢4sine — (¢ sin¢)],
qui ne differe de — ¢ que par le signe des sinus. Si 'on désigne par p

la corde de I'arc qui unit les points initial et final , on aura, d’apre-
les formules dounées par M. Gauss a I'endroit cité,

r r 1 r<-r, —¢
rhTohE gl =" :
4a 4 2

fa
r=xt-yt 420, 1t = x4 S s,
pre=(x—x)+(—7)+(z—z"
Au moyen de ces formules, V aussi bien que ¢ est exprimé par les
coordonnées des points initial et final, et par le grand axe. L'ex-
pression donnée ici pour V coincide avec celle trouvée par M. Hamil-
ton par un autre procede.
Si I'on fait varier dans Vexpression donnée de V toutes les quantités
a l’exception de % et @, on aura

. 1
sSIn® -¢ = »
2

ou

IV = 2kya cos® G ¢.de — cos® i e'J’e’).
Mais l'on a

dr+ dr, 4 d¢

— >)r+ J‘"u - J“
4a

.1 1 LI s e de
- - —— _— . COS —¢.0¢ —_— 7 T
sin - ¢ cos - ¢.de = , SID — ¢ 2 Ga

12, .
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Donc en considérant les équations

sini (s —¢)

) I, sin g
cotang - ¢ — cotang — § == — = — ,
2 2 I .t o1,
siD — ¢ 8in — ¢ < S — gsin - ¢
2 2 2 2
in = (c+ ¢)
sin - (e~ ¢ .
¢ 1 + cot I, 2 sin &
cotang —¢ otang — ¢ = =
63 83 .., R
sin — ¢ Sin — ¢ sin -~ ¢ sin — ¢
2 2 2 2
on aura

SV — k [sin hds — sin g (&r 4 &r,)]

- . 1. . 1
2y asin - esin - ¢
2 2

On peut, en vertu des formules précédentes, mettre le dénomina-
teur sous la forme
V I(r 4 ro)* — %],

a2ya
Si P'on introduit dans cette formule Pangle formé par les rayons vec-
teurs r et r,, que nous appellerons avec M. Gauss 2 £, on aura

-1 . X,
2 d, Sl - ¢ SInt —~ ¢ =
V. sinesin ¢

: ] 3 L R
a
r +r p* == arr.cos 2 f,

d’ou 2;/asm— £ sin i ¢ = oS Vg ;

Va
Donc on a, pour la variation de V, I'équation
SV = kya [sinh)‘p -—sini(d‘p + de.)]
cos fV'rr,
dans laquelle on peut remplacer un des angles g, lz, par Pautre au
moyen de Péquation :

3

p == 2a sing sink,

qui se déduit facilement des formules précédentes. L'expression de la
variation de V donne immédiatement les projections sur les axes des
coordonnées des vitesses des points initial et final. En effet, si on
exprime p, 1, r,, par les coordonnées, on trouve :

o= = _Aa (x— %o sinhk — Z sin )
= = Cosfy/r. r S8 )
d k - . .

y = v _ Va (‘7 To sink — < smg),
dr cosfy/ rr, r
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dV _  kya z— 2z, .. z .
7= = cowﬁ;( = sink — % sing),

dav kya r—1x, . x, .
L—— — —_
x = — = Y= ( - sinh + = smg),

dV "V“ ) =X _: Jo o
! — — e e — —
Yo = : — ( P smh + Sl[lg),

cosfy/ rr, A
av kya (z —_z, . zZ, .
= — = = —_ °51nk+—‘351n).
Zo dz, cosf'Vrro P o J

Si l'on appelle & le demi-petit axe, en se rappelant I'équation donnée
par M. Gauss, '

bsing =sin f Vrr,,

et que l'on fasse le demi- paramétre %:p, on déduira facilement
de ces formules les suivantes :
x’—x.’=—%%‘7‘—f(x7+f—: ’
- )
2 — z) = -—Ii—t‘% (i—+:—),
d'ou apres quelques réductions,
\/ [(x' —x P+ (F—r ) (2 — z,’)'] = 2‘;/512f
Jai ajouté ces formules a cause de leur simplicité. J’obsel;ve encore
IT: , {+‘7—;_“:, ; +’z7: sont égales a la quantité
2 cos f multipliée par les cosinus des angles que la ligne qui divise

en deux parties égales 'angle formé par les rayons vecteurs fait avec
les axes des coordonnées.

7" - jo,

que les quantités fr -+

On peut vérifier Yexpression trouvée de V au moyen de V'équation

dv
av PR

t = E— —— — . ;-‘; —_ -/cT . 'd—a.
Si Fon prend la différentielle partielle, par rapport a a de I'expression

Y = kya[2 4 sine — (¢ -+ sin ¢)].

ou aura I'équation
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v A {
d _—_-ak\/a(cos’;e

de a1 "1_") X
da da cos's € da + 2a V.

Mais on tire des équations

. r r, 4+ . r=r, <4
sin*L¢= ———+4Z £, sin® 1¢ = ——-—-———4"a £
celles-ci :
de sin ‘e ' e sinl
Costg — —=— — B cos gl — — .
* " da a ’ s a

L’equation précédente devient donc
dv B R k ;o N
a= ‘—/—_‘-,(sm; ~ sin ¢') <4 e = m[s—-. — (sine¢ — sin¢)] =
ce qu’il s'agissait de démonirer.

[’équation différentielle partielle, a Iintégration complete de la-
quelle on peut ramener le mouvement d'un systeme de points qui
s'attirent mutuellement, et qui sont attirés vers des centres fixes, était

I 1 davy? avy: dV\*
Zal@ + @+ @] =v+n
Il s’ensuit que pour notre exemple, 'équation différentielle partielle

sur l’inte’gration de laquelle on raméne le mouvement d’une planete
autour du soleil est

4

v

2a-

L rdVy? dV\? dvy? . 1 17 Lt 1

L&) +@) + @ =+ e —=]=+C -2

Je vais maintenant démontrer que I'expression donnée de V satisfait

reellement a cette équation différentielle partielle. Carsi I'on se rappelle
dv  dv

, ., d .
les valeurs trouvées précédemment pour = Ay & et que lon

tienne compte des équations

2 (Z—2o) 7 (F—7 o) 2{5=20) = ro—rr,cos2 f, singsinh = ;‘; ,

on aura

T rdVN\* dV\* dvyT k’u - . . r—r.,cosaf
L(E) + dy) + (E_z)] T ceos* forr, (sm B A sin7g — a _)'

Mais on a

- " ’
. . I3 4 € - E [
. n*g— (sm‘ ~COs* - sin* - cos* —)
sin*h 4~ sin*g = 2 S cos* - - 2 5

. o€ . .8 T
== me* — '..)—. n®* —sin® -
2(5112-{n-sm2 4 sin Zsim® o,
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ou d’apres les formules précédemment donndes ,

. . r-r cns’f.rr
m*h gy = —— — 1S e
s -+ sin*g = po

Donc

a(sin*h 4 sin*g) — (r — r, cos 2 f)=r,cos* [ <2 — f>,_

a
et par suite

1 dV\* AT CAA S NS I
@+ @+ @)= - 0.
ce qui est 'équation cherchée. Nous voyons en méme temps de cette

maniere que les valeurs données de x', y', ' satisfont a Véquation
de la force vive.

Dans le mouvement parabolique, la constante, qui dans la loi de
la conservation de la force vive, est ajoutée a la fonction des forces,
disparait, ou a devient c¢. Les angles ¢, ¢, &, g, deviennent des

mnfiniment petits de l'ordre # On déduit donc pour ce cas, des

formules précédentes celles-ci

Vas=y(r+ro+p), vad=yl4r— p.

puis
Vel (e —sing) = V@ o = L (r+ 1+ ),
Va. (¢ — sin¢') = V@ = g0+ 1, —p),

au moyen desquelles les expressions dounées de V et ¢ prenncnt la
forme

V=2V +r+p)—vi4r—g,
E :
t=g lo+n+ o —rn—p]
dont la derniére est Pexpression connue du temps, dans le mouve-
ment parabolique d’une comeéte. Si Von pose pour abréger,

1 1

I — ¥ _
V41, —¢ + Vi+r, + e)_A’ ViItr — o yvirgrgeg — B,

on en tirera
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x,=:%7= e = ; X = = (‘r;rﬁA_'_ °B)
y =T =K I=2A L), = _a dﬁ:k(ff&A +2B),
z’=%‘—;=k( —;z"A——B) ZJ:—%—Z =k z—‘oA_'_ﬁ’B)

M. Hamilton donne aux expressions de ¢ et V une forme parhcu—
liere que je vais indiquer.

En effet, puisqu'on déduit ¢ de ¢ en écrivant —p au lieu de p,
on peut écrire la valeur de V de cette maniére

_—;k‘/af::([+cose)£dp.

en considérant a , r, r, comme constantes, et p comme seule variable
pendant Yintégration.
Mais puisque

intl ___r+"o+F
sin*i¢ = —fa "
on a
de 1
sin 2 £ Cos 3 4—
donc
. de a dc__ co
(r+cose)‘7g-_cos_ea-¢ P rTYr \/(r+ " T 1) ,

et par conséquent
[ 1 I \:
V=k ’ '(——————o —C — —) dp.

= G f (r+r+e E%)—éd’:

ce ‘sont les expressions données par M. Hamilton. Si l'on y fait
a= ™, ou a négative, on a les formules pour le mouvement pa-
rabolique et hyperbolique.

(La suite a un:autre cahier.)



