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Note sur l’intégration des Equations linéaires aux

Différences partielles ;

Par M. POISSON.

Soit @ une fouction d’un nombre quelconque de variables ¢,
x, y,3, etc., déterminée par une équation (A) linéaire et aux diffé-
ences partielles. Tous les termes dépendants de ¢ et de ses différences
¢tant passés dans le premier membre, soit P le second membre qui
sera une fonction donnée de ¢, x, ¥, z, etc. Si I'on parvient & dé-
couvrir une valeur parliculiere p de @, qui satisfasse a cette équa-
tion (A), on fera disparaitre son second membre en prenant

o =p+0;

ce qui la changera en une autre équation (A’), dont le premier membr.
se déduira de celui de (A) par le changement de ¢ en @', et dont le
second membre sera zéro.Ainsi, la réduction d’'une équation linéaire (A)
avec un second membre, a une équation (A’) semblable, mais sans
second membre, ne dépend que de la détermination d'une valeur
particuli¢ere de I'inconnue; mais il n’y a pas de régles générales et
directes pour cette détermination, si ce n'est quand il sagit d’une
équation a coeflicients constants, c'est-a-dire lorsque les coefficients
de @ et de ses différences dans le premier membre de (A), som indé-
pendants de ¢, x, ¥, z, etc.

Quelle que soit dlailleurs la quantité P, si on la considere par
rapport a I'une de ces variables isolément, a ¢, par exemple, on peut
la représenter par une somme d’exponentielles réelles on imaginaires,
que nous désignerons généralement par

P=Z2](x,7r z,ecc)em;
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¢ étant la base des logarithmes népériens, m une constante indétermi-
née, - une fonction donnée des autres variables x, y, z, etc., de
m, et <'il en est besoin, d'une ou plusieurs autres quantités indéter-
mindes; et la somme X s’étendant a toutes les valeurs réelles ou ima-
ginaires qu'il sera nécessaire de donner a ces quantités et 2 m. Cette
expression genérale renferme la formule connue

P=_"/" fj P’ cos f(t — ¢') dbd?’,

2% . —

dans laquelle la somme = est changée en une intégrale double, et ses
termes en des éléments infiniment petits du second ordre : 7 désigne
a Yordinaire, le rapport de la circonférence au diamétre, et P’ ce
que devient P quand on y met ¢’ au lieu de ¢. D’apres laforme linéaire
de Véquaticn (A), il suffira de considérer un seul terme de cette
somme , et de faire

P =4 (x,7, 2)c",

en supposant , pour fixer les idées, que les variables autres que ¢z,
soient au nombre de trois seulement : lorsqu'on aura déterminé
la valeur correspondante de p, on I'appliquera a tous les termes de P ;
et en faisant la somme de toutes ces valeurs partielles de p, on aura
sa valeur compléte, qui se changera en méme temps que la somme Z,

en une double intégrale définie.
Cela posé , je prends, pour la valeur de p qu’il s’agira d’'obtenir,

p= 8&$ e (1117 (A cosu—+ Bsinu)~} (x', ', 2) daddydx'dy’ds’),

ou je fais, pour abréger,
a(x—ax)4+6(y—y+ y(iz—2)=u,

je désigne par Aet B dcux fonctions inconnues de «, €, 5, et je sup-
pose que chacune des six intégrales ait D= pour limites. D’a-
prés la formule déja citée, étendue a trois variables, on aura, en

méme temps,

P= 8—1:_ e (I3 (. y'y &) cos u dad€dyda'dy'dz’ ;
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et si Pon substitue cette valeur de P dans (A), et quon y mette celle
de p a la place de @, il est facile de voir qu'en supprimant 'exponen-
tielle, facteur commun aux deux membres de cetle équation, elle
prendra la forme :

S 77 TAA'+BB Jcosu-+(AAA-BB sin ] («',y', =) dadbdydax'dy
=[x, ¥, 2) cosudadSdydx'dy'ds ;

A, B, A,, B,, ddsignant des polynomes ordonnés suivant les puis-
sances et les produits de @, 6, 7, dont le premier et le dernier
vésulteront des différences particlles de p, d'un ordre pair ou zéro
par rapport 2 x, ¥, z, et les deux autres, des différences d'un ordre
impair. Or, pour que cette derniére équation soit identique, il est
nécessaire et il suffit quon ait

AN BB =1, AA 4+ BB =o;

ce qui déterminera les deux quantités A et B, et par conséquent, la
valeur de p. Son expression dépendra, comme on voit, d’'une intégrale
sextuple, qui pourra se changer en une intégrale octuple, quand
on l'étendra i la valeur générale de P, et que ceclle-ci aura été elle-
méme veprésentée par une intégrale double. La valeur géndrale
de p, dans le cas d’un nombre quelconque » de variables 7, x, 5,
5, etc., serait donnée par une intégrale définic de ordre de multi-
plicité an. Eile est douc trés compliquée; mais on pourra souvent
la réduire 3 une forme plus simple, comme on en verra tout-a-
I'heure un exemple.

Aprés que (A) aura été réduite a I'équation (A), linéaire, de Yor-
dre quelconque 7, a coefficients constants et sans second membre,
on satisfera 2 celle-ci en prenant pour ¢’ un nombre n de sommes
différentes d’exponentielles réelles ou imaginaires; et d’apres ce
que j'ai montré autrefois, on pourra regarder celte expression de ¢/,
comme un développement d’'une forme particuliere, de lintégrale
compléte de (A'). Sans restreindre ni étendre la généralité de chacune
de ces nsommes, on pourra, si I'on veut, la remplacer par une inté-
grale définie de Vordre de multiplicité 72; mais quoique la valeur de ¢’
augmentée de p, soit certainement I'intégrale génerale de I'équation

Tome I11. - - Dicessre 1838, Y



618 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

donnée (A), cependant la forme sous laquelle cette intégrale se pré-
seate de celte maniére, la rend peu propre i déterminer diverses
circonstances du phénomeéne qui dépendent de cette équation, par
exemple, la propagation ondulateire du mouvement dans les milienx
élastiques. Au contraire, les intégrales de plusieurs équations aux
différences partielles que jai obtenues sous une autre forme , mettent
immédiatement en évidence ce geure de mouvement, et font voir
que lébranlement renfermé d’abord dans une étendue limitée
aatour d’'un point donné’, se propage uniformément autour de ce
point, en ondes & une ou jplusiears nappes, d’une largeur égale-
ment limitée, ce qui est le point essentiel de ce genre de questions.
Clest ce qui a lieu, en effet, a I'égard de I’équation générale de la
théorie du son, intégrée sous la forme dont il s'agit, dans un Mé-
moire lu & 'Académie en 1819, et relativement aux trois équations
du mouvement des corps élastiques homogeénes, inlégrées sous une
semblable forme, dans deux mémoires lus en 1828 et 1830 ).
Dans celui de 1830, J'ai développé en détail toutes les circonstances
de la propagation du mouvement dans Iintérieur des corps non
cristallisés; et V'on a vu quelle a lien en deux systémes d’ondes
circulaires, dont chacun a sa vitesse et ses propriétés particulieres,
Relativement a la propagation du mouvement dans un corps
cristallisé, je me suis borné a indiquer, dans le n® 17 de ce Mé-
moire, ce qu’il y aurait a faire pour en déterminer les lois en
suivant la marche dont je donnais l'exemple. Je vois avec plaisir
que M. le professeur Blanchet a traité ce sujet avec beaucoup de talent
et de succes, dans un Mémoire présenté récemment a ’Académie.

Pour donner un exemple de ces différentes considérations, je
choisis I'équation

do
Az

' d;:p d'@ d‘¢ d’Q dzw d70>= me x 2
- (A ;f—.;—}—Bd_F + CFI;’+Ddxdj+ dedz+ Fdja’z ¢ l\”( »Y> %)
dans laquellc A, B, C, D, E, F, sont, ainsi que m, des constantes

données. En considérant x, ¥, 3, comme les coordonnées rectangu-

(*) 'Tomes I1I*, VIII*, X*, des Mémoires de I Académic des Sciences.
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laires d’un méme point, on pourra, par les formules connues, les
transformer en irois autres, dont lesdirections soient telles que Jes diffé-
rences partielles relatives 4 deux coordonnées différentes, disparaissent
de la nouvelle équalion; ce qui s'exécutera par un calcul tout-a-fait
le méme que pour faire disparaitre les rectangles des coordonnées,
dans I'équation générale des surfaces du second ordre. Sans nuire
a la généralité de I'équation précédente, on peut donc y supprimer
les trois derniers termes de son premier membre. En y meitant aussi
a la place des trois nouvelles coordonnées, d’autres variables x,

7> %, multipliées parl_‘z VA, ;'l \/B’le VC, elle deviendra

do . 70 d'p dey ~ 0m .
- a (E"‘ g;;-l- ) — ¢ N(x, 7, 3);

a* étant une constante donnée, et J une fonction aussi donnée de
ces dernieres variables. D’aprés ce qu'on a vu plus haut, on aura

Foom cos udadedy dx’dy’ dz’
P=—8?e ffffff\"(x,’j” ‘Z')mﬁ_*_a:(‘;y_*_caiyf))

pour la valeur de p, au moyen de laquelle on réduira cette méme
équation a celle-ci:

40" _ pa(de o de | v
=gt ot =)

dont I'intégrale compléte est

’ I = ar - . . . .
o= 4= f f F(z 4 at cos0, y-4 atsiné sine, z 4 at sinf cos ) ¢ sin bdide,
o o]
1 d.

T 2T
+ pm -tho -/; JS'(x 4+ atcost, y4 atsinfsinw, z 4 atsind cos ®) tsinbdodw ,
S et F' désignant les deux fonctions arbitraires qui représentent lcs

do’ .
valeurs de ¢’ et % , relatives 3 ¢ = o.

Pour les déterminer, je suppose que, pour cette valeur de ¢,
on ait
— de
= f(x, 7, 2), @ = Flx, 7y, 2);

79- -
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S et F étant deux fonctions données. A cause de @ =p—4¢, len
résultera

Sz, p D =fx, y, ) —g= I 4 (x, 7, &) qdx/dy'ds,
Fx, r,z)=F(x, 5, 3) — t% 3 (=, ', ') qdx'dy'dz,
ou l'on a fait, pour abréger,
. cos udadSdy
7= fffm+ a (@ L By

On aura, en méme temps,

T

p=gze" A, y, ) qdxdyds.

On simplifiera ces expressions de f” et F’, et par suite la valeur de
¢', par des transformations semblables a celles dont j’ai fait usage
dans les 0™ 4 et 5 du Mémoire de 1830. Ainsi, en faisant

(@ = &)+ (7 = 7+ (6 — ) = 1",
on trouvera d’abord
. 45 *® sin pr'.pdp .
1= ° m ?

ct par une formule connue, on en conclura

mr’
27 T a4
1=

. . mr o ’ . M
ce qui exige que l'exposant — — soit négatif, et sera effective-

ment toujours possible, en regardant la variable 7 comme une
quantité positive, et la constante @, dont le carré seal est donné et
le signe ambigu, comme étant de méme signe que m. De cette ma-
niere, lintégrale sextuple que renferment les formules précédentes,
se trouvera réduite & une intégrale triple. Mais en substituant les ex-
pressions de f” et F’ sous les sigues [, dans celle de ¢’, il en résul-
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tera des intégrales quintuples , relatives a x, 5, 7,8, o, quil sagira
encore de simplifier.

Pour cela, mettons x—atcosf, y--atsin fsinw, z--atsinfcos@,
3 la place x, 7, z, dans les valeurs précédentes de f'(x, y, =) et
F(x, y, z); désignons par r, et ¢,, ce que devienuent alors et q';
et faisons ensuite

x=a—4rcosl, y=y-+7rsin §sinew, 2=z-4rsinf cosw;
ce qui satisfait a la valeur de /*. Nous aurons

r2 = r'* — aatr' [cos § cos §' -+ sin 0 sin § cos (@ — &)] -~ @*1*,

mr,

9, =z e

Si I'on change § et  dans les deux angles x et A du n® 5 que Fon
vient de citer, on aura

rt = r'* — aatr’ cos u + a‘t’,

mr,
T 27 . 252 2w - .
f f q, sin 8dfdw = —f f — e “sin pduda.
[} o a o r,

En observant que r, ne dépend pas de A, que dans ces intégrations '
est une conslante, et que 'on a, en conséquence,

atr’ sin u dp = r,dr,,

elles seffectueront immédiatement. Comme les quantités 7’ et r, doi-
vent toujours étre positives, si 'on suppose , pour fixer les 1dées, que
at le soit également, on devra, 3 la limite w = o, prendre
r,===(r' — at), selon que la différence r’ — at sera positive ou né-
gative, et a 'autre limite x ==, on prendra loujours r,=r'—-at.
Cela étant, on aura

n

x £axs . /3 F - (" — at, — g (' + at
ffo g, sin Bdide = 2 [e —e 1

matr'

.
’

et il ne restera plus que les intégrations relatives & &', ), =, qui ne
soient pas effectudes. Elles ne peuvent létre, tant que NN E S

s ~
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sera une fonction quelconque; mais on peut en changer la forme, de la
maniére suivante.

Remplacons les variables x, 75 3, par ', 0/, o;les limites rela—
tives aux premiéres étant == w, celles qui se rapportent aux se-
condes seront =0, §'=o0, w'=o0, et r=ow, f==, o'=ax,
quelles que soient les quantités x, 7> %, qui ne varient pas dans ces
intégrations ; et de plus, sous les signes f, on devra prendre
r'* sin §'dr' di’de’ au lieu de dx'dy’dz’. De cette maniére, on aura

S (x—4-atcosf, y 4 atsin fsinw, z -+ atsin fcos w)
= f(x + at cosf, 7 -~ atsinfsinw, z=+at sin § cos o)

— i [ [ N Areost, yrsind'sing,

2amat

z—{—-r’sing’sinw') l:e—T— ;("'— at) —e " + al)] r sin 0'dr'df'de’ ,

et de méme a I'égard de la fonction F'. ‘aprés cette méme transfor-
mation des variables 2/, ¥/, ', la valeur que Von a trouvée pour p,
pourra s’écrire sous la forme :

p= 4’:" fw fﬂ/k N (x—r'cosl, y 4 rsin § sin o,
z-rsinfcosw)e =" " 1 sin Qdrdfde.

Au moyen de ces différents résultats, et en employant les lettres r,
8, », a la placede 7, §', &', sous les signes [, la partie de la valeur
de ¢, dépendante de la fonction +, deviendra

ﬁ—,ﬂmi/;h'\l,(x-l-rcow, Y+ rsinfsinw,

. - — at) (r— = (r— it .
z+rsmﬂcosw)[e ¢ = = —% eTa T rsinfdrdide,
On pourra, si l'on veut, partager l'intégrale relative 4 r en deux
parties : I'une qui s'étendra depuis 7 = az jusqu’d r=w, et dans la-
quelle on prendra les signes supérieurs, ce qui rendra nulle la
quantité comprise entre les crochets; 'autre dont les limites seront
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r=o et r=at, et dans laquelle on devra prendre les sigues infé-
riears, ce qui réduira cette méme quantité a son premier terme. La
valeur totale de @, ou lntégrale complete de Véquation donnée,
sera alors, sous sa forme la plus simple,

i '3 2T . . . .
¢::4—7r foj,; Fax 4 atcosf, y 4~ atsinfdsinw, z -+ atsing cosw)t sin badbdw

d. e roax . )
'+—I~ -= S(x + atcosb, y 4 atsinbsinw, z + atsinfcosa) ¢ sin (dbds
4 dt 0./ o ’

H at T ar . .
+ ,_f ff ¢+(® +rcosé, y + rsinfsina,
qxa* J o J oJ o

m,
) —_Zr—ay .
z 4 rsinfcosa)e a “) p in edrds.



