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AV v WAV

Recherclzes ge’ométrzques sur les Engrena(fes de WITH'

Par M. Triovore OLIVIER.

( Mémoire présenté a I'Institut, le 5 décembre 1825.)

r

Le mécanicien With, -lors du concours pour les prix décennaux,
en 1810, soumitaexamen de I'lnstitut, des engrenages cylindriques et
coniquesd’une construction nouvelle, et dit en les présentant qu'’ils jouis-
saient des denx propriétés regardées jusque alors comme incompatibles,
savoir : 1° vitesses angulaires dans un rapport constant, et 2° frottement
de roulement ; et qu’ainsi : 1° le pignon décrivant des arcs égaux faisait
parcourir a la roue dentée des espaces angulaires aussi égaux, et
2° les courbes par lesquelles les dents étaient en eontact, se roulaient
a la maniére de deux cercles tracés sur un' méme plan.

With n’était pas géométre , aussine put-il démontrer rigo{xreusement
Vexistence des propriétés qu’il annoncait appartenir a ses engrenages.
On voyait bien qu'en effet les vitesses angulaires étaient dans un
rapport constant, on sentait bien que le frottement était tres doux,
mais (.ependant le frottemen®pouvait étre de glissement. Jusqu’a pré-
sent la question est restée indécise.

En examinant les procédés pratiques que With employait pour la
construction de ses engrenages, procédés quil a décrits dans ume
petite brochure que je n'ai pu me procurer qu'a la bibliotheque de
I'Ecole royale de I'artillerie et.du génie 3 Metz, on voit quon peut
traduire géométriguement les procédés de mécanique pratique, par
une construction géométrique qui consiste, 1° a faire passer un plan M.’
(fig. 4, pl. I1) par les deux axes paralléles P de la roue dentée et Q du
pignon; 2° a tracer dans ce plan une droite R parallele aux axes, et
dont les distances p 2 P et g4 Q seront dans le rapport inverse des vi-

tesses des axes, puis 3° construire deux triangles abc et a'b’c’, le premier
Tome 1V. — Jun 1839. 36
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coupant la ligne R par son coté ab au point m et le second ayant son
sommet a' placé en ce point m ; les deux triangles n’ayant d’ailleurs au-
cun autre point commun; 4° faire mouvoirle triangle abc autour de
Paxe P, tousles points du coté ab décrivant des hélices de méme pas, que
jappellerai H, nommant S I'hélice décrite par le point m; 5" faire mou-
voir le triangle a’b’c’ autour de l'axe Q, le point a’ décrivant une

2 B4 * g b 4 4 H
hélice s dont le pas sera %, et 'on devra avoir I'équation + =’—; )

cest-a-dire que les pas des hélices § et s seront dans le méme rapport
que les rayons des deux cylindres sur lesquels elles sont tracées. Ainsi
les dents sont formées par des filets de vis, et ne se mettent successi-
vement en contact que par les courbes S et 5.

Si les axes P et Q se coupent, la droite R passe alors par leur point
d’intersection et elle divise 'angle compris entre P et Q endeux dont les
sinus sont dans le rapport inverse des vitesses des axes, et les courbes S
et s sont desspirales coniques d’Archimeéde dont les pas sont aussi dans
le rapport direct des rayons des rouets coniques sur lesquelles elles
sont tracées.

Les dents ainsi construites se conduisent-elles en effet par un frotte-
ment de roulement, et le rapport des vitesses angulaires est-il
constant ? .

Telle est la premiére question que je me propose de résoudre dans ce
Mémoire.

Examinons d’abord les engrenages cylindriques.

Par la droite R (fig. 5), je méne un plan M’ perpendiculaire au
plan M qui contient les axes. Je trace sur ce plan M’ une droite g pas-
sant par le point m situé sur la droite R. (Au lieu d’'une droite, I'on
pourrait tracer une courbe arbitraire, mais dans les arts Pon doit pré-
férer la droite parce qu’elle donne sur le cylindre une hélice, -courbe
que V'on peut tracer facilement par un mouvement continu, ce mou-
vement continu étant procuré parun mécanisme simple. ) Puis j'enroule
*ce plan M’ sur le cylindre dont R est une génératrice, p le rayon de
la base et P I'axe; la droite g se déformera suivant une hélice S dont
le pas H sera 'un des cotés de Pangle droit du triangle mxy, construit
dans le plan M'; la ligne mx étant horizontale et la droite my étant
une partie de la droite g, et mx étant égal au développement de la cir-
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conférence du cercle dont p est le rayon, H sera dés-lors égal a xy. Si,
cnsuite, j’enroule le plan M’ surle cylindre dont R est une génératrice,
gle rayon de la base et Q I'axe, la droite g se déformera suivant une
hélice s, dont le pas & sera égal & x'y’, le cOté mx’ étant égal au
développement de la circonférence du cercle dont ¢ est le rayon, et

Fon aura Péquation %: Ié Cela posé : s Je fais rouler le cylindre ¢gQ

sur le plan tangent M, la courbe s se développera sur la droite g.
De méme si je fais rouler le cylindre pP sur le méme plan tangent M/,
la courbe S se développera sur la méme droite g. Ainsi au point m
les courbes s et S sont en contact ayant en ce point pour tangente com-
mune la droite g. Si donc le cylindre pP prenant un mouvement de ro-
tation autour de son axe P, entraine par le frottement de roulement le

cylindre pQ, les deux courbesset S rouleront Yune sur l’autre et auront
une tangente commune en chacun de leurs points de contact successif,
et le point de contact parcourra la droite R. '

Maintenant je trace dans le plan M qui contient les axes P et Q,
une droite arbitraire G passant par le point m de contact des deux
hélices s et S, puis je décris deux courbes arbitraires @ et ¢’ ayant
pour tangente commune au point m la droite G; T'une de ces courbes
@ étant au-dessus, I'autre @' étant au-dessous de la droite G et toutes
deux situées dans le plan M.

Cela posé : {imprime au plan M un mouvement de rotation autour
de I'axe P de maniére que la courbe @ se meuve le long de la courbe
S; on obtiendra par ce moyen une surface hélicoide ®. Si de méme

. je fais mouvoir la courbe ¢’ le long de la courbe s, je formerai une
seconde surface hélicoide @', et ces deux surfaces ® et ' seront en
contact au point m, carelles auront en ce point méme plan tangent,
déterminé par les droites g et G, et ces deux surfaces n’auront évidem-
ment que ce seul point commun. Dans les engrenages de With la
courbe @ est une droile , par conséquent la surface ® est une hélicoide,
telle qu'on Yemploie dans les vis triangulaires ou a filet carré. La
courbe @’ se réduit 2 un point; donc la surface @' se réduit a une
hélice , de sorte que la dent ® conduira ou sera conduite par la dent
@' par un frottement de roulement, les vitesses angulaires étanl dans

un rapport constant.
36,
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Ainsi les engrenages copstruits par With satisfont aux deux condi-
tions regardées jusqu’a présent comme incompatibles. Mais pour que ces
deux conditions soient en effet remplies i la fois, il faut que les en-
grenages soient exécutés avec une rare précision. Examinons si Pon
n'obtiendrait pas dans des engrenages construits d’aprés le méme
principe, un frottement de glissement provenant d’une inexactitude
dans le rapport des pas H et £, frottement de glissement qu'’il serait
impossible cependant de reconnaitre et de détrnire entiérement. Pre-
nons I'engrenage exécuté par With, c'est-a-dire celui on les courbes
@ et ' sont des triangles. Chacun des points de la droite ab décrit une
hélice dont le pas est H,. mais, d’aprés ce qui précede, Phélice]décrite par
le point m est la seule qui puisse se rouler avec hélice décrite par le
point @’ et dont le pas est 4, si 'équation }; =§ est satisfaite.

Les deux hélices'$ et s ont au point de contact m une tangente com-
mune; et pour tous les points de I'hélice S, la tangente fait avec 'axe P
le méme angle ; il en est de méme pour tous les points de I'hélice s.
Si les hélices décrites par les points de. ab, au lieu d’avoir le pas H
avaient un pas H’ peu différent de H, alors le point a’ me pourrait
se mettre en contact ayvec le point m. Car alors Phélice 8’ décrite par
le point m n’aurait pas méme tangente que I'hélice s décrite par le
point a' (les deux axes P et Q étant supposés dans Ie méme plan); et
aussi comme les hélices décrites par les divers points de ab, ont des
tangentes qui font avec I'axe P des angles de plus en plus petits, a
mesure que les points qui les .décrivent se rapprochent de cet axe,
Ton voit que I'on trouvera en avant ou en arriére du point m sur ab
un point m’ tel que I'hélice qu'il décrira fera avec Faxe P le méme
angle que I'hélice s fait avec I'axe Q. S

Alors. ces denx hélices poarront étre mises en contaet, elles auront
une tangente commuae, et nécessairement on aura : p’ (distance. de m’ 2
l'ax.: P)est 4 ¢ (distance du point a' 2 V'axe Q)dans le rapport qui existe
entre H’ et ; car I'hélice décrite par le point m’ pourra étre formée
en pliant sa tangente au point m' sur le cylindre dout le rayon est p'.

Ainsi; en ne considérant que denx dents, si I'nne n’est pas construite
avec exactitude, si-donc les hélices qui composent la surface hélicoide
qui doit conduire ou étre conduite par I'hélice s décrite par le poiut a'

. . b trEl trrreit L N |
TR , o , Ve o (RN + [RARRRIANT | "
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n’ont pas rigoureusement leur pas égal a H, il sera toujours possible de
rapprocher ou d’éloigner les axes P et Q, de maniére que le point a'
trouve un point m' situé sur ab, lequel décrira une hélice faisant avec
I'axe P le méme angle que fait Phélice s avec I'axe Q. Et Yhélice sdécrite
par le point a’ ne pourra étre mise en contact qu’avec I'hélice décrite par
ce point m/, tant que les axes P et Q, ainsi que la droite R lieu des
- points de contact successif, seront assujélis a étre situés dans un
méme plan; car toute autre hélice faisant avec 'axe P un angle plus
petit ou plus grand, donnerait au point de contact des tangentes qui se
croiserafent; par conséquent 'hélice s ne serait pas tangente a la surface
hélicoide, au point considéré : elle la pénétrerait en ce point ; les dents
ne pourraient donc se conduire. Mais aussi les vitesses des axes P et Q

ne seront Pl‘us dans le rapport deinandé}%, mais dans le rapport }?-,, _

p’ étant le rayon de 'hélice $' sur laquelle se roule I'hélice s.

Mais un engrenage ne peut étre formé par des roues n’ayant cha~
cune qu'une seule dent. Il faut forcément placer sur ces roues plu-
sieurs dents et dans des positions telles.que le mouvement de rota-
tion puisse se continuer sans étre arrété.

1l faudra donc placer sur le cylindre ¢Q une suite d’hélices équi-
distahtes, leurs points de départ sur le cercle C tracé par le point a’
étant aussi équidistants entre eux, et divisant ce cercle-C, en arcs
égaux ; puis faire rouler ce cylindre gQ sur le cylindre pP. Toutes
les hélices du cylindre ¢Q laisseront sur pP pour traces des hélices aussi
équidistariles, mais dont les points de départ sur le cercle C' déerit par
le point m ne seront équidistants qu’autant que le cercle C dout le
rayon est q se développera un nombre exact de fois sur le cercle C’ dont
le rayon estp , Cest-h-dire qu'autant que p etq seront dans un Tabpon‘t
commensurable ; et cette condition doit étre évidemment satisfaite
pour que le mouvement de rotation ne soit pas interrompu. .

Mais supposant le pignon terminé par le cylindre idéal qQ sur
lequel se trouvent tracées des hélices équidistantes s, s/, " , etc.,
dont les' pas sont tous égaux a %, et les points de départ de ces hélices
divisant én parties égales le cercle base du cylindre¢Q, nous ne pou-

vons pas supposer que la roue soit terminée par le cylindre iddal PP,
parce que les dents doivent avoir un excés de longueur pour que
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I'hélice s conduise son homologue S autrement que par le contact,
c'est-a-dire ne puisse pas s’échapper, si la résistance devient plus
grande que celle que peut vaincre le {rottement de roulement. Le
cvlindre idéa} aura donc pour la roue un rayon p” plus grand que p,
¢i nous appellerons ce cylindre p"P (fig. 4)-

Puisque nous supposons que l¢ cylindre ¢Q se développe un nom-
bre exact de fois sur le cylindre pP, et que nous supposons que les
surfaces des dents de la roue sont formées par une surface hélicoide,
i! gensuit que Pon aura sur le cylindre p"P des hélices équidis-
tantes entre elles et dont les points de départ diviseront le cercle qui
Jui sert de base et dont le rayon est p”, aussi en parties égales; et les
distances de ces hélices, distances mesurées sur les génératrices du
cylindre p"P, seront toules égales entre elles et a celles des hélices
tracées sur le cylindre ¢Q du pignon. Dans ce cas les hélices du pignon
ne pourront se mettre en contact qu'avec celles tracées sur le cylindre
pP, supposant le point de contact dans le plan des deux axes P et Q.

Mais si, par un vice de construction, les hélices composant les
surfaces hélicoiles qui forment les dents de la roue n’avaient pas

H . . . . -
lcurs pas H dans le rapport % =§, il arriverait nécessairemeni, ou

que les points de déparl des hélices sur le cercle des bases ne seraient
point également distants, les distances des hélices dans le sens des
géndratrices du cylindre w’ayant point varié, ou que ces distances
auraient varié, si les points de départ étaient restés les mémes, cest-a-
dire divisant le cercle base en drcs égaux. Dans le deuziéme cas, les
hélices du pignon et de la roue ne pourraient se mettre en contact, car
les dents ne pourraient s’enchasser les unes dans les autres; et dans le
premier cas, le mouvement de rolation ne pourrait étre continu. Ainsi
Vengrenage de With ne peut marcher qu’autant que les hélices sont par-
faitement exécutées, toutefois, en supposant, ainsi que nous I'avons fait
dans tout ce qui précede, que le point de contact sera dans le plan des
axes. ' ‘

With est parvenu a vaincre toutes les difficultés que Pexécution pré-
sentait, comme on peut s'en assurer en examinant un modele d’engre-
nage cylindrique qui existe dans le cabinet de IEcole Polytechnique.
Les hdélices sont construites avec une rare Aprécision , la division des
surfaces cylindriques de la roue etdu pignon est d’une grande égalité.



PURES ET APPLIQUEES. 287
Mais malgré la perfection de son travail, est-il vrai que ses engre-
nages, mis en place, jouissent du frottement de roulement?

Nous venons de démontrer que tant que le point de contact des hé-
lices qui se conduisaient était dans le plan des axes, cela avait lieu. Nous
avons aussi démontré que la moindre inexactitude dans l'inclinaison
voulue des hélices , conduisait i des roues et pignons qui ne pouvaient
s'engrener, si 'on cherchait 4 mettre le point de contact dans le plan
des axes. Mais le pignon ne peut-il pas avoir son contact hors du plan
des axes? Et dans ce cas, les vitesses angulaires seraient-elles tou-
jours dans le méme rapport, et le frottement ne pourrait-il pas étre
de glissement ? C'est ce que je vais examiner.

Supposous (fig. 4) une surface hélicoide E engendrée par la droite ab
tournant autour de I'axe P, puis une hélice s engendrée par I¢ point a’
tournant autour de I'axe Q, la tangente a I'hélice s faisant avec 'axe ()
un angle, a.

Sur la surface E je prends un point arbitraire m; par ce point je
fais passer un plan tangent T & cette surface. Par le point m passe
une hélice S de la surface hélicoide dont le pas est H. La distance du
point m & l'axe P étant p, la tangente a I'hélice S fait avec I'axe P

un angle dont la tangente trigonométrique sera ;;_H;

Par le point m j'éléve une paralléle Y a I'axe P, puis je fais passer
par ce méme point une droite faisant avec cette parallele langle a.
Cette droite engendrera par son mouvement de rotation un cone

- b4
droit dont l'axe sera Y. Le plan T pourra, 1° ne rencontrer Ie
cone qu’en son sommet; 2° toucher ce cone suivant une génératrice ;
3° couper le cone suivant deux génératrices.

Dans le premier cas, de quelque maniére que P'on place les denx axes
P et Q enlessupposant toujours dans le méme plan, Phélice s ne pourra
étre tangente au point m 2 la surface E: elle la pénétrera toujours.

Dans le deuxieme cas, les axes P et Q devront étre & une distance
déterminée pour que I'hélice s soit tangente 2 la surface E, et il n’y
aura qu'une position de contact.

Dans le troisiéme cas, il y aura deux positions de contact.

’ . 7\ . . .

Voyans, d’aprés ce qui précede, ce qui doit arriver dans les cngre=

nages de With.
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La surface E d’une dent de la roue est'composée d’bélices dont les pas
egaux sont avec celui dePhélice s du pignon dansle rapport 1 , pet

g étant les rayons des cercles bases des cylmdres sur lesquels sont tra-
cées les hélices S et s, qui se conduisent, et ces cercles se développant
un nombre exact de fois I'un sur Pautre, Cest-a-dire que p et ¢ sont
commensurables entre eux, et que S el § ont pour tangentes des
lignes qui font avec 'axe P et Q des angles égaux. :

Jappelle S la tangente a 'hélice $, et s la tangente a Phélice s, m
un point qnelconque de S, et.a’ un point qnelconque des, p la dis-
tance de m a 'axe P, et g la distance de a’ a I'axe Q.

Et rappelons-nous que la surface E est engendrée par une. droite
(qm ne sera autre que le cOté ab du triangle generateur employé
par With), laquelle s'appuie sur I'axe P et Fhélice S, et qui se meut
en restant paralléle & une surface coniqué droite dont P serait Paxe,
ou bien en restant paralléle au plan perpendiculaire 2 I'axe P. D%lgnons
par d la position particuliére de cette droite lorsqu'elle passe par le
point m.

Si nous prenons sur d un point m’ dont la distance p’ a Paxe P soit -
plus grande que p, par ce point m' passera une hélice $’ dont la tan-
gente ¢8' fera avec I'axe P un angle 2> a. ‘

Par le point m' faisons passer une droite Y parall¢le a P, et dans le
plan qui passe par Y et ¢8’, tragons une droite f passant par m’ et qui
fasse avec I'axe P un angle a.

Si je fais tourner f autour de Y, elle engendrera une surface co-
- nique droite = dont Y sera l'axe et f*la génératrice, et il pourra arri-
ver deux cas (en se rappelant que la droite ¢s est comprise dans I'angle
formé par Y et &8’ ) pulsque a' > &), ou que ce cone ne rencontre pas
le plan T tangent 2 E en m’, plan qui passe par d et 5, ou qu’il lui
soit tangent, car le plan qnl passe. par Y et ¢8' nest pomt perpen(h—
culaire au plan tangent . [Cela n’aurait lieu qu’autant que d serait
perpendlcu]alre a Faxe P, c'est-a-dire lorsque la surface E sera en-
gendrée par une droite, s appnyant sur I'axe P et sur 'hélice S, et res-
tant paralléle au plan perpendiculaire a 'axe P, et dans ce dernler
cas, le cone = ne serait tangent au plan' T que lorsque le point -
m' se confondrait avec le point m.] Si le céne = ne rencontre
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pas le plan tangent T, lorsque Pon mettra 'hélice s en contact avec
I'hélice S', et qu'ainsi les points a’ et m’ seront seulement superposés,
que Pon fasse éloigner ou rapprocher les axes P et Q I'un de I'autre
en les faisant tourner autour de la droite Y, dans quelque position,
enfin, quel'on place les hélices S’ et s I'une par rapport a l'autre,
il arrivera toujours que s coupera la surface E, par conséquent les
deux roues dentées ne pourront étre mises en contact par les poinis
a et m'.

Si le cbne est tangent au plan tangent 3 E, I'hélice s pourra étre
mise en contact avec la surface E, et sa position sera celle ou sa tan-
gente s se confondra avec l'aréle de contact du plan tangent T avec
le cone décrit par f autour de Y.

Mais alors les deux hélices s et §' n’ayant point les rayons des
cylindres sur lesquels elles sont tracées dans le rapport exact et in-
verse des vitesses des axes P et Q, elles ne rouleront point angulai-
rement Pune sur lautre, mais glisseront angulairement l'une sur
I'autre. Y'ai employé I'expression angulaire, parce que dans les posi-
tions quoccupent les hélices s et §’, I'on voit que leurs tangentes ne
-se confondent point, mais se croisent au point qui leur est commun,
celui en lequel les points a’ et m' se confondent.

Mais si nous considérons le point m appartenant a2 I'hélice S et si
nous établissons que les points a’ et m s¢- superposent, alors la tan-
gente 75 pourra prendre deux positions sur le plan tangent 4 la
surface E passant par d et S. Car le plan qui passera par ¢S, et sera
paralléle a I'axe P, ne sera point perpendiculaire au plan tangent
au point m & la surface £, 3 moins que d ne soit perpendiculaire
alaxe P, et dans ce dernier cas la langente £5 ne pourra prendre
qu'une seule position et ce sera celle ol elle se confond avec la tan-
gente 8. Dans le premier cas s et S pourront avoir un frottement de
roulement direct ou angulaire, et dans le deuxiéme cas, un frotte-
ment de roulement direct seulement. En prenant un point " sur d
entre I'axe P et le point m et établissant que le point a’ se super-
pose avec ce point m", alors la droite s pourra toujours prendre deux
positions sur le plan tangent & la surface E au point m". Ainsi 'on
doit conclure ‘de tout ce qui précéde :

Que si la génératrice d de la surface hélicoide E qui forme la sur-

Tome IV. —Junier 183g. « ; 37
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face des dents est inclinée par rapport i I'axe P, lors méme que les
hélices s et S (qui doivent se développer 'une sur V’autre en roulant),
seraient en conlact, il pourra arriver, ou que leurs tangentes se con-
{ondent ou qu’elles se croisent sans que I'on puisse en étre averti par
autre chose que par le calcul que I'on fera de la somme des distances
p et g. Si la distance des axes P et Q daos la position de contact égale
(p—+¢q), les tangentes se confondront; si elle est plus petite, les
tangentes se croiseront. Dans le premier cas le frottement sera di-
rect el de roulement, et dans le deuxiéme il sera angulaire et
de roulement. ‘

Mais comme nous avons vu que P’hélice s peut se mettre en con-
tact dans deux positions différentes ou dans une seule (la droite d
étant toujours inclinée par rapport 4P), avecune hélice §' autre que S,
il pourra arriver que la distance des axes P et Q soit > ou < ( p+49), el
que le frottement soit, dés-lors, angulaire et de glissement. Et I'on ne
pourra le reconnaltre qu’autant que I'on aura calculé les épaisseurs des
roues, de maniére que les cercles supérieurs et inférieurs soient dans
le méme plan, les points &’ et m étant en contact, et que le mouve-
ment de rotation soit bien donné par le travail des hélices s et §; si
donc par une pose défectueuse de I'engrenage le mouvement de rotation
est donué par le travail des hélices s et §', les cercles supérieurs et in-
férieurs ne seront point dans le méme plan (la droite d étant toujours
inclinée par rapport a P). Mais dans le cas ou d sera perpendiculaire
a P, quelque position que 'hélice s prenne, les cercles supérieurs et infé-
rieurs qui lerminent la roue et le pignon seront toujours dansle méme
plan, et aussi dans ce cas sera-t-on assuré que s est en contact avec S
lorsque la distance des axes P et Q sera égalea (p +-¢q).

On doit donc préférer pour les engrenages de With la génération
de la surface hélicoide E par une droite d perpendiculaire a P'axe P,
Mais on voit par tout ce qui précéde, que méme dans ce cas, on
ne pourra affirmer que le frottement est direct et de roulement, car
les moyens mécaniques manquent pour mesurer avec une exactitude
mathématique, la distance des deux axes P et Q. De sorte que I'on
ne pourra jamais étre stir que le frottement ne soit pas angulaire et
de glissement. Le glissement sera, il est vrai, trés petit, et de plus
sera constant, c'est-a-dire que les dents glisseront 'une sur Pautre
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de la méme quantité pour des espaces angulaires parcourus en temps
égaux.

On yoit d'aprés ce qui précéde que I'on doit reconnaitre quatre
especes de frottement, que je désignerai ainsi :

{ de roulement de rounlement l _
Frottement direct et et angulaire et
de glissement de glissement. )

Les premiers auront lieu lorsque les courbes en contact auront
méme tangente , les seconds lorsque leurs tangentes se croiseront au
point commun. Mais, dans les engrenages de With, il ne pourra
exister que trois de ces quatre frottements :

1°. Frottement direct et de roulement, lorsque les hélices qui
sont en contact ont méme inclinaison, et que le point de contact est
dansie plan des axes;

2°. Frottement angulaire et de rounlement, lorsque les hélices qui
sont en conlact ont méme inclinaison, et que le point de contact
n’est pas dans le plan des axes;

5°. Enfin, frottement angulaire et de glissement, lorsque les hé-
lices qui sont en contact n’ont pas la méme inclinaison, et que le
point de contact n’est pas dans le plan des axes.

Pour rendre plus clair tout ce que je viens de diresurla difficalté que
l'on éprouve i mettreen place les engrenages de With, et pour mieux
faire comprendre la nature des divers frottements que je viens d'in-
diquer, je vais construire géométriquement des courbes qui pendant
leur mouvement jouiront de 'un ou de l'autre des deux frottements
angulaires remarqués dans les engrenages de With. Je supposerai
que ces courbes sont tracées sur des cylindres droits, dont les bases
sont des cercles ou des courbes arbitraires. Car ce que nous dirons
dans le cas des cercles sera vrai pour le cas des courbes arbitraives.

Fig.6. Supposons deux cercles de rayons inégaux, tracés dans un
méme plan. Le centre du premier étant le point P, son rayon p; le
centre du deuxieéme étant le point Q, et son rayon g. Ces deux cercles
se coupant aux points met n, supposons deux cylindres verticaux ayant
ces cercles horizontaux pour bases.

Nous nommerons P’ l'axe du premier, Q' Vaxe du deuxieme,

37,
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et M et N les génératrices d’imterseetion, lesquelles passeront res-
pectivement par les points m et n. Supposons par M un plan dans
lequel nous tracerons une droite d ou une courbe ¢ (nous emploie-
rons dans les arts la droite d); puis enroulons ce plan, soit sur le
cylindre P’, soit sur le cylindre Q', la droite d laissera sur le pre-
mier pour trace une hélice G, et sur le deuxi¢me une hélice g, qui
se croiseront au point m' situé sur la génératrice d’intersection M, la
droite d passant par ce point m’, les draites m'T’ et m't' tangentes
au point m’' respectivement a I'hélice G et 2 I'hélice g, se projettc-
ront suivant mT et m¢ tangentes respectives en m aux cercles p et ¢.

Si le cylindre P’ tourne autour de son axe, I'hélice G conduira
I'hélice g et le frottement sera angulaire et de roulement, car les
points de ces deux hélices se conduiront angulairement les uns par
rapport aux autres de la méme maniére qu'’ils se conduiraient direc-
tement, si le cylindre Q' prenant un mouvement autour de la géné-
ratrice, M, venait se mettre en contact avec le cylindre P’ suivant cette
méme ligne M, anquel cas, les deux hélices G et g auraient une tan-
gente commune et rouleraient direetement 'une sur l'autre.

Si donc par les deux tangentes m'T’ et m'¢’, je fais passer un plan,
il coupera les deux axes P’ et Q', le premier au point o, le deuxiéme
an point o'. Je joins o et m'; o' et m’ par des droites, puis dans le
plan passant par m' et P’ je trace une courbe L tangente en m’ 2 la
droite om'; et dans le plan passant par m’ et Q' une courbe L' tan-
gente enm’ 2 la droite o'm’.

Je fais mouvoir la courbe L le long de I'hélice G, de maniére
qu'elle soit toujours dans un plan passant par I'axe P’ et que la droite
o'm’ dans ses diverses positions reste paralléle 4 une surface conique
droite engendrée par o'm’ tournant autour de l'axe P’, le point o’
étant le sommet du cone. .

Je fais mouvoir de la méme maniére la courbe L’ autour de I'axe
Q' et le long de Ihélice g; j'aurai alors formé deux surfaces hélicoi-
dales E et e qui serout pendant le mouvement de rotation toujours
tangentes I'une i l'antre et le point de contact se mouvra sur la
droite M. : ,

Les deux cercles p et ¢ se coupent par conséquent, le rayon p
étant > ¢, l'arc mbn appartenant an cercle ¢ et qui tourne sa con-
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cavité vers mb'n appartenant au cercle p sera plus grand que lui.
Par conséquent Phélice g aura un point dont la projection sera en n
qui se trouvera au-dessous de celui de G qui ale méme point 7 pour
projection horizontale; il faudra done que I'hélice g conduise en-
dessous I'hélice G ou soit conduite en-dessus par elle. Ainsi L' sera
au-dessous de L par rapport au plan tangent commun aux deux
surfaces E et e. (Plan tangent qui n’est autre que celui qui passe par
les deux tangentes m'T’ et m't’), et ces deux surfaces e et E se con-
duiront par un frottement angulaire et de roulement.

Dans le cas des engrenages de With, la surface e se réduit a I'hé-
lice g et la conrbe L' & un point de cette hélice, et la courbe L n’est
autre que la droite om’.

Mais si au lieu de tracer sur le plan passant par la génératrice M
une scule courbe ¢ ou une droite d nous tracons deux courbes @ et
¢’ ou deux droites d et d' passant par le point m' situé sur M (et ce
que nous dirons pour les droites d et d’ sera vrai pour le cas ot lon
aurait les courbes ¢ et ¢'). '

En roulant ce plan sur le cylindre ', d laissera pour trace une
hélice G, et d' laissera sur le cylindre Q'- une hélice g’. Ces deux
hélices G et g auront des tangentes qui se croiseront en m’, mais si
je fais tourner le cylindre @ autour de M pour venir se meitre en
contact avec le cylindre P/, suivant cette méme génératrice M, alors
les deux hélices G et g’ auront bien pour plan tangent commun, le
plan vertical passant par la génératrice M et les tangentes aux hélices;
mais ces tangentes ne se confondront plus en une seule, elles se croi-
seront. Les deux hélices dans cette position ne pourront se rouler, et
pour qu'elles conservent un point commun le long de la généra-
trice M, pendant le mouvement de rotation, elles devront glisser
Pune sur Pautre, de sorte que, quoique dans leur position primitive
angulaire, je puisse leur mener un plan tangent commun par leurs
tangentes m'T! et m’;’ (tangentes qui ne sont autres que les droites d
et d'), plan qui coupera les deux axes P/ et ', et me permettra de
construire deux hélicoides E et ¢ tangents V'une a Pautre au point»/,
le frottement entre les deux courbes G et g’ sera nécessairement an-
gulaire et de glissement et non de roulement.

Nous n’avons eucore dans la construetion de ces engrenages a
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frottement angulaire considéré que deux filets ou dents en contact.
Mais pour que le mouvement de rotation puisse étre continu, il
faudra disposer sur chaque roue une série de filets équidistants.

Dans le cas ou p et ¢ seront commensurables entre eux et se-
ront dans le rapport inverse des vitesses des axes, on voit que les
hélices tracées sur le cylindre P’ et Q' ont des pas qui sont dans le
rapport des rayons des cercies bases des cylindres, cest-a-dire quc

I'on a g = g Ainsi la construction sera absolument la méme dans
le cas du roulement angulaire et dans celui du roulement direct.

Mais lorsque p et g sont incommensurables entre eux ou ne sont
pas dans le rapport inverse des vitesses des axes, si les hélices de I'héli-
coide E ayant pour pas H, I'hélice tracée sur le cylindre Q' avait

pour pas %, de sorte que I'équalion l—:=§ subsiste, on ne pourrait

avoir sur ce cylindre des hélicess, s, 5", etc., équidistantes cntre elles
sur la génératrice M de la méme quantité que les hélices des surfaces
E, E, E",etc., le sont sur cette méme génératrice, et de plusdivisant
par leurs points de départle cercle base du cylindre Q' en parties égales.
Alors il faudra incliner ces hélices, en les faisant pivoter autour de leurs
points situés sur la génératrice M jusqu’a ce que I'on obtienne un pas
k' tel que les points de départ sur le cercle base du cylindre Q' soient
équidistants. Dans ce cas on voit que les hélices s et S ne seront
plus également inclinées par rapport a leurs axes respectifs P’ et (',
et que I'on aura un frottement angulaire et de glissement. ( #oirla
Note A.)

[11 faut encore remarquer quesi 1'on avait pour bases des cylindres,
des courbes autres que des cercles, fig. 7, il faudra que pendant le
mo.vement de rotation, les petits arcs de la courbe ) interceptés par la
courbe 7' soient toujours plus petits ou plus grands que ceux que
cette courbe 3 interceptait sur 3’, parce que l'on a vu qu'il fallait,
pour que les hélices pussent se conduire, qu'elles n’eussent pas de
point commua sur la deuxiéme génératrice d'intersection désignée
par N, mais seulement sur la premiére que nous avons désignée
par M].

Nous avons démontré que les engrenages de With, tels que ce
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mécanicicn les a construits, en supposant que I'hélicoide E est en-
gendré par une droite, etque la surface e se réduit 3 un hélice,
pouvaient étre mis en contact de trois maniéres différentes, de sorte
que Yon pouvait avoir trois espéces de frottement; mais cela ne tient-
il pas 2 la nature des surfaces E et e que With a choisies, et si Von
employait des surfaces E ‘et e dont les courbes génératrices L et L/’
seraient autres qu'une droite et un point, ces trois positions de con-
tact seraient-elles possibles? Ainsi 'engrenage étant construit avec pré-
cision, pour une position de contact, lorsquon le mettra cn place,
ne sera-t-il pas forcé de prendre la position voulue , sans pouveir en
prendre une autre, comme cela arrive i ceux construits par With,
quelque précision d’ailleurs qu'on apporte i leur exécution?

Je suppose que le point m situé sur L décrive une hélice dont le
pas est H, et que la distance de ce point m & l'axe P soit p; que sur
L’ jaie un point @ qui décrive une hélice dont le pas est £, que

la distance de ce point a a l'axe Q soit ¢ et que l'on ait %:g,

7
les deux hélices rouleront une sur lautre, et le plan tangent & la

surface E an point m, fera avec la verticale passant par ce point m le
méme angle que le plan tangent a la surface ¢ au point a, fait avec
la verticale passant par le point a. Jappelle cet angle &'

Supposons maintenant un point m’ situé surla courbe L entre Paxe P
et le point m ou au-dela du point m, par rapport i I'axe P; la plan
tangent & la surface E pour ce point m’, fera avec la verticale passant
par ce point m' un angle . Sur la courbe L/ je prends un point @’
placé d’'une maniére quelconque par rapport & 'axe Q et le point a;
je méne le plan tangent i la surface e en ce point a': ce plan fera
avec la verticale un angle €.

Si € et €' sont égaux, je pourrai mettre les deux surfaces E et e en
contact par les poinls m et &, alors les hélices décrites par ces
points m' et a’ se croiseront et I'on aura un frottement angulaire d¢
glissement.

On voit donc qu'il faut que tous les plans tangents 2 la surface E
fassent avec I'axe P des angles plus grands ou plus petits quel'angle &,
et que tous les plans tangents & la surface e fassent avec Paxe Q des
angles plus petits ou plus grands que cet angle &, les plans tangents
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i E et ¢ aux points m et a étant les seuls qui fassent avec P et Q un
angle égal & J' et alors les deux surfaces E et e ne pourront étre mises
en contact que par les seuls points m et a; mais aussi, en satisfaisant
a ce tte condition, l'exécution des surfaces E et e deviendrait plus
difficile dans la pratique.

Tout ce que j'ai dit sur les engrenages cylindriques est applicable
aux engrenages coniques. Car si I'on méne an plan tangent aux deux
surfaces coniques sur lesquelles sont tracées les spirales, ce plan passant
par leur aréte de contact, on voit que les deux courbes se développe-
ront sur ce plan tangent suivant une méme spirale d'Archiméde, ayant
le sommet commun aux deux cones pour pole, si les pas H et & des
spirales coniques sont dans le rapport des rayons des cercles bases des
cones; ces cercles ayant pour pole commun le sommet des cones, et
pour rayon vecteur J'apotheme commune.

Ainsi les engrenages coniques de With jouissent des mémes pro-
priétés et des mémes inconvénients dont nous avons parié en exami-
nant ses engrenages cylindriques.

Dans ce qui précede, jai discuté les propriétés qui appartenaient
aux engrenages exécutés par With, Jai fait remarquer les inconvé-
nients qui résultaient de la forme que ce mécanicien avait donnée aux
dents. Enfin j'ai indiqué les conditions géométriques auxquelles_de-
vraient satisfaire les surfaces des dents, afin que ces inconvénients
n'eussent pas lien, c'est-a-dire, pour qu'on fit toujours assuré que
le point de contact était dans le plan des axes, lorsque les roues
étaient en place. Mais en méme temps j’ai fait sentir que l'exécution
mécanique des surfaces hélicoides des dents serait sans doute beaucoup
plus difficile.

Au lieu donc de surfaces hélicoides, je pense que Von devrait
employer des surfaces coniques ayant pour courbes directrices, les
bélices équidistantes tracées sur 'un des deux cylindres ou sur I'un
des deux cdnes idéaux, que nous avons désignés précédemment par pP
ou ¢Q, toutes ces surfaces coniques ayant pour sommet comman, un
point de 'axe de la roue dentée. :

Je vais donner la construction de ces surfaces coniques; et les
avantages qui résulteraient de leur emploi par 1a méme deviendront
évidents, Yexaminerai seulement le cas des engrenages cylindriques,
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tout ce que j'aurai dit pour eux s'appliquant aux engrenages coniques.

Ayant deux cylindres, dont les axes sont paralléles, et mis en
contact suivant une génératrice G ; appelant P 'axe du premier et Q
celui du deuxiéme; nommant p le rayon du cercle base du premier
et ¢ celui du deuxiéme, et supposant que p et ¢ sont commensu-
rables entre eux, on a vu que si Fon tracait sur le premier une
hélice @ dont la tangente faisait avec I'axe P un angle «, et sur ce
deuxie¢me une hélice { dont la tangente faisait avec I'axe Q le méme
angle «, ces deux hélices étant en contacl svivant un point m situé
sur la génératrice G; on a vu, dis-je, que ces deux hélices roulaient
directement I'une sur Vautre pendant le mouvement de rotation des
deux cylindres. Supposons que j'éloigne 'axe Q et qu’il prenne la
position ', en le faisant mouvoir paralléelement 4 lui-méme dans le
plan des axes, le pointm glissant sur une droite mo perpendiculaire a
l'axe P, le point o étant sur cet axe; dés-lors le point m prendra une
position m' sur la droite mo, et par ce point m’ passera une droite m'G’
aréte du cylindre Q’q. Cette aréte , en tournant autour de P, engen-
drera une surface cylindrique ayant om’ = p' pour rayon du cercle
qui lui servira de base; et si on imprime un mouvement de rotation
i ce nouveau systeme, I'hélice { aura pour homologue sur le cylindre
Pp' une hélice ¢’ dout la tangente fera avec Yaxe P un angle 2. En
faisant passer successivement le point m par les divers points de o,
et & chaque position nouvelle faisant les constructions précédentes,
on voit que par les divers points m, m', m", m", etc., de la ligne mo
passeront des hélices @, @', ", ¢”, etc., dont les tangentes feront
toutes avec 'axe P le méme angle o, ces hélices étant tracdes sur des
cylindres concentriques, dont les cercles bases auront respectivement
pour rayons les distances des points m, m', m", ", etc., au point o
situé sur P, distances que je désignerai par p, p’, p", p", etc. et p/, p*,
p", etc.; éta.nt les unes plus > et les autres < que p.

La surface formée par les hélices ¢, ¢', 9", 0", etc., étant désignée
par E, on voit que suivant la droite mo, qui sera une génératrice de cette
surface, il exisiera un plan tangent unique qui passera par les tangentes
ag, ¢, 0", e", etc., et menées respectivement aux points m, m/,
m", m"™, etc. de ces hélices. Maintenant démontrons que cette sur-
face E est un cone dont le sommet est au point o.

Tome 1V. — JuiLer 183g. 38
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Pour cela, fig. 8, supposons trois cercles concentriques op”, op,
op'. Désignant par o leur centre commun et par p' < p < p’ leurs
rayons , coupons ces irois cercles par une droite ob passant par le
centre. Les points d’intersection étant m’, m, m’, supposons que ces-
trois cercles sont les bases de trois cylindres verticaux, et par chaque
génératrice passant respectivement par les points m”, m, m', menons
a'ces cylindres des plans tangents M', M, M'. Dans chacun de ces
plans tracons des droites paralléles et passant par les trois points situés
sur les cercles de base, ces trois droites faisant avec l'axe commun
aux cylindres le méme angle «; désignons ces droites par m'd, md,
m'd. Les trois plans tangents couperont le plan horizontal sur lequel
sont tracés les trois cercles suivant des tangentes a ces cercles et que
nous désignerons par m’t, me, m't.

Par le point 0 menons une droite oc coupant les trois tangentes
aux points n’, n, n’; élevant par ces trois points des verticales qui
seront respectivement situces dans les trois plans langents, elles cou-
peront les droites m'd, md, m'd, en trois points g”, g, g’, quiseront
sur une droite oG passant par ]e point o.

Si maintenant j’enroule les trois droites m"d, md, m'd, sur leurs-
cylindres respectifs, j'aurai trois hélices ¢, @, @', faisant avec l'axe
un angle constant @, et chacun des points g”, g, g, se placera sur
les hélices correspondantes - en des points A", k, &', qui seront
évidemment sur une droite oH passant par le point 0. Ainsi toutes
les hélices @', @, @', seront sur un céne dont le sommet sera au
point o.

Nous avons jusqu’ici supposé qu il nlexistait sur le pignon ¢Q
qu’une seule hélice {. Supposons qu'il existe &' hélices équidistantes
entre elles (la distance entre deux hélices étant mesurée sur une gé-
nératrice du cylindre Qj), ces hélices ¢, ¢/, I",. . .etc... diviseront le
cercle base du pignon en J' arcs égaux. 8i je fais mouvoir ce cylindre
sur celui dont le rayon égale p et dont l'axe est P, alors comme le
cylindre Qg se développera exactement sur le cylindre Pp, on ob-

tiendra (p )J‘ hélices sur ce cylindre, et toutes équidistantes entre

elles et de la méme quantité qui existe pour deux hélices consécu-
tives {, {’, tracées sur Qq.
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Nommons 8, §', §,.. etc.... les hélices obtenues sur Pp, nous
pourrons les regarder comme les direcirices d'une série de cones ayant
tous pour sommet le point o,

Nous pourrons couper’ces cones par deux cylindres Pp’ et Pp', p’
étant < que p et p"> p, etles zones coniques interceptées formeront
les surfaces des dents de la roue ayant pour axe P. Et comme les
hélices intersections de Ja série des cones et du cylindre Pp” seront
équidistantes, mais d’'une quantité plus grande que celle qui existe
entre deux hélices consécutives {, (' du pignon; et que celles qui
seront I'intersection de la série des mémes cones et du cylindre Pp’,
le seront d’une quantité plus petite ; il est évident que le cylindre Qg
du pignon ne pourra se mettre en contact qu'avec le cylindre Pp de
la roue, le mouvement de rotation ne peuvant étre continu qu’autant
que les hélices 7, {’, etc., conduiront respectivement les hélices 8,
', etc.; et comme les contacts des diverses dents seront situés sur une
génératrice du cylindre Pp et que par ces points passeront respective-
ment des génératrices des divers cones formant la surface des dents
en contact, ces génératrices feront avec 'axe P des angles différents,
puisqu'elles partent toutes du méme point 0. Les plans tangents aux
points de contact feront donc des angles différents avec Vaxe P, par
conséquent le pignon ne pourra pas tourner autour de la ligne qui
contient les poinis successifs de contact, pour prendre une autre
position que celle que la construction a déterminée.

On appliquerait facilement les mémes raisonnements et les mémes
constructions a 'engrenage conique.

J’ai publié ce Mémoire sans y rien changer, ni modifier; il est conforme au texte
du manuscrit présenté a Plostitul, sauf les corrections de style qui arrivent tou-
jours lors de 'impression. Sans nul doute, je présenterais maintenant mes idées dans
un autre ordre, plus net et plus précis; mais j'ai pensé que je devais imprimer ce
Mémoire textuellemnent pour que Pon piil S'assurer qu’en effet la question se
trouvait résolue dés 1825, et qu'ainsi With avait raison. Je crois devoir ajouter
que la démonstration exposée dans ce Mémoire, avait été trouvée deés 1818, lorsque
j'étais éleve sous-lieutenant dartillerie 4 Pécole d’application de Metz, et que je
n'ai fait que transcrire ce que j’avais écrit , a cette époque, sur les engrenages de
With.

38,
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Note A.

Dans cette note, je me propose d’exposer en peu de mots toute la théorie géo-
métrique des engrenages de With, et de démontrer d’une wanidre trés simple,
qu’en effet , on peut construire des engrenages & la With qui jouissent A volonté des
trois espéces de frottement :

Savoir, frottement de roulement, 1° direct ou 2° angulaire et 3° frottement de
glissement angulaire; pouvant d’ailleurs rendre aussi considérable que I'on voudra,
ou aussi petit que Pon voudra, le glissement d’une dent sur Pautre, pendant le
temps que ces deux dents emploient & se conduire.

Supposons deux axes paralléles P et Q distants Pun de 'autre d’une quantité £, et
supposons que dans le plan de ces axes on ait une droite R paralltle & Pune et
I'autre droite P et Q et telle que la distance p de R A P soit & la distance g de R &
Q dans le rapport inverse des vitesses des axesP et Q.

Ainsi V étant la vitesse de Paxe P et v celle de 'axe Q, on aura

Q1

= 2
=5

La droite R en tournant autour de Vaxe P engendrera un cylindre pP, et cn
tournant autour de Paxe Q elle engendrera un cylindre Q.

Coupons ces deux cylindres par deux plans paralltles entre eux et perpendicu-
laires & la droite R, et désignons par s la distance entre ces deux plans.

Le premier coupera le eylindre pP suivant un cercle C et le second suivant un

cercle C.
Le premier coupera le cylindre gQ suivant un cercle c et le second suivant un

cercle ¢'.

Supposons ces quatre cercles liés deux a deux respectivement aux axes P et Q,
on voit que lorsque I'axe P touruera sur Iui-méme avec la vitesse V, les cercles C
et C’ entraineront respectivement les cercles ¢ et ¢’ et forceront laxe Q i se
mouvoir avec la vitesse v; les cercles homologues Cet ¢, C et ¢’ roulant Pun sur
Pautre.

Si Pon mene suivant la droite R un plan tangent commun aux deux cylindres
pPet ¢Q, et que dans ce plan on méne une droite D, en pliant ce plan surle
cylindre pP, la droite D se déformera suivant une hélice S et, en pliant le méme plan
sur le cylindre gQ , la droite D se déformera suivant une hélice s.

Et si nous désignons par « Pangle sous lequel la droite D coupe la droite R, on

I I N L ]
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aura, en désignant par H le pas de Phélice S et par % le pas hélice s,

(20.p)cotea = H et (201.g)cote = k.

On aura donce

Ainsi les pas des hélices S et s seront dans le rapport inverse des vitesses des axes,
ainsi que le sont les rayons des cercles homologues C et c.

Cela posé :

1l est évident que la portion de Phélice S, ainsi que celle de I'hélice s, comprises
entre les deux plans distants entre eux de la quantité z seront égales entre elles et
dés-lors pendant le mouvement de rotation, ces deux portions d’hélices rouleront
Pune sur Pautre, ayant eu chacun de leur point de contact une tangente commune ;
et le point de contact décrira la droite R. On aura donc le frottement de
roulement direct. (1°° cas.)

Si maintenant on fait tourner le eylindre ¢Q autour de la droite R, sans rien
changer a ce qui a été construit précédemment (sinon que la distance des deux
axes P et Q sera plus petite que k), les deux hélices S et s se croisexont en un
point situé sur la droite R, el pendant le mouvement de rotation, elles se dé-
velopperont I'une sur l'autre, mais le frottement de roulement sera angulaire, puis-
que pour chaque point de contact angulaire, leurs tangentes se croisent au lieu de
se superposer. ’

On aura donc le frottement de roulement angulaire. ( 2° cas.)

Mais si Pon prend deux cylindres ayant pour axe Pun P et lautre Q, ces deux
cylindres se coupant suivant deux droitesM et N, et si Pon méne denx plans per—
pendiculaires & la droite M et distants entre eux d’une quantité 3; en sorte que le
cylindre P soit coupé par le premier plan, suivant un cercle C, du rayon p,, et
par le second plan suivant un cercle C; du méme rayon p,; et que le cylindre Q
soit coupé par le premier plan suivant un cercle ¢, du rayon g, et par le second
plan suivant un cercle ¢; du méme rayon g,.

Si les axes P et Q se meuvent avec les vitesses V et v, les cercles homologues C,
etc,, G, et ¢/ ne rouleront angulairement Pun sur Pautre qu'autant que Pon
aura

P

_w
;{ =3 (1)
Mais si cette équation ne subsiste pas, alors les cercles homologues glisseront angu -
lairement 'un sur Pautre.

Supposons donc que Péquation (1) o’a pas liea, et menons par la droite M un
plan et dans ce plan une droite D) coupant la droite M sous I'angle «. Enroulons ce
plan sur le cylindre p,P; la droite D se déformera snivant une hélice S, et en enrou-
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lant le méme plan sur le cylindre ¢.Q, la droite D se déformera suivant un
hélice s,.
Et désignant par H, le pas de Phélice S, et par %, celui de Ihélice s, on aura

(al.p)cote=H, et (all.g,)cota =4k, ;
on aura donc

Mais comme Péquation (1) n’est pas salisfaite, les pas des hélices S, et s, ne seront
pas dans le rapport inverse des vitesses des axes; si donc I'on veut que les deux
axes P et Q ne changent pas de vitesses, il faudra nécessairement , en supposant que
Phélice S, coupe la droile M sous Vangle «, supposer que Pon a une hélice s,
autre que s, qui soit chargée de conduire Phélice S,.

En désignant par 2 le pas de cette hélice particulitre s, on devra avoir

H,
h_: = V. (2)

Désignant donc par &’ Pangle sous lequel I'hélice s, doit couper la droite M, on
aura
(2N.p,)cota=—H, et (all.q,) cota’ =< h};

et en vertu de ce que Péqualion (2) doit étre satisfaite, on aura

Puecoles v

oot .V @)

Ainsi, cette équation (3) servira i déterminer Pinclinaison a' de Vhélice s| néces-
saire pour que cette hélice s, conduise angulairement I'hélice S, et de telle ma-
1 4
_Vl

Mais la position de P'hélice S, comprise entre les deux plans distants de la
quantité 3, ne sera pas égale en longueur A la portion de Vhélice s; comprise
entre ces deux mémes plans; et la différence qui existera entre la longueur rectifiée
L dela portion de Phélice S, et la longueur rectifiée I’ de la portion de Ihélice
s!, sera aussi grande ou aussi petite que Pon voudra, pour cela il suffira de faire
varier convenablement les rayons p, et g,.

Ainsi plus }q—" différera de, %, plus la différence (L — ') sera grande; plus au

niére que les vitesses des axes soient toujours dans le rapport constant

coutraire % approchera d’étre égal a %, plus la difiérence (L — ¥) sera petite.

On aura donc, dans ce cas, un frottement de glissement angulaire qui pourm
devenir aussi petit que possible. (3¢ cas.)
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v '
Et remarquons que pluslqi' approche de v plus langle &' approche d’&tre
]
égal a Tangle «.

D’aprés ce qui préctde, on voit, 1° que dans les deux premiers cas, les rayons p
et ¢ doivent étre commensurables entre eux pour que le mouvement de rotation
puisse étre continu, car il faut que Ie cercle ¢ se développe un nombre exact de
fois sur le cercle C, pour que Phélice s puisse venir reprendrePhélice S, et 2° que,
dans le troisitme cas, les rayons p, et ¢, n’ont pas besoin d’8tre commensurables
entre eux ; ainsi il suffira dans les trois cas de diviser les cercles homologues C et «
ou G, et ¢, en un nombre d'arcs ¢gaux entre eux et tels que si on en place m sur

m v . . ..
CouC, et n sur c ou c,, on aura Pk 2 Dés-lars, si par les points de divi-
sion des cercles G ou C,, on fait passer des hélices telles que S ou §,, et si par les
points de division des cercles ¢ ou ¢, on fait aussi passer des hélices telles que s
ou s,, le mouvement de rotation se continuera sans interruption.



