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SECOND MEMOIRE

Sur Uéquilibre des Températures dans les corps solides
homogeénes de forme ellipsoidale , concernant particuli-
rement les ellipsoides de révolutior ;

Pir G. LAME.

Le premier Mémoire (*) que j’ai présenté sur P'équilibre dela chaleur
dans les corps solides homogénes de forme ellipsoidale, contient la loi
des températures permanentes dans lellipsoide & trois axes inégaux,
lorsque sa surface est soumise a des sources constantes de chaleur et de
froid. Je me suis proposé, dans ce second Mémoire, de considérer eu
particulier le cas d’un ellipsoide de révolution, soit aplati, soit
allongé. Voici le résumé succiuct de ce travail, tel que je Pai donne
dans la note lue a ’Académie des Sciences.

La solution générale indique, par des transformations faciles, I«
forme de la série qui doit exprimer la température dans le nouvean
corps; il serait méme possible de V'en déduire complélement, en fai:
sant un usage conveunable de la méthode qui sert a trouver la vraie
valeur des fractions, se présentant sous une forme indétermince. Mai-
aprés avoir aiusi reconnu la forme, essentielle et suffisante. de L
nouvelle solution, jai cru préférable de la compléter par des re-
cherches directes.

La loi des températures dans lellipsoide de révolution, est détini-
tivement exprimée par une série de termes, desquels chacun est l:
produit de trois facteurs : l'un est le cosinus ou le sinus d'un arc
multiple de l'angle azimutal, qui particularise les plans méridiens:
les deux autres facteurs sont respectivement des fonctions entiéres ct

(") #Fores Tome LV, p. 133 de ce Journal.
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rationnelles du diametre équatorial, et de 'axe polaire des autres
surfaces coordonnées, lesquelles sont des ellipsoides et des hyperbo-
loides de révolution autour du méme axe, isothermes et orthogonaux.
Les constantes de ces deux fonctions, ou plutdt de ces deux poly-
nomes, sont totalement dégagées de tout nombre incommensurable.
Enfin les coefficients des différents termes sont délerminéds, a l'aide
des températures données de la surface, par des intégrales définies
qu'il est facile de calculer.

Cette solution prend une autre forme, quand on choisit pour para-
metre des surfaces conjuguées, les transcendantes qui exprimeraient
la température dans chaque systeme coordonné, pris isolément comme
systéme de surfaces isothermes. Les axes des hyperboloides de révolu-
tion se transforment alors en exponentielles toujours réelles. Quant a
ceux des ellipsoides, ils deviennent pareillement des exponentielles
réelles, si le sphéroide est allongé ; mais ils prennent la forme de la
tangente et de la sécante d’un arc de cercle, si l'ellipscide est aplati,
C'est a-dire si l'axe polaire est moindre que le diamétre de son équa-
teur. Dans les deux cas, la fonction introduite se présente développée
en une série de sinus ou de cosinus pour 'une des variables, et d'ex-
ponentielles réelles pour I'autre.

Lorsque les températures de la surface sont distribuées de la méme
maniére sur tous les méridiens, la série qui donne les températures
intérieures est indépendante de la longitade; et la fonction donnée,
qui n’est plus qu’a une seule variable, est introduite par son dévelop-
pement en une série d’ exponenhelles réelles.

§ L

La seérie qu| représente la loi des températures, dans Ielhpsonde
i trois axes inégaux, contient les parametres de trois surfaces
du second ordre, ayant les mémes foyers géométriques que lel-
lipsoide donné, et en outre deux constantes b et ¢. Ces constantes
servent & particulariser les distances 25, ac, a\/¢c*— b*, qui séparent
les foyers sur chaque section pnnclpale, leurs rapports et leurs
grandeurs absolues restent arbitraires, en sorte que la série doit
conserver la méme forme, quelles que soient les valeurs particuliéres
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données a ces constantes. Or lorsqu’on suppbse b=o0,0ub=c, il
est aisé de voir que l'ellipsoide devient de révolution autour du petit
axe, ou du grand axe de Pellipse méridienne. L’équilibre des tempé-
ratures dans un ellipsoide de révolution doit donc pouvoir se
déduire de la solution qui concerne I'ellipsoide & trois axes inégaux;
et de cette liaison naturelle résulte la forme , essentielle et suffisante,
de la série qui doit exprimer le nouvel équilibre.

Guidé par ces considérations , nous allons chercher directement la
loi des températures permanentes d’un ellipsoide de révolution,
lorsque sa surface est en contact avec des sources de chaleur et de froid.
Nous considérerons d’abord le -cas ou l'ellipsoide de révolution est
aplati, c’est-i-dire tel que le diameétre de I'équateur surpasse l'axe
polaire.

L’ellipsoide proposé est alors compris parmi les surfaces au para-
metre p, représentées par I'équation

p xa+y2 z? .
\1) 2 -+ e —c = I;

¢

ces surfaces sont conjuguées a celles désignées par les equations

(2) 1":;]’1 . ‘c’?f;_? =1, f=arc (tang:i),
desquelles la premiere représente des hyperboloides & une nappe, de
révolution autour de 'axe polaire, et la seconde des plans méridicns.
Les ellipsoides (1) et les hyperboloides (2) sont tels qu'un méme plan
méridien les coupe suivant des ellipses et des hyperboles ayant les
mémes foyers géométriques.

Si I'on prend pour coordonnées nouvelles les paramétres p > c,
p.< ¢, et §, de ces surfaces orthogonales conjuguées, les équations (1)
et (2) donnent aisément pour formules de transformation :

(3) cx=pp,sinf, cy==yp, cos, cz= Vp—c*Vc—¢l.

Si 'on désigne par &, A,, k,, les valeurs de V'expression différentielle

\/ (;é)’ +(‘%¢), +(‘dif ’? pour f successivement égala ¢, ., 6,

Tome 1V. — Aour 1830. 45
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le calcul donne

‘/gq_c: ‘/C’— 2 ¢
h= e, b= L hh==
@) Ve—e Ve—er "

Enfin, si Yon représente par le symhole A,f, la somme........

&f  df | df
prcdie o Zr ~+ 7) , on trouve

_dlogeVe —c 4, dloge Vo —¢
(5) Asf’————g—‘—d—e———lz, A,r.—_-__i‘_‘%'__f_-h;,

Les formules (4) et (5) servent & transformer en coordonnee:
¢, pi» B, Iéquation A,V=o0, laquelle exprime I'équilibre de la tem-
pérature V, dans un corps solide homogene et quelconque: il con-
vient, pour simplifier, d'introduire les deux transcendantes

- P d, [ d,
r6) E=f __?__C__” i,=f ———%,
¢ ¢V —c o gVt —g¢
et I’équation (4,V = o) devient

LV AV
{7 P‘I:+PTJE+(F — P g =0

Le probléme d’analyse, qu'il s'agit de résondre, ‘consiste a trouve:
une fonction V de p, p,, 8, qui, vérifiant I'équation (7) se réduise a
une fonction connue @(p,, §) quand g=p,, ou sur la surface de l'ellip-
soide de révolution proposé.

Avant d’aborder la solution de ce probleme, il est nécessaire
d’étudier les propriétés du systeme des coordonnées p, ¢, 8, afin de
pouvoir partager la fonction @, dans lecas le plus général, en plusieurs
fonctions plus simples, et satisfaisant & des conditions de symeétrie
particulieres.

§ 1L

Le systtme coordonné qui vient d’étre défini n’est qu'un cas par-
ticulier du systéeme général employé pour la solution de Vellipsoide
4 trois axes inégaux; on peut le déduire de ce dernier en posant
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£, =10sin 8, et ensuite & = o. Il résulte de la, et des considérations
exposées au § XVI du premier Mémoire, que parmi les six quantités
£, VEr—c* poy \/E’:E, sin§, cosf, introduites par les nou-
velles coordonnées, les seules pour lesquelles il soit nécessaire d’ad~
mettre des valeurs négatives, sont sinf ou 8, p, et \/p*—c*. Les
chaugements de signe de ces variables sont liés avec ceux de x,
»,z: d’apres les formules (3), x change de signe avec f, y avec p,,

s avec V/ P* —c*.

Pour fixer les idées, nous appellerons longitude 'angle azimutal 4.
Le plan correspondant & x=0 ou 4 =0, sera alors le méridien de
départ; la longitude étant positive a droite, et négative a gauche
de ce plan. Le méridien perpendiculaire & celui dont la longi-
tdue est nulle, sépare les ‘points de Vespace situés en avant et pour
lesquels p, est positif, de ceux situés en arriere et pour lesquels p, est
négatif. D'ou 1l suit que dans un plan meéridien quelconque, deux
points pris de part et d’autre de 'axe de révolution, correspondent a
des valeurs de p, ayant des signes contraires. Enfin le plan de I'équa-
teur sur lequel z=0, ou bien p=c, ou p,===c, divise l'espace de
telle maniére que \/p* — ¢* est positif au-dessus, et négatif au-dessous
de ce plan.

D’apres cette représentation géométrique, § ne varierait qu'entre

—E et +§ » etp, entre —c et +4-c. Mais on peut aussi particulariser

successivement tous les points de Vespace, en ne conservant que des
valeurs positives de p,, et méme de §: les points, situés en avant de
laxe de révolution, se distinguent alors de ceux situés en arriére, sur
un méme plan méridien, en ce que § augmente de 7 lorsqu’on passe
des premiers aux seconds.

§ IIL

La fonction V qui représentera la loi que nous cherchons, étant
exprimée en coordonnées rectilignes, doit étre développable suivant
les puissances ascendantes de ces variables, sans que la série résultante
contienne des exposants négatifs : car la température ne saurait devenir
infinie pour z2=0, ou y=o, cest-a-dire pour des points intérieurs

45..
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de I'ellipsoide situés sur Péquateur, ou sur le méridien dont la long-

tude est nulle, ou ~. Le développement de V en x, 7, z, peut étre
2

group¢ ainsi :

V=P+4Px+4Py+4+P"24 Pyyz+ Pzxr + P xy 4 Poxyz;

P, P,...P,, P,, étant des fonctions rationnelles de x*, y*, 2*. Sil'on
transforme ce développement en coordonnées p, g,, 6, a I'aide des
formules (3), il prendra la forme

{
\

){V =Q4Q'p, sinf 4 Q"ﬁ. cosf+Q,sinf cosb
Q"+ Qupfr5it - Quop, cos B+-Qusin Beus Vi * /gl

Q,Q,...Q,, Q., étant des fonctions rationnelles de g*, pi, sin®f,
cos*f.

Sur la surface de Vellipsoide proposé, ou pour p=p,, la tempéra-
ture se réduit a2 une fonction V, des deux variables g, et 8, laquelle 2
pour forme correspondante a celle qui précede :

(9) { V.=(g-qp. sin8+4q"p, cos B¢, sinb cosb)
9) +(¢" 4 q.p.5in §=4gsp, cos B¢, sin f cos B Ve—pr,

4y q's.-+q:s o, €tant des fonctiouns rationnelles de g2, sin*§, cos*§.

1l suit de la que I'état général de I'équilibre des températures , dont
nous cherchons la loi, peut étre regardé comme la superposition de
huit états partiels, correspondant aux huit termes des développements
(8) et (), et qui jouissent chacun de propriétés particuliéres.

Pour les quatre termes qui ne contiennent pas V| p*—c* ou
\V¢*—p: comme facteur, les sources calorifiques de la surface, et
par suite les températures intérieurcs de Vellipsoide, sont les mémes
en deux points symétriquement placés, I'un au-dessus, et I'autre au-
dessous du plan de Péquateur. Tandis que pour les quatre termes qui
contiennent ce facteur irrationnel les températures des deux points
symétriques sont égales et de signes contraires.

Pour les quatre termes qui we contiennent pas le facteur,sinf, les

Mt L i i 1 [ [ [N + RSN TR LT R T I T I I
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sources et les températures son! distribuées symétriquement, i droile
et a gauche du plan meéridien dont la longitude est zdro. Tandis que
pour les quatre termes qui contiennent ce facteur sinf), les tempéra-
tures des deux points symétriques par rapport au méridien de départ,
sont de signes contraires et égales seulement en valeur absolue.

Enfin, les termes qui ne présentent aucun des deux facteurs sinf,
cos f§, ainsi que ceux qni contiennent ces deux facteurs i la fois, ne
changeant ni de signes, ni de valeurs, quand 6 augmente de 7, cor-
respondent a des étals partiels ol les températures sont distribudes
symétriquement de part et d’autre de 'axe de révolution, sur chaque
plan méridien. Tandis que les quatre termes qui présentent le facteur
sinf, ou cosf, changeant de signe et conservant la méme valeur
absolue, quand § augmente de 7, désignent des états partiels ou
les tenipératures sont de signes contraires en deux points d'uu méme
plan méridien symétriques par rapport a I'axe.

Quelle que soit la fonction @(p,, 6) qui exprime la loi donnée des
températures de la surface, elle pourra toujours étre décomposée en
huit fouctions plus simples, dont elle sera la somme, et qui jouiront
respectivement des conditions de symétrie, directe oun inverse, par-
ticularisant les huit termes généraux du développement (g).

1l suit de Ja que la solution générale sera facile 2 composer, si 'on
parvient a exprimer la loi des températures permanentes de I'ellipsoide,
dans chacun des huit cas particuliers qui viennent 'étre distingués,
et qui sont représentés par les huit groupes (8).

g IV.

Le développement (8) de V, ne contenant que des puissances en-
tieres et positives de sinf et de cosf, peut étre transformé de la
maniére suivante :

(10) V=2P,~coszi6+2P,-'sin(2i+1)6+2P}'cos(2i+x)6+2P',~"sin2i6
10)S h

+[2R,coszi9+232sin(zi-l-l);7+ R:-'cos(zi-{-:)e-f-ER:'sin zi]‘/;f‘; V=g

Les sigma s’étendent a toutes les valeurs positives du nombre entier .
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P, P'...R;, R/, sont des séries rationnelles en o et p,, qui ne ren-
ferment que des puissances positives de ces variables, et qui changent
pour chaque valeur de i; P;, P/, R;, R, ne contiennent que des
puissances paires de p et p,, et P/, P", R/, R/, seulement des puissances
impaires. Les huit états partiels qui se superposent dans le cas général
sont maintenant représentés par les huit groupes du développe-
ment (10).

La composition des séries Py...R], est indiquée par la solution
de Tellipsoide & trois axes inégaux. En effet, il a été démontré dans
le premier Mémoire que la température permanente d'un ellipsoide
quelconque, était essentiellement exprimée par la série :

n—w

(x1) V — 28 MEE.E, :

n=9

E, E,, E,, sont des polynomes entiers, rationnels et du degré r, savoir:
Eenp, Vp—b*, \/ p*—c?» 8Xes de Vellipsoide isotherme; E, en g,

VP—I*, \/¢*—F¢., axesdel'hyperboloide isotherme a une nappe; E,
en f,, vi—3, Vi—¢:, axes de hyperboloide isotherme a, deux
nappes; de plus ces polynomes sont composés de la méme maniére et
avec les mémes coeflicients ; la somme S, est composée. en général de
(21 4 1) termes semblables, dans lesquels les polynomes facteurs ont
tous le méme degreé n; enfin le siyma s'étend a toutes les valeurs po-
sitives du nombre 7.

Pour déduire de cette série (11) appartenant a tout systéme ellip-
soidal, celle particuliére i Pellipsoide de révolution aplati, il faut
poser p, = bsin 8, et faire 6=o0. Lorsquon fait d’abord p,=bsin§,
dou Vb —pi=bhbcosh, et Ver—f = \Vc* — b*sin*l, on peut
négliger — b*sin*§ devant ¢, sous le dernier radical, ou remplacer
\/¢c*—p; par c; tout le polynome E,, de degré n, devient alors une
fonction entiére et rationnelle de sinf et cosfl, qui peut étre rem-
placée par une série limitée de sinus ou de cosinus d'arcs multiples

de 0, le multiple le plus élevé ne surpassant pas nf. Quant aux poly-
nomes E et E,, ils conservent le méme degré n, restent eutiers, ra-
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tionnels et composés de la méme maniére, le premier en p et \/p*—*.
le second en p, et \/c*—¢2.
: 3 2 - - > .
Si Pon met en facteur commun dans la série (11) ainsi transformee,
les produits EE,, qui multiplient le cosinus et le sinus d’'un méme

multiple j§, ce facteur, mis sous la forme ZMEE,, se composera
d’une somme de produits EE, de deux polynomes symétriques et dn
méme degré n. Ce degré varic d’un terme i l'autre, mais ne peut étre
moindre que j: car il est évident que, dans la série générale, un
polynome E, transformé ne contiendra pas le sinus ou le cosinus de
j8, si son degré primitif surpasse ;.

Il suit de cette transformation de la série générale, que les
séries partielles P, P/,...R’, R”, dcs huit groupes (10) sout néces-

sairement de la forme EMEE,; E et E, sont des polynomes entiers.
rationnels et composés de I2 méme manicre,l'un eu ¢, Pautreen ¢, ; le
degré n de chaque polynome varie d'un terme a lautre; enfin, le
sigma s'étend depuis une valeur de n qui dépend du multiple de ¢
correspondant, jusqu'a n=o .

Telle est la forme, essentielle et suffisante, de la série qui dous
representer les températures permanentes dans Vellipsoide de révolu-
tion aplati, lorsque sa surface est en contact avec des sources de
chalecur et de froid. Mais pour que cette série soit complétement con-
nue, il reste a déterminer les polynomes conjugués E et E,
correspondent aux divers états partiels, définis par les groupes du de-
veloppement (10).

S V.

Le cas le plus simple de la question qui nous occupe, est celui o
la fonction donnée des températures de la surface, serait indépen-
dante de §, ou ne contiendrait que p,; c'est-a-dire celui ou les foyers
calorifiques seraient distribués de la méme manicre dans tous les plans
méridiens. 11 convient de traiter d’abord ce cas simple, avant d'abor-

der la solution générale.
Dans les circonstances supposées, la fonction representant la tem-
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perature dans lellipsoide est indépendante de 8, et I'équation aux
différences particlles qu'elle doit vérifier se réduit a celle-ci :
AV AV
(12) Fige + 09 a5 =05
¢ et ¢, étant toujours les transcendantés (6). Le probléme d’analyse,
qu’il faut résoudre, cousiste 4 trouver une fonction V de ¢ et p, qui,
vérifiant 'équation (12), se réduise 2 une fonction connue ¢( p.) de

£, quand p = f,.
Les seuls termes du développement (10) qu’il faille conserver,

sont (P, - Vp*—c* \Ve*—pi.R,): la premiére série, P,, correspond
i une distribution des sources calorifiques, identiquement la méme
au-dessus et au-dessous de I'équateur; la seconde série, R,, appartient
+4 une autre distribution de ces sources, telle que deux points, placés
symétriquement par rapport au plan de I'équateur, aient des tempé-
ratures égales en valeur absolue, mais de signes contraires. Or, la
fonction @ peul toujours étre décomposée en deux fonctions partielles,
jouissant respectivement des deux conditions de symétrie, directe ou
inverse , qui viennent d’étre définies ; 'une de ces fonctions partielles
servira 3 déterminer la série P, , lautre la série R,. Il faut considérer
séparément les deux états particuliers qui correspondent a ces séries.
Lorsque les foyers calorifiques, d¢ja distribués de la méme maniere
sur tous les méridiens, le sont en outre symétriquement au-dessus et
au-dessous de I'équateur, la température V doit étre exprimée par la
seule série P., qui d'aprés les considérations des § III et IV, est néces-
sairement de la forme
(13) V — 2MEE, ;
E et E, étant des polynomes rationnels en ¢* et ¢, du méme degré
an, ayant méme coefficients; et le sigma s'étendant a toutes les va-
leurs positives du nombre eatier n.. Pour que la série (13) puisse ré-
soudre la question dont il sagit ici, il faut que chaque produit EE,
vérifie séparément I'équation (12). Or, si 'on pose dans cette équa-
tion V=EE,, E ne dépendant que de g, et E, que de p,, il vient

(14) f:E.%-{—P’E%: 0;

) Ve i L T T I R EERNERY TR Y FRTE T TR R AR



PURES ET APPLIQUEES. 361

ce qui exige que l'on ait séparément

(13) =ML =o, %

de?

' 4 ApE, = o;

A étant un coefficient constant, le méme dans les deux équations.
Les transcendantes ¢ et ¢, étant les fonctious de p et p, données
par les relations (6), on a

dE dE T d'E dE . dE .

@ =g tVe— = gE () 3 (00— ),
dE, dE, 5  d'E, a’E, . dE, , | ]
‘dlhl —_— B_e_lp‘ \/C —-P.’ E? = dg: (c‘r’—P[‘.)_l-d—e:_(c P' - 2?;";

et les équations (15) peuvent s'écrire ainsi

d*E . dE , \
6) 7 (P — ) + 5 (2p" — ) = ApE,
1

d!E' 3 8 a2 dEl ] —_ ]

a P ) g (i — ¢'p) = AplE.

La symétrie de ces deux équations indique que si 'on trouve un
polynome E du degré n en p*, et une valeur de A correspondante,
qui vérifient la premiére, la méme valeur de A et le polynome E,
quwon déduira de E en y changeant p* en p, vérifieront la seconde :
ce qui confirme la symétrie prévue de la série (13).

§ VI

Soit posé E=a,p* 4 a,p*" 4 a0 ...~ a,, dans la pre-
miére des équations (16), il vient, en divisant par p*, facteur com-
mun i tous les termes, et en ordonnant le premier membre,

an(an 1)t =+ [(2n — 1) (3 — 2) @, — (an)" c'a] P
~+[(2n — 3) (2n — 4)a, — (2n — 2)*C*a,] p**~*4-. ..
p— Aaopsn +Aalpsl—a+A“.Par—4 +_ e

L’identification de ces deux polynomes donne d’abord A=2n(2n+1},
Tome 1V.-— Sepreneee 183g. 46
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et les » relations

[A — (2n — 2) (2n — 1)]'2, o4 (2n)*c*a, = o,
[A — (2n— 4)(2n — 3) &, + (2n— 2)*c*a, = o,
= 0,...

[A — (2n—06) (2n —5)]as -+ (2n— 4)*c*a,

Si P'on convient de représenter par le symbole A, le produit 2 (2j-1".

d'un nombre pair 2 par I'impair qui le suit, les valeurs des n coef-

ficients «,...a,, déduites des relations préceédentes seront

(anm)*

a4, == — yV—— c'a,,
o (2n)* (2n — 2)’ ot
e vy W Ty v R
(2 (am— o) (2n — 4 g,

% T A, = Au) (A — An_a) (An — Au_g)

(2n)* (2n — 2)*. . .4*.2* ana .
(An - Al) Ah e ’

7

[ l) (Ar— A,_) (A — Ap_a). ..

I

Cly

et 'on pourra supposer a,= 1.
Ainsi 27n étant un nombre entier pair queleonque, on satisfera aux

équations différentielles (15) ou (16), en prenant

A = an(2n 4 1) == A,,
(2n)(2n—2)", . . 4*.2°

[ P P T S U .
Sy wer wa S e W Wy S LV Wy w17 W 7 VST YT W
_Gny — (2n)(2n—2) . . (1" (2n)’(an—2)°. . 4*.2°

A 8 TR A ) Anhaa) & T R A ) (A=A o) (Aa-A A,

" e

les polynomes E et E, ainsi définis se terminent évidemment au terme
en ¢**.

§ VIL

La série (13) est maintenant connue, les deux polynomes cou-

jugués E et E, de chacun de ses termes étant donnés par les for-
mules (17) pour chaque valeur de . Lorsque p==p., ou sur la sur-

face de Vellipsoide, on a
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n= e

V, = 2MEp,)E,,

E’p,) désignant la constante a laquelle se réduit E pour p = g,. Mais
V., ou la température a la surface, est une fouction connue (p,) de p,
satisfaisant par hypothése a la condition de symétrie directe du cas
sciuel; on doit donc avoir

nooe

a8) ZI‘F = 4 (r.);
N représentant pour simplifier le produit ME(p,); et il ne reste plus
qua déterminer le coefficient général N, de telle sorte que la
série (18) soit un des développements possibles de la fonction Po)-
Or, si E, et E désignant deux polynomes différents, pris dans la
serie (18), de degrés 2n et 2n’, ou correspondant a des valeurs diffé-
rentes A==2n (2n- 1), A'=2n'(2n' 4 1), ces deux polynomes
vérifieront les équations

d1E1 2 dﬁE’l 2
o+ ApE, = o, a4 + A'pE] = o.
d'ou l'on conclut aisément
. dE; , d°E, o
E, 7;‘7 — E| d_z':‘ = (A - A)O;E,h,;
o - .. de, ,
s1 'on multiplie cette équation par di, = Vet et que lon
e Vi—gl

intégre de p,==o0 a p,==c¢, le premier membre disparaitra, car son
intégrale indéfinie

dE! .., dE, dE; ., dE, -
(E, d—il'—'L, 'Z: , Ou (E, d—e, —_— E; {;Z)Pl \/Cs___ FT’

s'évanouit aux deux limites, et l'on aura simplement

cg.EEdp,

0 = (A - 1\,) V— Z
J 0 c".._ff
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donc, excepté lorsque A=A’, ona

ce.EE/d,
(19) /:, Ve—e
g,

Il suit de la qu'en multipliant équation (18) par le facteur ‘;—CE;dL .
— e | .

et intégrant de p, =z 0 4 p, = ¢, tous les termes du premier membre
disparaitront a V'exception de celui cn E,; ce qui donnera pour le
coefficient N: )

© 4 (e))eEdp,

° Ve—g
N= e g,E:dg,— ’

o Ve—e¢!

et pour les séries (18) et (13),

n:m/cwl nfafcdi(")"Eldel

‘ = °o Vie—ql ° Veo—g E

(20) H(p)= Bt B, V= B ot g B,
v v

formules qui completent la. solution, car la derniére est 'expression
analytique de la loi cherchée.

§ VIIL

La solution précédente peut étre exprimée d’une autre manicre,
en adoptant pour paramétres des ellipsoides (1), et des hyperbo-
loides (2), les transcendantes (6) qui serviraient 2 exprimer les tem-
pératures sur ces surfaces ,. prises comme systémes de surfaces 1s0-
thermes. Les équations (6) donuent en effectuant. les intégrations
indiquées

¢ &
{21 ce = arc (cos === -) cs, = lo —
'21) ¢/’ ‘ Bt Voo ¢’
d’ou 'on conclat aisément
22 . C — 2¢ .
(22) P = e’ PP n 4o’
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e ¢étant la base des logarithmes népériens. Les limites de p: €lant zéro
ete, il suit de la seconde des relations (22), que les limites corres-

pondantes de ¢, seront l'infini et zéro.

La premiére des séries (20) prendra la forme suivante, en remar-
quant que ~J(p,) doit étre maintenant considéré comme une fonc-

tion f(¢,)de,,

n__mfc’o f(¢,)E de,
(33) fe) = ¥ o (et 4 e—en)?

/wo E2ds, r?
n=e Jo (e”‘ + e—-ca.)ﬂ
et la température V sera donnée par la série
©  f(¢,)E,ds,
no Wf ( Chy +e—ci S E

= &TTo  Ba B, E()
n= n./ (ech —Ci,"

¢ €tant la valeur de ¢ correspondante a p=p,.

(24) V= E, ;

Les fonctions E et E, sont alors, pour chaque valeur de n, les
séries limitées qui suivent : [A; désignant toujours le produit 2j( 2j=1)]

_<coscs> (Qn),,_‘(cosc's)“—n (An _(fz):_(,z)'(lA_,._ MJ_,)(cos‘cey"—4

e (2n)* (2n— 2)*. .

R e v w7y o

E-=(ecnL-«.)”-Aff'i’f_,(e:-xje—cn)’”*(AffZi_‘S?AT v

( n—-l) (A —A|)A,,

(="

(an)<(an — 2)°.

AT

2

Ls,+e~—rs

lesquelles vérifient respectivement les deux équations différentielles

a2n(zn4 et n 4°E, an(2n 4 1).4¢c"
(26) de“ T T (coseer E=o, di* —+ (e - e—r.'.,_):

s = 0.

Toutes ces formules se simplifient quand on suppose la constante ¢
égale i l'unité de longueur, ou quand on remplace c¢ et cs, par de

nouvelles variables.

)wx-.;
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§ IX.

si I'on pose cs, = x, f(¢,) = F (x), il résultera du paragraphe pre-
cédent un théoreme d’analyse dont voici I'énoncé : n étant un nombre
entier: E,(x) étant la série suivante de z + 1 termes,

I (X

. (2n)?(2n— 2)*. .. 4%, 2°
(—1 (As— An_). .. (Aa—A A,

= E.(z]

dans laquelle le symbole A; représente le produit 2j(2j = 1}, et qus
verifie Péquaiion

+ BB (2) = o;

enfin F(x: représentant une fonction de x telle que F(—ax)=F(x;
on aura identiquement

/‘ < F(«)E, («) da

. ] o (ca_’_e—a.)l .
(27 Fla) = 2700-[133:(&)']?}5 E, {x).
' 0 {ex . g2V
o ie -4 e %

Ainsi une fonction paire d'une seule variable se trouve développee
par la formule (27) en une série d’exponentielles réelles. La solution
d'un autre cas particulier va nous conduire a une formule analogue
a celle (27), pour une fonction impaire, ou qui change de signe avec
sa variable en conservant la méme valeur absolue.

§ X.

Lorsqu’a la surface de I'ellipsoide, les températures données, tou-
jours distribuées de la méme maniére sur tous les méridiens, sont
positives au-dessus de I'équateur, négatives au-dessous, en conser-
vant la méme valeur absolue pour deux points symétriques par rap-
port a ce plan, la température V doit étre exprimée par la série
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R\/p—c* Vo pi du développement (10). Il résulte des §§ 1l et
IV que cette scrie sera aussi de la forme (153); mais alors E et E, de-

vront contenir respectivement les factcurs Ve—ctet Ve— [

produit EE, doit toujours vérifier séparément I’équation (12); ce quu

exige que E ctE, satisfassent encore i des équations de la forme 15,
Soit posé E=Q\/p—¢*, E,=0Q, v'c>=¢; Q et Q, seront ne-

cessalrement des polynomes entiers et rationnels en (* et ei. On a

successivement [relations (6)]:

% =§§ ele—c) + Q¢ ddﬁf %(e‘—fg")-f-%es—c'e)j%+Ze"Q] Vit—e

dE, dQ[ 2 2 2 dﬁEl- dﬂQl 2 2 4 2 o dQl o -
T, 9@t dgf—[dg? (gi-g)+(c e--4e.Jd—€l-2e.Q.]\/c —

el les équations différentielles (15) deviennent, en changeant les si-
gnes de la seconde, et supprimant les facteurs communs Vipi—c*
et \/o g

. d") d
TP — ) + d-§ (4p° — o) = (A — 2)p™Q,

d-Q,

(28) , ] o, .
Ze: (P — ol R0 — cp) = (A — 2)p,.

D’apres la symétrie de ces équations, siVon trouve un polyneme ¢
en p*, et une valeur correspondante de A qui vérifient la premieére,
il suffira de changer dans Q, p* en p!, pour avoir son conjugué (), ;
cette similitude de forme était prévue.

Soit posé Q= a.p" e ptt - L - a,, dans la premiere de-
équations, (28) il viendra, en divisant par p* ¢t ordonnant le premic
membre ,

2n(2n + 3) ag™ 4 [(2n = 2) (21 - 1)@, — (2n)® Cla,] 2R3
+ [(2n— 4) (2n — 1) 2, — (2n —a2)cie] gt .
= (A —2) 2™ 4+ (A — 2)e "% o (A — 2) gt an
L'identification de ces deux polynomes donne (A—2)=2n(on-4-5
et les n relations '
(A—2)a, =(2n—2)(204-1)2,—(2n)C’x,, (A—2)2,=(2n—f)(2n ~ ety ~(21-2)"C ', .
A —2)ay=(2n— 6) (21 — 3)ag — (2n — 4)* ', ...

d'ou l'on conclut d’abord A = 22 (27 4 3) =2 = (2 + 2} on+4- 1
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Ajoutons respectivement aux deux membres des z relations précé-
dentes 22,, 2a,, 204;... remarquons que

(2n— 2) (2n 4+ 1) + 2 == 2n(an — 1), (2n — 4§) (an—1) + 2 = (2n—2) (3n—3),
(a3n —6) (2n —3) 4+ 2= (an —4)(2n —5).. .;

enfin convenons que le symbole A/ de51gnera pour mmphﬁer, le
produit 2j(3j — 1), d'un nombre pair 2j par I'impair qui le précéde;
on aura plus simplement

A= A,:+, , (A,/.+.—A;)a, + (2n)*c*a, = o0, (A,:_,_,—- A,’._.)u,-{-(zn—- 2)’c’«, = 0-
(Ar:+ - AI:—I) “3+ (2’1 - 4)“ C°¢,= 0,...

relations d’ou P'on déduit pour les valeurs des 2 coefficients ,, «,,

o&, = = _ﬁl_):_.— c3¢°,
An+l - An
(2n)* (2n — 3)° "
a, = < cta,
SR (Y | R
2y = (2n)* (2n — 2)* (2 — 4)° ~ bz, ,

T (e ) (Ao — Anzs) (Ange— Ans)
(2n)* (270 == 2)* (21 — 4)*.. 4 .2° ¢,
(Au+1—An) (An+l—An—1 (AH+I_AII—2) . (An+|—A )

a, = (—1)°

et 'on pourra supposer ¢, =1.
§ XL
Ainsi, dans le cas actuel, chaque terme de la série (13) est le pro-

duit des deux fonctions E et E,, données pour chaque valeur du
nombre pair an, par les séries limitées qui suivent :

N (zn) .oam—s | (2n)*(2n —2)*
E_[P An{-l ~— An ¢ P _'_(Ar:—*.-l—'A’XA:I-"-I_A:I-—I)
(an)* (2n — 2)*...4°. z’ ;)
(—— l) (An+x——An) (A%;—Au ) n+;—A ) ] \/P - c
(2") 8 ,3n—1 (2")" (2" - 2)I _ 84 an—g____
B = o F T i asa)

ct r“-‘_

(ag) <

1) (2")' (an— 2)*...4*.2° P
(=) (Anp—A;) (Anpr—Anas) « -+ (A;+,-A;) ] Ver—pl;
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dans lesquelles le symbole A; désigne le produit 2j(2j — 1), et qui
vérifient respectivement les deux équations différentielles

(%__ (2n 4 2) (2n+ )p'E=o0, ‘i;_ﬁ' +(2n+2)(2n+1)FiE. = 0.

On peut remarquer de suite que lafonction E, (2g) s’évanonit 2 la

limite ¢ de pi» €t que % ou ﬁ@_rp (c* — ’)—Qp’:l est nul
de, ’ de, ' p .

pour p,==o0. D’ou il suit que E, et E, désignant deux polynomes E,
différents, donnés par la “méme formule (29), expression....
(E, %1:1" —_ E,’dTli'— » est nulle pour les deux limites de p,. Ce théoreme
permet d’appliquer au cas actuel les raisonnements du § VII. On
démontre ainsi que 'équation (1g) a lieu lorsque E, et E, sont dou-
nés par les formules (29). Les séries (20) comprennent donc aussi la
nouvelle solution, en choisissant les valeurs de E et E,, non plus
dans les formules (17), mais dans celles (29).

Les séries (23) et (24), aux paramétres ¢ et ¢,, restent aussi les
mémes; mais les formules qui déterminent les fonctions E et E, de
ces séries, difféerent de celles (25) : on déduit des équations (22}

(2 —C§!

(7o A __ , Sinc . ¢ = .
(30) Vp—c* = Cormr Veo—p= cm,

et les quatre valeurs (22) et (30) transforment ainsi en ¢ et ¢, , les
fonctions E et E, (29) (en supprimant le facteur commun constant
c**', comme inutile) :

F—[( I )"‘_ (2n)* ( t )’““’+ (2n)*(2n—2)* 1 )"“4
L \cos ce Al ,-A,\cos c (A;+1—A,.')(A,',+,-A,',_,)( €os cs, -
(—1)® (2n)’(2n—2)*.. . 4*.2° sin ce
(Amps—An)- (Arp,—A) Jeosce
2 - 2n)* 2 am—3 ? — 2)? -
E,:[(e“ —-cc.) _ ,( ) ,( - ) - (2n) (211, ' 2) : /;>‘
|+€ An+z—An e© 1+8 T l,An-{-x—An)!‘\A".{_;'—A; )\el.‘h_*_e-t‘:.
(—1) (2n)*(2n— 2)*. .. 4*.2* eS8 .
(A):+1—Ar’z)' . '(Alll-lu-l_Ar:—l)J ec!.+e—ci,.

?
31)

Ces fonctions , qu’il faut introduire dans les séries (23) et (24), pou:

le cas actuel, vérifient respeclivement les deux équations différen-
Tome IV. — SerTeEMskE 183g. 47
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tielles

dE (an+ 1)(an+42)c* . ___ dE, (2n 4 1) (2n + 2)4¢* -
PEE {cos ce)? E=o, de’ -+ (ees: et E, o.

Les séries (23) et (24) et les formules (31) peuvent toujours étre sim-
plitides en remplacant ce et ce, par de nouvelles variables.

§ XIL

Si Von pose ce; =, (¢,)=F (x), il résultera de la série (23},
et des derniéres formules du § XI, un théoréme d’analyse dont
voici I'énoncé : 12 étant un nombre entier; A/ désignant généralement
le produit 2/ (2j — 1), €, (x) étant la série suivante, de (1)
termes,

[eE—e* 2 n (2n)‘ (2n)? (2n—2)* 2
\f“+f”'>[:(f‘+e"> Arga- A, \e‘+ e ) T O A A o )<e=+e- )=
R (2n)(2n—2)%...4%. 2 .
- 7 7 < R e & 51
(—n (Mg =—Ar). --(An+,—An_,)] (x

qui vérifie I'équation différentielle

d Ealx) 4Angs . -
T T ey B () = o
entin F(x) étant une fonction telle que F{ —x)=—F(x): on a

identiquement
P E@ () de
2 ¥(x) = 2—3—‘%%;—2 Calax).
La formule (32) donne ainsi le développement d’une fonction im-

paire en série d’exponentielles réelles; elle est analogue a celle (27)
du § IX, qui suppose la fonction paire.

wl
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Les deux cas simples traités dansles §§ V, VI,... X, XI, avaient
pour but de conduire aux formules nouvelles {27) et (32, ¢n eloi-
gnant la variable 8, a laquelle correspond un genre de développ: -
ment connu depuis long-temps, ¢t qui et compliqué les calculs,
sans rien ajouter 4 la rigueur de la démonstration. Mais pour trouva
la solution du probléme général qui fait I'objet de ce Mémoire, «!
dont P'énoncé se trouve 4 la fin du § I, il faut reprendre la questic.
au point ou la laissait le § IV, et conserver toute sa généralité a lo
loi donnée des températures de l'ellipsoide.

§ XIiL.

Les deux paragraphes V et VI donunent la forme essentielle de la
série P, qui correspond a i==o0, dans le premier groupe du déve-
loppement (8); des calculs analogues conduisent & la détermination
de la série P, qui multiplie cos 2/ dans le méme groupe, lorsque I

nombre entier ¢ n’est pas zéro. Cette série P, est de la forme ZMFF,
comme on V'a vu au § IV; E et E, doivent étre essentiellement des
polynomes en p* et ¢}, du méme degré ct ayant les mémes coetli-
cients ; ces fonctions doivent éire deéterminées par la condition que
chaque produit EE, cos 2if vérifie séparément I'équation aux diffé-
rences partielles (=), afin que les coefficients M, restant arbitraires .
puissent étre employés & Vintroduction des températures donndes de
la surface.

Si dans I'équation (7) on pose V==EE, cos 2§, il vient, en sup-
primant le facteur cos 2if,

d'L a&'E, . )
[33) PE—5 + B3 = b4ie* (pr — ) EE,;

d’ou il est facile de conclure qu'on doit avoir séparément
p

d°E i
0 =(Ap’—4lC)E,

d*E, - R
&= (48°c* — ApDHE, ;
A étant un coeflicient constant, le méme dans les deux équations. Ou

bien, remplacant les transcendantes ¢ et ¢, par leurs valeurs (6), il
Am
4_,} C
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faut que E et E,, fonctions de p* et p?, vérifient les deux €quations
différentielles

o T (PP =)+ T (aF — o) = (Ap* — (aipcE,
4°E, , , ) dE, ., . . .
o (P —=cR) + i (ai—cp) = (Ari — (aire) K,

que on déduit des précédentes par le calcul qui transformait plus
haut les équations (15) encelles (16). La symétrie des formules (34)
indique que si Pon trouve un polynome E en p*, et une valeur de A,
qui vérifient la premiére , il suffira de changer ¢* en ¢! dans E, pour
obtenir le polynome conjugué E; qui pour la méme valeur de A
doit vérifier la seconde.

D’aprés 1a forme assignée 4 E par les considérations des paragra-

phes III et IV, j—f est nécessairement divsible par p; le premier

membre de Péquation (34) en E, sera donc divisible par ¢*, et
comme dans le second membre i n'est pas nul, il s'ensuit que E doit
étre divisible par une certaine puissance p** de p. D’apreés cela, soit
pris pour E le polynome incomplet

E=¢Psu+ ﬁran-—s +_ B .+ Arnh—l +V,r’l ;

sa substitution dans la premiére des équations (34) dounnera, en or-
donnant le premier membre,

an(zn-+1)ae>* 14 [(an-3)(an-1)8-(2n)*cs] g+ [(2n-4)(2n-3)y- (an-2)"c*£)e* ...
oo o [2k(2k 4 1)pp—(2h4-2) A g2 —(2k) C?pg™
=Awg i [Af-(20)'ca) g4 [Ay- (28)°c*8]e* 244 [Ap-~(28) Al >- (28) C'pe™ ;

et l'identification de ces polynomes exigera que I'on ait: par les pre-
miers termes A = an(an -} 1), et par les derniers A=1; puis, en
reprenant la notation A;== 3j(3j = 1), les coeflicients seront déter-
minés par les relations

(Ax—An_)B+[(20)— (i) Tca=0, (Ax—A,_.ly+[(an—2)—(2i)]c*8=0,....

qui conduisent aux valeurs suivantes :
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__ (2ny —(20)

ﬁ - An—Aﬂ—l C’d-,'
— [(2n)*—(28)*] [(2n—2)" —(2'7“]
Y=t TG A—ho %

— ),._fuzn)’—(zz)*][(zn—z)*-(zir] Loy =(aiy]
M= (— ! (A"—Aﬂ—-r)(An—An-—l) (A _Ac) %

dans lesquelles on pourra supposer & == 1.
Ainsi chaque terme de P; contiendra le produit des deux fonctioms
suivantes :

(2n)'— (21) o ((2m)*—(a1) ][(2n—2)"—(22)*]

of 2n—’t

E =g¥t—

A —'An_z (A _An—l) (An_An—z)
Y () el E (€L e 1 Y
(%5) (An'—An-—l) (A At) ’
B T Y ot PP (0o 1[G 30 W
R v v (A, —A.) (A—A,)

[n)y'—(@0)] . . . [(2i4-2)'—(2i)"]
(A —An—l) (A —Al)

(=)
et la série P, s’étendra & toutes les valeurs dedulles des formules pre-
cédentes , en prenant pour les nombres entiers plus grands que .

Il est évident que la série P”, dans le quatri¢me groupe du déve-
loppement (10), ne pourra dlﬂ'erer que par ses coeflicients arbitraires
de celle P, dans le premier; car on retomberait sur les mémes
équations (33) et (34), en introduisant la vérification nécessaire de
Péquation (7). On peut donc poser généralement

c:n—zl

n—ow

P’ = P, = X MEE,,

(36)

en prenant pour composer cette série tous les groupes de valeurs des
polynomes E et E, correspondant &3 la méme valeur de i, et donnés

par les formules (35), lesquelles comprennent celles (17) lorsque
i==o.
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§ XIV.

lLes séries P/, P/, qui correspondent au sinus et au cosinus du
méme multiple (2i -+ 1) 0, dans le second et le troisiéme groupe du
développement (10;, ont aussi la méme composition. On a vu,

§P 1LI ot 1V, que ces séries doivent éire de la forme ZMEE,, E et
E, étant des polynomes qui ne contiennent que des puissances im-
paires de pet p,, du méme degré, et ayant mémes coefficients. La
verification nécessaire de 'équation (7) par chaque terme sépare
EE, sin (2i -+ 1) 4, ou EE, cos(2i + 1) f, exige que les deux fonc-

tions E et E,, satisfassent aux deux équations,

. d'E dE . ' .
ay Ja TR T g o —cp)==1A pt— (ai 4 1) e E,
/)—
- i\ i dE, . R . - )
/ %—l (PL: -_ C’P:) -4 -(TE;.—[ (2P| J— CIPI) — [API __(21’ + l)’(”] E‘ ,

lesquelles remplacent ici celles (34). et qu'on obtient par le méme
calcul. 11 suffit encore de chercher le polynome E et la valeur de A
qui doivent vérifier la premiére des équations (37); le polynome E,
se déduisant de celui E en y changeaut ¢ en p,.

Soit pris pour E le polynome impair et incomplet.........
20" e BTt L AP upt; sa substitution dans la pre-
isicre des ¢qualions (37) conduit encore 2 identifier deux polynomes;
pour que leurs premiers termes soient les mémes, il faut que 'on
ait A=(2n -} 1) (2n + 2); pour que leurs derniers termes se détrui-
sent, il faut que £ ==; puis en reprenant la notation A/==2j(2j—1),
l'identification des termes intermédiaires donne les relations sui-

vantes :

A mA B2 1 = (20 1) ] 00, (A pp= A Yy [(2n=1)~(2iF 1)1
(N = N e[ 3) (24 1) e a==0;

d'ous 'on conclut, pour les coefficients du polynome E, les valeurs
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{2n41) -—(21-}-1)
A,n-H )
[(2]l+l —(zz-{—l)’] [(2rn— 1)y —(2i4-1)* ]
(4,n+n_A n) (A n+r*—A ﬂ-—v)
l),‘_‘[(2n+ 1)’-—(2z+1) ][(211—1) —(21+ ) 1. (21+3) —(2i+r) J
(A',,_,_,—A’ (Q',H_I—-{ ,.__,) ( 41 —A’ iyt )

d=—

M:

dans lesquelles on peut supposer z=1.

Ainsi les séries P/, P!, seront encore représentées par la série
symbolique (36) , avec les mémes indices au sigma ; mais les fonctions
conjugudes E et E, de chaque terme, au lien d’é¢tre données par le-
formules (35}, le seront par celles-ci :

(2n41)2—(2¢ +|)

E =€2n+l \ A' Pt ~x+
3 pagex n
apeilenty— i )).. [y —OIF 1]
%8) R Y N7 A GRS 7 e U B |
N = p 2t (2n-+ 1] —\zl—!—l)* g1
1—§&r - —'_"—_x o A ..
N e T VA PO (L) e I OIS U

A=A A =N (B ="y ¥
en prenant successivement pour n tous les nombres entiers plue
grands que i.

§ XV.

Les séries qui multiplient le cosinus et le sinus de 2§, dans le c-
quieme et le huitieme groupe du développement (10}, ont la méme
composition. D’apres les §§ III et 1V, ces séries sont nécessairement

de la fornie ZMEE,, dans laquelle E=Q VP —*, E,=0Q,\ ¢ —p
Q et Q, étant des polynomes en p* et p?, du méme degré, et ayant
mémes coefficients. Ces polynomes doivent étre déterminés par lu
condition que chaque produit QQ, \'p*—c* \'c*—¢; cos 2/, ou

QVp*—c* Ve—pi sin2if, véritie Péquation (7); ce qui conduir
aux deux équations. séparées :
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—o'pt) + 5 B — e =[(A—2)p—(2i)e"]Q,
—c'fl) +"Q' (Bo—cp) =[(A—2)pi—(2ic"]Q,,

(30) {5 Q,

qu’ou obtient en combinant les calculs des §§ X1II et X.

Si Pon substitue 4 Q, dans la premiére équation (3g), un polynome
incomplet du degré n en ¢*, et que l'on identifie les deux membres,
on trouve que A doit étre égal & (an + 2) (2n1); que Q ne doit
pas contenir de puissances de p* inférieures a p*; et Pon obtient en
outre un nombre suffisant de relations qui donnent les valeurs des
coeflicients du polynome Q, par des calculs analogues & ceux du § X.

On démontre ainsi que la valeur de V(10), limitée au cmqmeme
ou au huitiéme groupe , est de la forme

_3 (o) S,

sin 228

les fonctions conjuguées E et E, étant données par les formules

(an)-(28)* . .
E — an_ z 2 208 =3
[g A n+x-A c +

[(2n)*~(2)*)[(2n- 2)’—(21)’] 1(2i42)-(20)°] peyi s -
(Aln-}.x‘A n)(A,rn.'.x'A l—x) (A n+x-A :+l) - !]‘/‘ ¢ ’

zn)’—(z:)’ crp i
[:c e A AL +..

(cayes 27 (oLt~ i 42— S
(A, —A ,,)(A n+l'An-!) (A ﬂ+l'A ¢+x)

-1 )ll—'l

~31s

lesquelles donnent celles (29) lowsque @ ...-:-o; le symbole A’; repré-
sentant toujours le produit 25 (2j — 1).

Enfin on démontre, de la méme maniére, que la fonction V(10),
Jimitée au sixi¢éme , ou au septieme groupe , est de la forme

i=o / sin(2if-1)0\ ==
V= Z( ou > 2MEE,,
i cos(2i41)0

n=i

ie facteurs conjugués E et E, étant déduits des formules
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_.r andr_ (2'1-‘—!)2—(;14-1)‘ a m—x+' .
n+x'
IR R S e B e U ey W
(An+x n)( n+l"A1|_l) (An+x’AH—l) ’
[ 2ni1_ (2n+1)°_(zz+l) et 4.
n+1'
[(2n41)=(28+ 1)} [(2n-1)*—(2iF~1)*]..[(2i4-3)° -(2z+1)*]nn_ﬂ gt ]‘/c
(An+l'Ar)An+1_An_:) (An+x‘A;+x)

el

4 l)

(_l)l.—l

le symbole A; représentant toujours le produit 2j (2j 4 1).

§ XVL

En résumé : si I'on ne désigne par la caractéristique E que les po-
lygones (35) et (38) qui sont totalement rationnels en p et p,, en
adoptant la nouvelle caractéristique ¢ pour représenter les fonctions
(40) et (41) qui contiennent un facteur radical ; si en outre on con-
vient d’affecter d’un accent, placé en haut, les polynomes (38) et
(40), dont les coefficients présentent le symbole A’} = 2j(2j—1), et
de laisser sans accent les fonctions (35) et (41) qui s’expriment a I'aide
du symbole A,=2j(2j41); la série générale V(10), déterminée
par la condition que tous les termes vérifient séparément I'équation
aux différences partielles (7) , sera

2) gV Ecos'zLGZME E +Zsm(2l+l)92M'E'E'+ co=(2l+l OZM”E’E’+Zsmsz’\1"EI~
¢

iz o

+2c0521623|166 +Zalﬂ\21+ 1 )6 &L, +2cos(21+1)923fb”££ +Zsm21923fl— V&

Et cette série (42) aura la forme, essentielle et suffisante, qui con-
vient i la loi des températures permanentes de l'ellipsoide de révolu-
tion aplati, quand sa surface est en contact avec des sources de
chaleur et de froid, de quelque maniére que ces sources soient
distribuées.

Il suit de la composition méme des polynomes E,, F', ¢,, &, que
la fonction V (42) ne contient plus que le paramétre p quand p,=o;

Tome IV. — Sgeremsae 1839, 48



548 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

cest-a-dire que les deux variables § et p, disparaissent a la fois. Ce
résultat pouvait étre prévu : car I'équation p, ==o0 appartient a 'axe
polaire, et sur cet axe, intersection commune de tous les plans me-
ridiens , la température doit étre nécessairement indépendante de 6,
et ne peut varier quavec le parameétre de Pellipsoide.

Pour compléter la solution générale du probléme que nous nous
sommes proposé , il faut trouver une méthode qui puisse servir a
déterminer les coefficients M, M’,...on", on", de la série (42), a
I'aide de la loi des températures connues de la surface. Nous suppo-
serons, comme au § III, que la fonction de p, et § qui exprime
cette loi, ait été partagée en huit fonctions partielles, jounissant res-
pectivement des conditions de symétrie qui particularisent les huit
groupes du développement (r0), ou de la série_complete (42). 1l
suffit alors de considérer un seul de ces groupes, et de déterminer
ses coefficients 2 Yaide de la fonction partielle qui lui correspond; on
reconnaitra facilement que la méme méthode serait applicable a tout

auire groupe.

§ XVIL

L’état partiel que nous choisissons , pour le traiter seul compléte-
ment, est celui défini par la premiére des doubles séries qui com-
posent la valeur générale de V(42), laquelle se réduit alors a

iz n—e

(45) V= ; oS 3i9.ZMEE,.
E et E, sont les polynomes en p* et p; déduits des formules (35),
lesquels vérifient les équations différentielles
d*E - - . d’E, .
Gr =[an(an+1)p*—4i0c’]E, —5F=[4Pc' — an(an+1)p]E,
ou celles (34) en y posant A= an(an-1). Comme les polynomes
des formules (38), (40) et (41) sont maintenant étrangers, il faut
oublier la notation du § XVI, et les accents pourront étre employés
pour distinguer les unes des autres les diverses fonctions E et E, (35),
les seules que nous devions considérer.
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La série (43) prise pour exprimer la température permanente dans
Iellipsvide, suppose que les sources calorifiques sont distribuées sy~
métriquement, au-dessus et en-dessous de 'équateur, a droite et a
gauche du méridien de départ, et en outre de part et d’autre de
I'axe polaire sur un méridien quelconque. Si 'on désigne par | (p,, 8)
la fonction partielle qui exprime dans ces circonstances les tempé-
ratures connues de la surface, cette fonction pourra avoir des valeurs

x

quelconques de p, = 0 a p,=c, et de § = o a f==; mais ces

valeurs devront se reproduire dans le méme ordre de =02
2

=, de ’-2551 7, de — 7 & —;, d’aprés les conditions de sy-
métrie exigées par la série (43).
Si, E(p,) ¢tant la constante & laquelle se réduit E quand p=/¢,,

on pose ME(p,)==N, puisque V(43) doit se réduire a2 ~(p, 8)
pour p==p,, il faut que I'on ait

i=zo

(44) Zcos 28 2NE, = (¢, 6)

et il s'agit de déterminer le coefficient général N, de telle maniere
que la série (44) soit un des développements possibles de la fonc-
tion o).

Si 'on multiplie I'équation (44) par df, et qu’on intégre les deux

T

1 L 2 ; 2’ .
membres de §=0a =, commef df =E et quef cos 2i0d§ =o,
(W] [}
pour toute valeur du nombre entier i autre que zéro, on aura sim-
plement

n=“o

(45) ZNOEA': ;.ff "I’("u 9) db ’

E, ayant ici toutes les valeurs (35) pour lesquelles i = o, ou toutes
celles données par la seconde des formules (i~). Le coeflicient général

N, de la série (45) se déterminera donc par la méthode développéc
au § VII, qui donnera

48..
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¢ xh de,
C St f N {gx,6)db
o™ ® ¢ (lE dex

o Vg

Pour déterminer le coefficient N; du sigma qui multiplie cos 26,
dans I'équation (44), il faut d’abord isoler cette série partielle, comme
il vient d’étre fait pour le sigma dont le coefficient est N,(45). On
remplit ce but, en multipliant I'équation (44) par cos2ifdf, et en

(46) N, =

. , : . \ x
intégrant les deux membres depuis §=o0 jusqu'a § = 5 car on a,
x ol
2 2 of » » . .
f *cos2ibdd = o, f c0s 2’8 cos2ifdf=o0 quand i’ différe de i, et
o o
r »

enfin f ? cos* 2ild) == ; on obtient done simplement
o

4

(47) ZNiE. = é f:) L (py s 0) cos2ifdf,

E, ayant ici toutes les valeurs (35) qui correspondent 2 la méme
valeur de i.

§ XVIIL

Soient maintenant désignés par E, et E; deux polynomes (55)
correspondant i la méme valeur de i, et a deux nombres n et n/, ou
4 deux valeurs différentes A= 2n(2n+ 1) et A'=an/(an’ + 1).
Ces deux polynomes vérifieront les deux équations

i M
d'

dE,

= (4i*c*—Ap)E,,

= (4i*c* — A'p)E,

qui donnent par une combinaison facile

E 4% —EZi=(A—A)pEE];

dg.

¢ V"”_ 'y ’

et

si Yon multiplie cette derniére équation par de, ==

' [T 1 [ " TN N RN T T T T I
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qu'on integre ensuite entre les limites, zéro et ¢, de P. , le premier
dE,
membre disparaitra, car son intégrale indéfinie (E —E, - &
' de,
on aura donc

ou( B __ g dE)p, c*— p:, est nulle pour p, =o etp,=c;

Iy /
o= (A — A [ ellide
ch__ ez
D'ou il suit que, excepté lorsque A’=A, on a nécessairement
Ce,E,E:de. — .
° Ve—g ’

c’est-a-dire que la relation (1g) s’étend au cas ou E, et E; représen-
tent deux polynomes (35) correspondant 4 la méme valeur de i,
mais a des valeurs différentes de 7.

Le théoréme qui vient d’étre démontré conduit, comme au § V1,
a la valeur du coefficient N; de la série'(47) ; cetie valeur est

‘ eEde' f e, 8)cos2:0d6
(48) N.’ 4 VC - .

f° e.Eide.

Vie—gl

Les coefficients N, (46) et N, (48) étant substitués dans la série (44),
donneront le développement cherché de la fonction .

N1

Enfin, remplacant dans I'équation (43) le coefficient M par I%)
la valeur de V qui satisfait & toutes les conditions posées, est défi-
nitivement

_— ¢ E, de-
f [VC“ f 4’(617 9)(19] E

ot c_ebide, E@)

‘/ et 41
(49) cme
s f [e'E"!ﬁ- fawt(g.,e)cosaivdo]
+42 E Veo—g /o E o

00821:9 ¢ g,Eide, ITC«:) vy

[+ Vc’——g:
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E et E, éiant donnés par les formules (17) sous le premier sigma, et
par celles (35) pour la série qui multiplie cos 2if.

Il est aisé de voir que la détermination des coefficients pour les
sept groupes de la valeur générale (42), autres que celui qui vient
d’étre traité, se ferait absolument de la méme maniére. Les dévelop-
pements des huit fonctions partielles, et les séries (49) qui donnent
la température dans lellipsoide de révolution aplati, peuvent étre
transformés en ¢ et ¢,, & l'aide des relations (6), (22) et (30). Mais
il n’y aurait intérét 2 présenter ici tous les détails de la solution
trouvée , que s’ils étaient accompagnés de développements analyti-
ques, qui permissent de ealculer numériquement les températures;
et ces développements seraient trop étendus pour trouver place dans
ce second Mémoire.

§ XIX.

La solution générale qui vient d’étre exposée, concerne seulement
Pellipsoide aplati, ou celui dans lequel le diamétre de I'équateur
surpasse I'axe polaire. Supposons maintenant que Iellipsoide soit au
contraire allongé, c’est-a-dire formé par la révolution d’une ellipse
autour de son grand axe. Il semblerait que ce nouveau cas, trés dif-
férent du premier, dat nécessiter de nouvelles recherches, aussi
étendues que celles qui précédent; mais fort heureusement il n'en
est pas ainsi, car, comme on va le voir, toutes les formules dé-
montrées plus haut, sont applicables au nouvel ellipsoide avec de
légers changements. Et cet accord inattendu est par lni-méme un
résultat remarquable. :

Liellipsoide actuel est compris parmi les surfaces au parameétre »
représentées par 'équation

xz? r4a _

(50) ‘: + ”—C' =1,

lesquelles sont toutes des ellipsoides de révolution autour du grand
axe, ayant les deux mémes foyers, et composant un systeme de
surfaces isothermes. Ces ellipsoides sont conjugués 4 deux autres sys-

temes de surfaces, pareillement isothermes, qui les coupent a angle
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droit, et qui sont représentés par les équations

(51) 9=al.c(tang =‘Z;-), g-—-{:%:;: 1
le premier systeme se compose des plans meéridiens, le second des
hyperbolmdes de révolution 4 deux nappes ayant les deux mémes
foyers géométriques que l'ellipsoide donné.

Si Yon prend pour coordonnées nouvelles les parametres ¢, 8, p,,
des surfaces (50) et (51), on aura pour formules de transformation

(52) cax=pp,, cy=Vp'—c* Vc*—pisind, cz= V/p*=c*\/c*—picosh.
Silon désigne par %, %,, h,, les valeurs de I'expression differentlellc

( ) +( > -+ )', pour f successivement égal a ¢, §, p,,

le calcul donne

‘/eo_ca P |/C __e
55 h T3 }ll —_— e ]’ .
(53) Ve'—e: Ve—cveo—g’ T Vie—e

Enfin le symbole A,fayant la signification indiquée an § I, on a

dlog (¢* — ¢?) _ dlog(b—g)
(54) B.p = — 7 — h*, A8 =0, Ap, = g R,
Les formules (53) et (54) doivent étre employées pour transformer
en coordonnées p, § et p,, Péquation générale A,V =0, qui ap-
partient & I'état permanent des températures V, dans tout corps
solide homogene; si 'on introduit, pour simplifier, les transcendantes

d des
¢ e = [ -

¢ —g3?

(55) T

g:___ca’

cette équation transformée peut étre écrite ainsi

av d'v . &V
(56) (ct—plgr + (=) g5+ (P —r)e gz = o;

p et p, étant des fonctions de ¢ et ¢, que V'on déduit des équations (35),
et qui sont

ec¢+ e—C‘i ec‘.__ e

(57) P = —c et __ o8 ps = ech_*_ —Cty

—C$3

e
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§ XX.

Pour simplifier Péquation aux différences partielles (56), au lien
des fonctions p et p,, il est préférable d'introduire celles y et 7,,
données par les relations suivantes

P 14

—ce?
Co__og—C1

2¢

— ’
e¢-‘h+e Csa

(58) 7=\/§'_—_c‘= Y, = \/c_'_:_p:==

e

d'o Yon déduit f = V', pp = V ¢*—7:, et par suite, d'apres
les valeurs (55), .

Ay — dy,
s = [ v=lE

1’équation (56) devient, en employant les fonctions y ety,, au lieu
de p etp,, et remarquant que p*— p}==3*~+%;, d’apres les rela-
tions (58):

L&V , dV ) W oL dV
(60) Yo +2r g O+ ReF=o

La solution générale de l'ellipsoide, a trois axes inégaux, indique que
1a fonction V,que nous cherchons, devra étre composée d’'une somme
de termes de la forme EE,cos X, ou EE,sin k6, dans laquelle &
représente un nombre entier; E et E, étant des polynomes rationnels,
le premier en 3 et V*+c*,le second en 3, et Vet —9:, qui
doivent étre déterminés par la condition que chaque terme simple
vérifie I'équation (60).

Or, si Pon pose dans cette équation (60), V=EE,cos 4§, ou
V = EE,sinkf, la ligne trigonométrique disparait comme facteur
commun, et il vient : '
4’E

2 ) dJE’ L 2’ Jans
vE g7 + »E 7 = (' + ) #eEE,
ce qui exige que I'on ait séparément

a’E,
di}

61)  %E — (Ayr + AeE,

= = (k*c* — Ay)E,;
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A étant un coeflicient cgnstant, le méme dans les deux équations. Si
I'on considére E et E, comme des fonctions de o et 3,, en prenant
pour les transcendantes ¢ et ¢, leurs valeurs’ (59), ces équations (61)
deviennent

‘E
PE0f ) + (o + ) = (A + k) E,

(62) '
T — @) + T (a9 —ey)=(Ayi — ke) E.
Quand on compare ces équations (62) a celles (34) ou (37), on re-
connait de suite que les valeurs de E, ne différeront de celles qui
donnaient E, dans le cas précédent, quen ce que ), doit y étre
substitué 4 p,, et que les valeurs de E se déduiront de celles de 'an-
cien cas en y changeant ¢* en — ¢*, et p en ).

1l est donc inutile de pousser plus loin la solution de 'équilibre
des températures dans Vellipsoide de révolution allongé, puisqu’elle
conduirait 2 des formules analogues 4 celle de Vellipsoide aplati, et
qui se déduiraient facilement de ces derniéres par quelques change-
ments de signe.

Tome IV. — Serremere 1839, 49



