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PURES ET APPLIQUÉES. φ 

Addition à la note sur une équation aux différences 
finies , insérée dans le volume précédent, page 5o8. 

PAR E. CATALAN (*). 

VIII. 

Si l'on désigne par C,
n>

„ le nombre des combinaisons de ara lettres, 
prises η à η, on aura 

C
0j

JI -I- χ C.,, ·+■ C„,_
4i
„_, χ C

4il
 +...+ C„

iB

— aa°. C5oj 

Pour démontrer ce théorème, je considère l'équation 

P« + Pn—»Pi + Pu—+ · . . + P|P
D
-. + P» = β" ; (5|) 

dans laquelle a est une constante donnée, et P„ une fonction incon-
nue du nombre entier ra, assujettie seulement à cette condition, que 
Ρ.= ι· 

Conformément à la méthode très élégante employée par M. Binet 
dans un cas semblable (voyez page 8a), je prends la fonction géné-
ratrice de P., savoir 

Ζ — ι Ρ,ζ + P,z* +.. .-f-P
M
z"-f-. .. , (3a) 

ζ étant une indéterminée. 
En élevant au carré, il vient en vertu de l'équation (3i), 

Ζ· = ι +az+α*ζ· + α3ζ' + .. . + α"ζ" + (33) 

Or, quel que soit a, on peut toujours supposer ζ assez petite, pour 

(*) On continuera dans cette Addition l'ordre des n°' de la note citée. 
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que la série qui forme le second membre soit convergente, et égale 
à —-—. Alors nous aurons ι — az 

I 
Ζ = (i — az) 3; 

ou, en développant 

Z= ι + -az + +...+ '•3 5
/ fi

(2W 0 .
 a

'z' + ... (35) 

Le coefficient de z* peut facilement se mettre sous la forme, 

ι.α.3...an fa\* ^αγ r 
i.a.3...πχ i.a.3...n V4/ W M "' 

On a donc, en comparant les équations (3a) et (35) : 

*. = ©*■ «.■■■■ Ρ
6

) 

Ce qui démontre le théorème énoncé. 

IX. 

On a CU,. = Γ^
η
 ^ : l'équation (3o) peut par conséquent 

se mettre sous la forme 

V" r(2*-2i+l) Γ(2»+ 1) __ 
■^οΓ(ι» — — i + i) " r(t -f- 1). r(i 1) ' ν 7) 

ou bien 
V" Γ (271 —21) r(2f) 1|lr_, 

Γ(»ι — ή. Γ (τι — i 1) " r(i)r(i'-J- 1) 3 

Cette dernière équation se transforme facilement en 
Σ" Γ(*-'·+τ) ra+ϋ _ 

B R(H— i+ I> T(T+I> """ (
5

°) 

On obtient ainsi une propriété des fonctions Γ, analogue à celle 
exprimée par l'équation (20). 
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X. 
Prenons les deux identités : 

jj
n

 ' ^ «.g, d9 —fy'^^—^—fy '^(ι—β)~^δ, 

fjt~*(i—9) ïi/0 —f j '(» —β)*<Λ — ô) 

En les multipliant membre à membre, donnant à i les valeurs 0,1, 
2 ,... n, et ajoutant, nous obtiendrons 

Xtfy*"
1
'*

(i—^ χ fy =(«-«) ̂  

- χ[y h* -0) ^0 

—xfy^ (1—an ̂  χ fy * (1 - β!' m 

+ y1 / V~i-s (ι — θ)"- <α χ ΓV~^ (ι — Ô)Î ds 

= xfy^h ι—θ) 'dAxfy^i i—0) 

Le second produit et le troisième deviennent identiques, quand on 
change i en η—/ : les sommes de ces produits, prises de £ = 0 à 
is τι seront donc égales, et nous pourrons écrire en les confondant 
en une seule que nous doublerons : 

x fy
 ,-

5 (1 - ô)~î de χ /><- (1-0) ΐ m 

— 2xfy ' * (' —Q)*dQxfy~ï( 1—-flprfe 

+xfj
n

 ' * (i - fl)»rfôx fjl~ï{i — QfdQ 

= X
a

fd
n i+5

(l— 6) ^ôx/V^d-ô) 
Tome IV. — MARS 183g. l3 
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Or, 1 equation (38), ainsi qu'on le voit aisément, équivaut à celle-ci: 

Σ fo
B

" ' -0) ' X f O-G) * (39) 

D'un autre côté, l'équation (17) donne 

dô=™J*Jn+> (. - Ô)ï Λ0; 

l'équation ci-dessqs devient alors 

7Γ' + 2 7tj*j
n+!

> ( 1 — 0)' dQ — 2 ' * (l —β)' rfôX ·■ · 

...y* ν »(ι-β) y
_i+a

'(i -er^ô χyv^,_0)-w 

Le second membre peut s'écrire 

Xfj
(n+Û)

~
(Î+,)

~H^ - 0p x/V-^rfô 

=nïrfy ' ^(1 - «ρ^ χ fy~
i

*(
i
 -

9)
~*

 m 

= 2%jy '
 3

(» — 9) "Λ x/ fl' » (I — fl) » <0 

— fl"'
 5

 (1 — 0) » </0 χ/ 0 » (ι — 0)
 5 d<8, 

en posant 

ra + 2 = n', i -f- 1 = i'. 

La première partie du nouveau second membre est égale à τ',βη 
vertu de (3g) j donc 

Y" /V ■ *(1 -Ô)^d0x / 0^(,_ 0) 

= 7rJ*y~^{i — tydê + 7rJJ
a

+ï(i — 0) ΪΛ, 
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à cause de 

/ 0 îr j _ β)
 5dQ — = 7t. 

Enfin, en remplaçant 

J* 'J
 +2

(i—6) *dQ par θ
 +

*(i—Θ)
 2

d^—j^ 6
 +î

(i — 0)
a
 dû, 

il vient 

Y
o

fy~
i
~ki—QfM

>
<fy~*(*—®) Ôb+^(.—β)-ΐ ̂ , (40) 

ou bien, 
η Γ (η — i + ί) r (ϊ -f- j) __ = , r(w + f) . 

Α Γ(η — i+2) " Γ(/ + ι) V Γ (η -J- 2) 

ou encore 

Ση Ι .3.5.. .(an— si—ι) ι.3.5...(2 i—1) ι .3.5. ■ .(aw + 1) ,. , 

la quantité sous le signe Σ doit être réduite à son second ou à son 
premier facteur, suivant que i égale ο ou n. 

(Novembre i838.) 

i3.. 


