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NOTE SUR L'INTÉGRALE 

J" oo cos «tx dxn ; 

PAR Ε. CATALAN. 

1. M. Poisson a fait voir [*] qu'en représentant par jr
n
 cette inté-

grale définie, laquelle doit être une fonction de la variable positives, 
sa valeur dépend de l'équation linéaire d'ordre 2/1 : 

1 m2 H—. mr —.. ,± m — o,1 m2 H—. mr —.. ,± m — o,1 m2 H—. mr —.. ,± m — o, 

que l'on trouve facilement. 
Cette équation est satisfaite par_y = e""7, m représentant une racine 

quelconque de 

1 m2 H—. mr —.. ,± m — o, 

ou 
(1 — m1)" = o. (2) 

Parmi les an racines de l'équation (a), il y en a η égales à + 1, et η 
égales à — 1. D'ailleurs, l'intégrale proposée ne peut croître indéfini-
ment avec a : on conclut de là que la valeur de^„ relative au problème 
dont il s'agit, sera de cette forme : 

r. = β— [a. + Αι. + +... + ,.
a
 3Α;;

(
·„_«■-]■ (31 

Il faut actuellement déterminer les constantes. 

[ * ] Journal de l'École Polytechnique, XVIe cahier. 
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2. Pour cela, je désigne par Ρ le polynome qui multiplie e % et je 
différencie η — ι fois; ce qui donne généralement 

d i yn dxi = (-1) ie-x P-i1, dP dxdi yn dxi = (-1) ie-x P-i1, dP dx di yn dxi = (-1) ie-x P-i1, dP dx 

Faisant α = ο [*] dans les équations (3) et (4), j'obtiens 

(jr„) = A
0

, et ^
,)

==

(-
Ι
)^Α

0
-ίΑ

1
+{.^Α

2
-...± A„_

(
);(5) 

( j-„ ) et: (Î£f) représentent les valeurs que prennent les fonctions 

γ
η

, , quand on suppose a = o. 

La nature des équations ( 5 ) permet de les résoudre très facilement ; 
et l'on trouve 

^=(τ.)+Μ£)+ί·'-=Μ^)+..·+
 16 

3. J'observe actuellement que 

yn =J"
1 00

 cos xx ,dx ι j > / f
 x

 dxx2) n, 

lu J0 '(! + «»)- \~dxj —°'lu J0 '(! + «»)- \~dxj —°' 

dx2 Jo (ι-i-x2)" ' \dx'J Jo (ι + λγ1)"' \(η) 

~dx
3
 j3 ( !+*>)" ' °' 

dxA Jo (i-h·*1)" ' V dx* J Jo (i+x'dxA Jo (i-h·*1)" ' V dx* J Jo (i+x' 

Pour évaluer ces différentes intégrales définies, indépendantes de a, je 

prends celle-ci, J ^ + ? dans laquelle m — r. 

[*] Les 2«—2 premières dérivées de y„, prises par rapport à χ, sont des fonctions con-
tinues de cette variable, du moins entre les limites ο et oc ; il n'en serait pas de même des 
dérivées suivantes ; mais cette circonstance est indifférente ici, puisque nous prenons i <?.. 
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En posant ar = ̂ , 

elle se transforme en 

i /"fl a = l V » ) \ ElJ;i /"fl a = l V » ) \ ElJ;i /"fl a = l V » ) \ ElJ; 

et la formule (6) devient 

A Ai = 2u (n) y 12 n -j ddl hndjdkujnb 1 - 2 d+ 2 khee i = 2u (n) y 12 n -j ddl hndjdkujnb 1 - 2 d+ 2 khee (8) 

Le dernier terme, dans la parenthèse, est 

±Γ(ί±1)Γ(»-ί±ί) ou
 ±

r(i)r(»-i), 

selon que i est pair ou impair. 
4. Cette valeur de A,· peut s'écrire autrement. 

En posant 9 = sin'<p, ι — 9 = cos *φ, 

l'intégrale 

1/2 1 0 m - 2 (1-0) n-m+32 d0 

se transforme en 
7Γ 

y sinm$. cosïn-m-i$.i/<p. 

Par suite, 

A Ai = 1 r(n) u2 0 cos 2n-2 cl - i1 sin2 2 cl ?; cos 2n-1i = 1 r(n) u2 0 cos 2n-2 cl - i1 sin2 2 cl ?; cos 2n-1 

Il est visible que la quantité entre parenthèses est la partie réelle du dé-
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veloppement de cos φ (
C
os φ -f V— ι sin φ)'; d'où, par le 

théorème de Moivre, 

A/ = —y—·: f ' COSa""'_,<p.COS ϊφ.ίΐφ. ( Ιθ) 

On a identiquement cos/<p = cos<p.cos(j—ι)φ — sin <p. sin (/ — ι)φ; 
l'intégrale qui précède se trouve ainsi transformée en 

J* cos2"-'-1 <p.cos(i ι)φ.άφ— fJ cos2" 1-5 <p.sù^.sin(/'— i)<p.rf<p; 

ou, en intégrant par parties et observant que le terme 

cos φ .sin ( /— ι) φ 

disparaît aux deux limites : 

IT 

J* cos2n~'~2 φ.cos i φ.(ίφ —2 I J cos2"-'-'φ. cos {J—\)φ.άφ. (ιι) 

A l'aide de cette formule de réduction, la valeur ι ιο, se transforme 
d'abord en cette autre : 

Α' = —«■—« ■ tos -<P-d<P· (la)Α' = —«■—« ■ tos -<P-d<P· (la) 

Enfin, cette dernière intégrale étant égale a 

- Γ ( ' ) Γ ' η - ' ι.- Γ ( ' ) Γ ' η - ' ι. 

on obtient, après quelques simplifications, 

A' * Γ ( /. ) Γ ; π—,'· (l3)A' * Γ ( /. ) Γ ; π—,'· (l3) 

La comparaison de cette valeur avec (8) fournit cette formule de 
sommation, qu'il serait peut-être difficile de trouver autrement · 

Tome V. — Avkil 184» j g 
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1 12 + n-1 212 + n-1 12 + n-1 v + n-1 

+ -· ■ · —J— Γ ( - ) Γ ( » ...= -) 7 ΓΓ-.+ -· ■ · —J— Γ ( - ) Γ ( » ...= -) 7 ΓΓ-.+ -· ■ · —J— Γ ( - ) Γ ( » ...= -) 7 ΓΓ-. 
M 

On observera, dans l'application de cette formule, que i et η sont 
des nombres entiers positifs, et que l'on doit avoir i < n, 

5. Revenant à l'intégrale proposée, je mets dans la formule (3) les 
valeurs ( 14) ? et j'obtiens 

"« cos*x.dx _ /1 Γ(»η—i) + ^(a«)r(a»~a) Ί"« cos*x.dx _ /1 Γ(»η—i) + ^(a«)r(a»~a) Ί (15) 

Si, dans cette formule ( i5), on remplace les Γ par les intégrales eu-
lériennes équivalentes, elle pourra s'écrire ainsi : 

cos ax dx
 =

 /Λ-. ^2! C» -,r-*dy{j + aa)-, 

ou 

pcosax.^== wyj (i7)pcosax.^== wyj (i7)pcosax.^== wyj (i7) 

ou enfin 

pcosax.^== wyj (i7)pcosax.^== wyj (i7)pcosax.^== wyj (i7) 

Les formules (i6) et ( χ η ) permettent d'obtenir, assez facilement, les 
valeurs des intégrales définies 

J" cos *jc.x*'dx ('œ sin Λτ.χΙ, + Ιί£τ _ 

je n'écris pas ces valeurs, parce qu'elles sont un peu compliquées. 

( Février >840.) 


