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THESE

SUR

LA DISTINCTION DES MAXIMA ET DES MINIMA

DANS

LES QUESTIONS QUI DEPENDENT DE LA METHODE DES VARIATIONS ;

Pir Ca. DELAUNAY.

Lorsqu'une quantité est fonctjon d’une ou de plusieurs variables
indépendantes, on sait que, pour déterminer les valeurs de ces va-
riables qui rendent la fonction un maximum ou un minimum, il faut
attribuer 4 chacune d’elles un accroissement infiniment petit, déve-
lopper la fonction suivant les puissances de ces accroissements,, et éga-
ler & zéro ’ensemble des termes du premier ordre : I'équation qui en
résulte se décompose en autant (l’équations qu’il y a de variables in-
dépendantes, et ces équations font connaitre les valeurs cherchées de
ces variables. Pour distinguer ensuite si ces valeurs donnent un maxi-
mum ou un minimum, on les substitue dans les termes du second
ordre : si 'ensemble de ces termes reste constamment positif, quels
que soient les accroissements infiniment petits attribués aux variables, ii
y a minimum; s'il reste constamment négatif, il y a maximumj si en-
fin Pensemble des termes du second ordre peut changer de signe. il
n’y a ni maximum ni minimum.

Dans les probléemes, d’un ordre plus élevé, ou I'on se propose de
déterminer une courbe par la condition de rendre maximum ou mi-
nimum une intégrale définie qui dépend de cette courbe, on doit
suivre la méme marche. 1l faut que la courbe cherchée soit telle, qu'en
la changeant infiniment peu, c’est-ia-dire en donnant a chacune de ses

Tome VI.— Jur 1351. 27
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ordonnées un accroissement infiniment petit, I’ensemble des termes du
premier ordre, dans I'accroissement qui en résultera pour V'intégrale
définie, soit égal a zéro. La méthode des variations, inventée par La-
grange, donne le moyen de calculer ces termes du premier ordre, et
de les mettre sous une forme telle, qu'on puisse en déduire de suite
I’équation différentielle de la courbe cherchée, et les conditions aux li-
mites qui doivent servir i la détermination des constantes introduites
par Pintégration de cette équation différentielle.

Quant 4 la distinction des cas onil y a maximum, ou minimum, ou
ni P'un ni lautre, c’est encore dans la considération des termes du se-
cond ordre qu’il faut la chercher. Legendre est le premier qui s’en soit
occupé (Mémoires de U Acadeémie des Sciences , année 1786): sa mé-
thode consiste a transformer la variation seconde de I'intégrale définie
proposée de maniére 4 introduire un carré parfait sous le signe J. Mais
cette transformation suppose l'intégration d’équations différentielles
assez compliquées, et Legendre n’a pas donné le moyen d’effectuer
cette intégration.

Plus tard Lagrange a donné une méthode plus générale ( Zhéorie
des fonctions analytiques): elle consiste a introduire sous le signe [,
non plus un carré parfait, mais une quantité essentiellement positive ;
et pour celail suffit de satisfaire a certaines inégalités qui comprennent
comme cas particulier les équations différentielles de Legendre. Mais
la difficulté de satisfaire & ces inégalités rend la méthode aussi peu pra-
ticable que celle de Legendre. Lagrange a fait en outre la remarque
qu’il ne suffit pas que I’élément de Tintégrale conserve toujours le
méme signe, mais qu'il faut aussi que cet élément ne devienne pas in-
fini entre les limites données , sans quoi la variation seconde pourrait
changer de signe.

Tel était I'état de la question, lorsque M. Jacobi [*] est parvenu i ef-
fectuer la méme transformation que Legendre, en n’employant que
des intégrations par parties successives, et cela toutes les fois que
I'équation différentielle de la courbe a été intégrée. En comparant sa
méthode i celle de Legendre, il en a déduit les intégrales des équa-

[*] Voir le Mémoire de M. Jacobi, tome III de ce Journal, page {].
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tions différentielles dont j’ai parlé. C'est cette méthode de M. Jacobi
que je vais développer, en commencant par démontrer un théoréme
sur lequel elle est fondée ; je Pappliquerai ensuite & quelques exemples.

§ L.
Théoréme préliminaire [*].
Soit

d_A, ((zAsz 4+ ¢ d3A3.7

<[> A]’ -‘_ h&'z. + d.l" + + ————t . =

une équation différentielle linéaire de 'ordre 2n, dans laquelle 3 est
. an . .
mis pour H')": , et les coefficients A, A, , A,,..., sont des fonctions don-

nées de a; si u est une valeur quelconque de y satisfaisant & cette
équation, I’expression

d.A, & A (uy)  d. )
(ay) | &A (1) gig,sf(;eﬁ__‘__.__’_d An(uty) [_ U
dz dx dz

17 [Au y+ —
sera une dérivée exacte, quel que soit y, et son intégrale aura la méme
forme que le premier membre de Péquation (i), c’est-a-dire que 'on
aura

_ ,_y a*B,y"” (_{3B3):‘: d"1B,_ y
fU x =By’ + — + et dps e :

dxnr

Pour démontrer ce théoreme , multiplions par «y le premier membre
de I’équation identique

d.A '  dP A" d3Azu” d" A, u™

Au ~+ — dz? dpi T drr

:O’

{*] M. Lebesgue vieat de publier une autre démonstration du méme théoréme ; mais
cetie démonstration ne m’était pas connue lorsque jai redigé ma thése. c. n.

27..
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retranchons-le de U, ce qui ne changera pas sa valeur, et nous aurons

_ A | dAw) | dAw) A, ()
U—u——a:‘-i-lt g -+ U 2z’ +...+uT
d.Au d* A,u"’ d3. Azu” Ldr At

T T T e TR T T T WY T

S'il ne s’agissait que de démontrer que U est une dérivée exacte, on
y arriverait tres-simplement par des intégrations par parties successives;
mais pour faire voir que fUdx peut se mettre sous la méme forme
que le premier membre de I'équation (1), il faut suivre une autre
marche. Pour cela je vais prouver que si 'on pose

_dm A ()™ A At
= — — 1~ m
X pourra se mettre sous la forme
d.by’ d*b, y” d3b,y"” dam b, _, y=
dx de T dz=

ce qui donnera

, d.b. y" d2b,y"” dm=r b, ym
fde:bf + d.z‘yl+ = +"'+‘“‘Fﬂ“,

et par suite

i —m:‘. d. Bl_r” d;'B:J,”’ rln—an_l](,,)
fl)dd‘-ZfXdZ‘:Bj'-i——ax +~—dz"—— .“+~_;F.

m=1

Observons d’abord que si P et Q sont deux fonctions de &, quon
désigne par P, P’,... les dérivées successives de P, et par (m, p) le
nombre des combinaisons de m lettres p i p, on aura

p 4°Q _ d"RQ a=p'Q dmpQ
(2] P dz™ — dz™ ('"’1)—;{;.-';""' (m,ﬂ)-—der — .
m—pp(
+(—1)?(m, p) i'}',;.l.:_’:,*)(*;z 4+ .o (—1)"PQ,
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Si P'on applique cette formule anx deux parties de X et qu’on développe
ensuite les puissances de z ) qui seront indiquées, on trouvera

dm An(ur)  dm uBu[uy®) + (m, Duly =D 4 (m, )y - L - (m, m— D u Ny - u ()
W ==

dxrm dxm
Am= w A [uy Y (m, Dy =+ (m, 2)u"y =) ... +(m,m—1) u =y 4 ulm)y]

- (m’ I) dxm—"
dm " Am(uy ) 4 (m, 1) u'y (=9 4 (m, 2)u"y (=) ...+ (m, m— 1) w =)y - u (™) y]

- (m,ﬁ) dxm—2

. du (=) A (uy ) (e, D uly =4 (m, 2wy =) - A= (my, m —)u =Dy - u () 5]
(=)=, m— 1) o

A (=) Ay [uy M) = (m, D'y =) - (m, Dyuy =D -, m— 1) =Ny e u )y ]

dm Apu() dm Appulmuy
e (m, 1)

dm— Apu (uy' +u'y] im.a dm=2 A uC) (uy” 20y +u"y*
dxm—! m, 2) drm—2

e (gt ey oA Oy 7D, ey 0l MY OB ety m Ul )

e (1) A [y (M) - (m, Oy (=" 4 (my 2) 'y (=2 - (my m— ) u =y u )yl

Le dernier terme étant le méme dans ces deux développements, on
voit déja que X est une dérivée exacte. Pour démontrer que X peut se
mettre sous la forme énoncée, je vais faire voir que, sil’on transforme
les deux développements précédents, de maniére que dans chaque

. . dk L, ;
terme il n’entre sous le signe— que les deux dérivées de ¥ des ordres
gne 5 q J

k et k + 1, ce quiest toujours possible, le coefficient de y**+* dis-
paraitra de lui-méme.

D’abord on reconnait facilement que, dans chacun de ces deux dé-
veloppements, tous les termes, a 'exception de ceux ou I'ordre de la
dérivée de y est égal a I'indice du signe d, peuvent se grouper deux &
deux, de maniére que chaque groupe soit compris dans la forme gé-
nérale

.M [er),(rdl-l) - dr+t.Cy(r)
dx” = Tdzrtd |?

M étant un coefficient constant, et le second terme ayant le signe —+
si ¢ est pair, et le signe — si £ est impair.
Supposons, par exemple, ¢ = 2s; nous aurons, en vertu de la
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formule (2),

B I e
d'ou
O _ (At gy
—(s5,3) ‘ff';_%{;ﬂ +(5,4) ‘ff;%'fi’ s
mais on a
C"](r+s) — dC”J'd:ﬁ-') _ C”'_]‘ r+s— c)’
Cmv,y.(r+s) — d_cm.f:_l) — CIVJ, T+s—1) ,
Substituant dans I’équation précédente, il viendra
PO LN gy
=53+ (5, N T (s, 4) 0 B TCT T

on aura encore

Clvf(r-hf—i) —_ dc"-tl‘(:k'—’) —_ Cvf(r+:_z)’
Cv ‘7(r-+-s—4) — i@%"‘i’.’ —Ccn J.(r+:—a)’

............. S e e i e a e et b e

Substituant encore dans I’équation précédente, et continuant toujours

drG y (rtas)

de la méme maniére, on finira par mettre ~—— 3 sous une forme
. X

telle, que dans chaque terme Pordre de la dérivée de Y soit égal a
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Iindice du signe d, ou égal a cet indice augmenté d’une unité. De plus
il est facile de voir qu'un terme quelconque, dans lequel I'ordre de la
dérivée de y dépasse d’une unité I'indice du signe d, est de la forme

drbrbey b
- 0 (l.l‘ rs=h=r  ?

N étant égal a

(5,2k 4 1) 4 (R, 1) (s, 2) 4 (B, 2) (5, 25 — 1)+ ...
+ (b h— 1) (s, h 4 2) 4 (s, ko + 1).

dr+n. Cy(r)

Transtormons également la quantité - 4o+ Nousaurons d’abord
d*Cy(n . \ . .
__,}i’é = C_)’ r+s) -+ (S, I) C']' (r+s5—1) + (.S‘, 2) (‘”f (r+s—2)
BBy
d’ou
Ar¥aC y () drHiCylrts) drts Oy (rbs—s) dr¥sQly Utes)
Cdprbi T = g (S0 e (s 2) ——
d,.+, Cll/.y(r+3—3) dl‘+.fCl vy(r+s—4)

=+ (s, 3)“‘;hr+, — = (5,4) I RTea s SERES

mais on a

dAC’_y(""‘_‘) . + , .
B =(_J’]f(’ 5)+C"7-(r+? I)7

d.Cy b

— (O 4 rs—1) " (s —2)
dx =G Ve +C ](r =,

Substituant dans 'équation précédente, on trouvera

,1r+zsc-7.(r) - dr+s.Cy(r+s) s dr+s—1C/J.(r+3)

) dr+s—xc’iy(r+x—|)

Cdarti T T ek T ST s ) (s ) —
dr+s—1CW rds—2 . , dr+s—1€1v (r4s—3)

B+ o™ L5l o)+ 3N T
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on a encore

d.C"y(rb=2)

&—Jx—_ —_ C'”]' (r+s—lj —+ Cuv‘y(r-o-s—a)’

d.Cryltd
dx

— C'v]‘ (re+s—2) “+ Cv]‘ (r4s5-3) y

Si I'on substitue de nouveau dans I’équation précédente, et qu’on

continue toujours de la méme maniére, on finira par mettre

drrsCy R d7C y(rta5) R .

- __;y sous la néme forme que “—J—— | et, comme il est facile de
dprtas dr’ ’

le voir, un quelconque des termes dans lesquels I'ordre de la dérivée
de y dépassera d’une unité l'indice du signe 4, sera de la forme

drts—hm10(2k+r )y(r-'-:—lt)
drrtehi—r ?

N étant le méme que précédemment; donc la somme

d’.C]’('+") d'+"Cj(r)
dx’ dxrts

ne contiendra que des termes ot I'ordre de la dérivée de y sera égal a
I'indice du signe d, puisque les autres se détruisent deux & deux.

Dans le cas ou £ serait impair et égal 4 a5+ 1, nous verrions de la
méme maniére que la différence

{l'.CJ’(""”"“) d’+"+'.CJ'(’)

dx" dzr+ as4rx

ne contiendrait que des termes dans lesquels 'ordre de la dérivée
de y serait égal 4 lindice du signe d; donc chacune des deux
quantités

d*. An(uy)” =, Anul™
LT Y g
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dont se compose X, peut se mettre sous la forme

dm . b,_, ym
L L

“dzm

d. b‘yl d,b“ru
bo J+ dz -+ dz?
et comme X est une dérivée exacte, quel que soit y, b, sera le méme
dans ces denx quantités : donc enfin X prendra la forme

! 2 1 3 " m (m)
d.by + d*b, y dib,y + +6‘1A bury C. Q F. D.

i

dzx dz? -+ dz? dzxm

" On pourrait facilement déduire de ce qui précede I'expression gé-
nérale des fouctions B; mais cette expression serait trés-compliquée,
et il vaudra mieux les calculer dans chaque cas particulier, en transfor-
mant directement chacun des groupes X qui entreront dans la valeur
de U, apres I’avoir mis sous la forme quirésulte de la formule (2) : cette
forme est

X = Cihnle(m) M —nyu®) g,y At ()™ — (uy)’ uim]

dz™ dzm*
d™2 A [0 (uy)™ — (wy)” ul™)]
—+ (m,2 4 Beig —.
( ? ) dxm-z
On trouvera ainsi, pour n = 1,

fde = u”A. )"';
pour n = 2,

d.u*A, )"

SUdz = [2 (@A) + 2w’ Ay — Gu Ay + 2 A,] 7 4+ LA

pour n = 3,

S Udax = [3(uu"A,) + 3uu’A,) — o(wdu’As) — 6uu"Ay + qu”*A,
+ 2(wu'A,Y +2uu’ A, — hu't Ay 4 uPA] Y
d.[3(u’' As) + 6un" A3 — qu'? Az + u2 A)y" dz ur A y>"'
4 S TR AT B
Tome VI — Jux 1841, 28
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§ 11.

Distinction des maxima et des minima des intégrales définies.

Soit f " K dz une intégrale définie, dans laquelle K est une fonction

donnée de x, y et des dérivées X s, . Si Pon établit
entre y et x diverses relations, représentant autant de courbes dont
ces variables seront les coordonnées, Pintégrale proposée prendra di-
verses valeurs, et, pour déterminer celle de toutes ces courbes qui
rendra I'intégrale un maximum ou un minimum, il faudra égaler a
z€ro la variation premiére de cette intégrale.

Pour distinguer ensuite si la relation trouvée entre J etx correspond
4 un maximum, ou bien i un minimum , on devra considérer la
variation seconde de l’intégrale, et chercher si elle reste constam-
ment positive ou constamment négative, entre les limites de I'inté-
grale, quelles que soient les valeurs des variations arbitraires qui y
entrent. Mais la question se décompose ¢videmment en deux parties :
dans la premiére, on peut se proposer de reconnaitre si la courbe
trouvée est de nature 4 rendre I'intégrale un maximum, ou bien un
minimum, indépendamment de toute valenr attribuée aux constantes
qui entrent dans son équation; dans la seconde, on recherchera si
Jes valeurs particuliéres attribuées 4 ces constantes rendent I'intégrale
plus grande ou plus petite que toutes les autres valeurs, trés-peu dif-
férentes de celles-la, qu'on pourrait donner 4 ces constantes, Cette
seconde partie de la question rentrant entiérement dans la distinction
des maxima et des minima des fonctions de vlusieurs variables indé-
pendantes, je ne m’occuperai que de la premiére partie, et je me
contenterai, en conséquence, de chercher si Vintégrale proposée est
un maximum, ou un minimum, en ne changeant que la forme de la
courbe, sans faire varier les valeurs de x, I X5 I ey @ pela-
tives aux deux limites.

Puisque nous supposons x, 7, Ty ¥ oy %9 constants aux

deux limites, la variation premiére de Pintégrale se réduira a
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f 'V dy dar, V étant égal 4

. dK , (dK dK [ dK
(d,g) d(?f') ¢ (W) i (W) L (M))
iy) = T a T e

dx? -_ (Lz3 - T d_r"

) () () )

représentant les coefficients différentiels partiels de K pris relativement

ay,rs s .., 7. Ainsi V= o sera 'équation différentielle de la

courbe qui rend P'intégrale proposée un maximum ou un minimum.
La variation seconde de cette intégrale prendra alors la forme

AL ydx. Je dis maintenant que d'V peut toujours se mettre sous

To

la forme du premier membre de Péquation (1) : en effet on a

¢V = ( )0\.}’+<dj‘dlif)6‘f—. (d] dy)o“]”+...+ (d & n))ds],(:)

- a [(dfdf >d“7+ (df’)d‘f+(dy’ df”)d‘f”"' +(dy’dy (n))d‘)’(")J

+d2'[-("% >6f + <$’§r )d\f +( ) 2yt +(dy"d§;;5>d‘fjn)J

...................................................

(o) Gy + wam) i+ ()0

_ 7

dx”

or il est facile de voir que tous les termes de cette expression, excepté
ceux ou Vordre de la dérivée de &'y est égal i I'indice du signe d,
peuvent se grouper deux a deux, de maniére que chaque groupe soit
compris dans la forme générale

r ) r+ r
L [@rCaycte | arvcayo]
- drt dxrte

28..
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le signe du second terme, dans la parenthese, étant + si ¢ est pair
et — si ¢ est impair. Mais , comme nous 'avons vu (pages 214 et suiv.),
cette quantité peut étre transformée de maniere que dans chaque terme
Yordre dc la dérivée de ¢y soit égal 4 V'indice du signe d : donc ¢V
pourra se mettre sous la forme '

d.A by drAy" dr. A3y ®

d‘V:Ad‘J‘—i— iz P +...+—-—d—‘z‘n— .

De plus, il est facile de voir que 'on a

d’K
A == ()

le signe + ayant lieu si n est pair, et le signe — si 7 est impair.

Si 'on suppose qu’on ait intégré I'équation différentielle V= o, et
qu'on en ait tiré la valeur de y en fonction de x et de 2n constantes
arbitraires a, b, ¢, ..., on trouvera facilement l'intégrale de I'équa-
tion 8V ==0; en effet, si dans la valeur de y on augmente chacune
des constantes a, b,c,... de da, db,dc,..., y augmentera de

d d d
dy=2Lda+ T ob+TFde+ ..,

et V deviendra V +4- ¢V; mais la nouvelle valeur de y ne différant de
la premiére que par les constantes arbitraires, devra annuler V 49V,
et cela, quelles que soient les quantités da, ¢b, de,. ..; donc 'équa-
tion 3V = o sera satisfaite par

=g dy dy
dy=a—+fBo+y-+ .,

et cette valeur de ¢ y contenant 2n constantes arbitraires «, §, 4,..., en
est I'intégrale complete.

Je vais ticher maintenant de mettre la variation seconde sous une
forme convenable pour en déduire les caractéres distinctifs des maxima
et des minima de U'intégrale proposée,et, la marche a suivre pour cela
étant tres-uniforme, je me contenterai d’effectuer la transformation dans
les cas les plus simples.
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Je suppose d’abord que K ne contienne que x, 7, ety’; d’aprés ce
qui précéde, 8V pourra s’écrire

0V = Ad‘]’ +i%‘7—”-.
Soit
dy d_y_’

dV sera annulé par dy = u; donc si I'on pose
&y = ud'y,

udV deviendra une dérivée exacte, d’aprés le théoréme démontré pré-
cédemment, et si’on intégre par parties, on aura

f" IVeydax = f" udVe ydz — _f’”‘ B(0" 7" )der,
en remarquant que dy est nul aux deux limites. D’ailleurs on a

d*’K
B=u?A, = —u? (F),

et la relation d y = wd’y donne

’ 1_6.7, "',8.7,
d‘Jﬁ_mu__ ur ’
on a donce
z Z: (d*K\ (u'd A%
3) L ovayda = () (Y —ar) da.

T, « s .
L’intégrale Kdx sera donc un maximum ou un minimum , suivant

o

que, pour la valeur de y tirée de I'équation V = o, la quantité

a’K . £ . - ..
~—,) sera toujours negative ou toujours positive entre les limites
dy’2

de l'intégrale; il faudra de plus qu’on puisse déterminer o et £ de
g plus q P
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K : . . . .
maniére que ( e ) ( —d j) ne devienne pas infini entre ces li-
. . (d? . A .
mites. Si (;1]—,,> ne conservait pas constamment le méme signe, la

variation seconde pourrait étre tantdt positive, tantot négative, sui-
vant les valeurs qu'on donnerait a dy, et il n’y aurait ni maximum
ni minimum. _

Je suppose maintenant que la plus haute dérivée de y qui entre
dans K soit 9”; &'V se mettra sous la forme

d.ASy  dASy”
R

oV = Ad‘]‘ -+
Soient

d d
k=T 4 Y 4 Y 9

d d d
ul_aldf—‘-ﬁldb +7| y +al j

&V sera annulé si Pon fait ¢y = u, ou bien &y =u,; posons
¢ y = ud'y, et nous aurons, en intégrant par parties,

I d‘Vo‘ydx—fI udVe' yda = _f (Bd"]' L "J’) y'd;

I L4 d.Bla' i . A
or dV étant annulé par &y =u,, Bd'y'+ =" doit étre annulé

dx
r
. u . un, — u, .
en y faisant &’y = -, ou bien ¢’y’ = ————; si donc nous po-
py  ul'— ucd o, .
sons ¢y’ = ————d"y, nous aurons, en intégrant de nouveau par

parties,
:‘ dVdydx = f:' C(@" y')dx

d’K
d_y”’

r ’ '
wu, — u, U
ul

mais on a C= ( >‘B. et B, =ulA, = 1 ( ), d’un autre
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’ 7 .
coté, les relations ¢ y=ud’y, &'y'= b} i‘-,r-‘f’i d"y, donnent

= gt (O — ST 0y BRI 0y ).

ne, — wu’ uw, —

on aura donc

Vo ydz= f (d‘_iyK > (u’u',’—u',u” By W d‘f”)' i

' 7 ’ !
uu, — ul uu,—uu

x . . .
Ainsi, dans ce cas, pour que f 'Kdx soit un maximum ou un mini-
'r(]

. d’K . L.
mum, il faut que (m) reste constamment négatif ou constamment

positif entre les limites x, et ,; il faut de plus qu’on puisse détermi-
ner les constantes «, 8, v, ¢, «,, 8,, 7,, ¢,, de maniére que 1’élément
de I'intégrale dans la variation seconde ne devienne pas infini entre
les mémes limites.

11 est facile de déduire de ce qui précede, qu’en général, si y
est la dérivée de y de I'ordre le plus élevé qui entre dans K, Vin-
da’kK
& )
reste constamment négatif ou constamment positif entre les limites x, et
x,, pourvu qu'on puisse déterminer les valeurs des constantes arbi-
traires qui entrent dans I'élément de la variation seconde, de maniére
que cet élément ne devienne pas infini entre les mémes limites.

x
tégrale f ' Kdx sera un maximum ou un minimum, 51<
Ty .

Nous n’avons considéré jusqu’a présent que les maxima et les mi-
nima absolus des intégrales définies; voyons maintenant comment la
méme méthode peut s’appliquer 4 la distinction des maxima et des
minima relatifs.

- L - . ’ . . -
Soit donc f "Kedax une intégrale qu’il s’agit de rendre maximum
xd
s 2 5. , x, '
ou minimum, en méme temps que l'intégrale Ldx conserve une
IO

Xy . e o Ty
valeur constante. Si f V@ ydzx est la variation premiere de [ Kdax.
Ty o T
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la condition de maximum ou de minimum sera
X
'Véydr = o.
T

Ici les @y qui entrent dans les différents termes de cette somme ne
sont pas indépendants les uns des autres, mais ils sont assujétis a

x -
conserver a f ' Ldx une valeur constante, c’est-a-dire 4 annuler
xll

. o . ’ - X,
la variation premiére de cette intégrale; en sorte que, si f Udydx
x.

est cette variation premiére, ils devront satisfaire a I'équation de con-
dition

f: Udydx = o.

Pour tenir compte de cette équation, on la multipliera par un fac-
teur indéterminé m, et on I'ajoutera i I'équation précédente, ce qui
donnera

fx' (V4+mU)d ydx = o;

déterminant ensuite m de maniére a faire disparaitre le coefficient d’un
des 47, on substituera sa valeur dans les coefficients des autres &'y,
et I'on égalera ces coefficients 4 zéro. On aura ainsi I'équation

V+ mU = o,

par laquelle la relation cherchée entre y et x sera déterminée. 1l fau-
dra se rappeler que m est une constante donnée par la relation

Vo +mU, = o,

V., et U, étant ce que deviennent V et U lorsqu’on y remplace & par la
valeur particuliere x,, et y, 7', 7”,... par les valeurs correspon-

. u
dantes y., ¥u, Yuy----
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Passons maintenant i la distinction des maxima et des winima.

« e . ’ L
La variation seconde de I'intégrale f Kdx sera
xl\

f’ oV ydx + f” Voty dur;

mais pour que I'intégrale f 'Ldx reste constante, les &y et d*y doi-
‘z'ﬂ

vent annuler les variations premiére et seconde de cette intégrale, c’est-
a-dire qu’ils doivent satisfaire aux équations

f:‘ Udydx = o, f:' JUd ydax + f U ydx = o.

Si Pon ajoute cette derniére équation multipliée par m & la variation
seconde de I'intégrale proposée, elle deviendra

x, x,
f . @V 4+ mdU)d ydx + f (V+ mU)d? ydx;

I“ 't“

mais m ayant la méme valeur que précédemment, on a identiquement
V,, + mU, = o, et pour toutes les autres valeurs de x, », v’, ¥",...,
V 4 mU est nul en vertu de la relation trouvée entre y et x; donc,
en tenant compte de cette relation, la variation seconde se réduira a

fx' (0V + mdU)d yd.

Si I’on remarque maintenant que, m étant constant, on a
&V + mdU = &V + mU),

on pourra transformer l’expfession de cette variation seconde d’apresx

la méthode exposée précédemment, en supposant connue l'intégrale

de Iéquation différentielle V 4+ mU = o, et faisant varier les constantes

arbitraires qui entrent dans cette intégrale. Aprés la transformation,
Tome VI, — Juin 1841. 29
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I'élément de la variation seconde contiendra en facteur... ..

d’K d?L 1 , . , .

o (’1) ’ r 9 .
(.I_y_(ﬁ) +m < (lwa') , ¥y étant la dérivée de y de 'ordre le plus éleve
qui entre dans K + mL; si &y était arbitraire, il faudrait que ce fac-
teur fut constamment négatif ou constamment positif entre les limites
Ty \ . .

x, et 2, pour que l’intégralef Kdax fit un maximum ou un mi-

nimum ; mais ¢ ) étant assujéti a satisfaire a ’équation
I
f ' Ud‘}’ dx =0,
Ill

on concoit que la variation seconde peut conserver toujours le meme

signe pour toutes les valeurs possibles de d'y, sans que ses éléments
- . de méme si si. d d*K LN o
soient tous de méme signe. Ainsi, de ce que T +m (@;G)—,‘) chan-

gerait de signe entre les limites x, et &, on ne devrait pas eonclure
que Pintégrale proposée ne serait ni un maximum ni un minimum;

. \Z
mazis si, rempla(;ant in par sa valeur — —U—’ , on peut trouver pour x,
w .

d*’K V. d?*L . T
_—) — -~ —— ) reste constamment negatif
d] (n)2 Ur,)

ou constamment positif entre les limites x, et x,, on sera certain gue

une valeur telle que <

- y, Xy . P 3
l’mtegralef Kdx sera un maximum ou un minimum, pourvu iou-
ID

jours que 'élément de la variation seconde ne devienne pas infini entre
les mémes limites.

§ IIL.

Adpplication de la theorie précedente a quelques exemples.

1°, Plus courte ligne entre deux points.
La longueur d’'une courbe, prise entre deux de ses points avant
. . 3 . - “II
pour abscisses x, etx,, est exprimée par lintegraie / dx 14y
v T, -

si Uon cherche la relation qui doit exister entre y et & pour que cette



N
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intégrale soit un minimum, on trouve I'équation

a et b étant deux constantes arbitraires: donc la plus courte ligne
entre deux points est une ligne droite. 11 est clair que la valeur précé-
dente de y rendra toujours I'intégrale proposée un minimum : nous
allons voir si la considération de la variation seconde nous conduira
a la méme conclusion.

D’abord, K étant égal a Vi+ j’i, on a
(a”K) — .
57) = (i
mais la valeur de y donne y’ = a; on a done
(d’K) . L
& T (1+a)i+ar’

quantité constante et positive.

dy dy . o /
I)eplus,onaa;:x, 7 =0 dot u=oax4pf et w=u2; Ia

quantité
W'y p
229y
de la formule (3) devient donc
ady ,
ax—+B - !}j ?

et st 'on prend 2 et 8 de maniére que — ® ne soit pas compris entre
-3

x, et x,, cette quantité ne deviendra pas infinie entre les limites de

Pintégrale. Donc la théorie précédente nous indique que la valenr

trouvée pour y rend toujours 'intégrale proposée un minimum.
’ 29.
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Je remarquerai ici qu’on pourrait faire o — o dans la valeur de u, et

alors la variation seconde se réduirait &

x, fd

[y orras

il en sera de méme toutes les fois que, K ne contenant que la déri-
vée 77, V ne contiendra pas y. En effet, dV étant mis sous la forme
du premier membre de I'équation (1), ne contiendra pas de terme
en ¢y, etsera par conséquent une dérivée exacte; on pourra donc ap-
pliquer de suite le procédé de Pintégration par parties, et la variation
seconde prendra la forme précédente. 1l résulte de 1a que, toutes les
fois que K ne contiendra que la dérivée y’, et ne renfermera pas y,

Iy . .
K dx est un maximum ou un mi-
xﬂ

pour reconnaitre si I'intégrale

. . . . [d'K . .
nimum, il suffira de voir si <;1F) reste constamment négatif ou cons-
tamment positit entre les limites x, et x,, et s'il ne devient pas infini

entre les mémes limites.

2°. Brachystochrone.

Dans le probléme de la brachystochrone ou courbe de plus vite
descente dans le vide, on se propose de trouver la courbe que doit
suivre un mobile pesant pour aller dans le temps le plus court pos-
sible d’'un point 2 un autre. Puisque nous supposons les limites fixes,
nous pouvons toujours prendre pour axe coordonné horizontal une
droite telle que la distance du point de départ du mobile i cette droite
soit la hauteur génératrice de sa vitesse imitiale; si cette vitesse est
nulle, axe passera par le point de départ. De plus, contre Pordi-
naire, nous prendrons l'axe vertical pour axe des ordonnées, afin
que, dans tous les cas, la portion de courbe cherchée soit tout entiere
comprise entre les deux limites de lintégrale. Les ordonnées seront

comptées dans le sens de la pesantenr.
Cela posé, l'intégrale qu’il s'agit de rendre minimum sera

VL ds
x, Y ?
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la condition de minimum conduit 4 I’équation différentielle
]+‘7‘/2+2]‘7ﬂ=0’

dont Vintégrale complete est

a—y

a

x = a arc cos —v2ay — y*+4b,
a et b étant deux constantes arbitraires. Cette équation est celle d'une
cycloide dont la base est sur 'axe des x; a est le rayon du cercle gé-
nérateur, et b est la distance de l’origine de la cycloide a P'origine des
coordonnées.

Considérons maintenant la variation seconde de I'intégrale. Nous
aurons d’abord

(d’K) _ 1 _ K .
") N (N

Vr(t+y7)
or la cycloide trouvée n’étant jamais rencontrée qu’en un point par
une paralléle & Paxe des y, dx doit étre considéré comme positif dans
toute 1’étendue de I'intégrale ; d’ailleurs tous les éléments de I'intégrale

sont positifs : donce K est toujours positif, et par conséquent (%;—%) Iest
aussi; donc enfin 'intégrale proposée est un minimum, pourvu que
I’élément de la variation seconde ne devienne pas infini entre les li-
mites x, et x,. Voyons dans quels cas cette derniére condition pourra

étre remplie.
On tire de I'équation de la cycloide

d)’_ll _ \/2a _I_)’—(x-—b)vy.,.
_a_.a ‘)r__(x b) —]' — I = p H
.,Y__ _¢n_a__ — ’ o
_db._ J = hat

. on a donc

'u.—_—ay__.—_gf_%ﬁl,_‘e]’:
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on en déduit

u = — a('z‘—ab)x_/ _ ﬁf” — o

d’on

il: afa{x — b) + fa) .
u — ylay —a(z— b))y’ — Pay’]

et si Pon fait & = o, cette valeur deviendra

u a(z— b)

v yly—(z—20b)y'T

Menons par l'origine de la cycloide une paralléle 2 la tangente an
point de cette courbe dont P'abscisse est & ; Yordonnée de cette paral-
léle pour la méme abscisse x sera (x — b) y’, et il est facile de voir que
tant que x sera co:npris entre b et b 4-2ana, nous aurons

y > @ — by’

donc si les deux points limites sont sur une méme branche de la cy-

cloide, £ ne deviendra pas infini entre ces limites, et comme il en sera
u

. ‘KN . . ,
de méme de k?’)’ il s’ensuit que dans ce cas Iintégrale proposée

sera toujours un minimum.
Si les points limites étaient sur deux branches de la cycloide, entre

.. . . d’K i) : . .
ces deux limites y deviendrait nul, et (F”) (% — ay') deviendrait

infini, quels que soient a et 3 : donc dans ce cas la méthode n’indique-
rait plus rien
[Les deux exemples qui précédent suffisent pour faire voir comment

la méthode de M. Jacobi s’applique 4 la distinction des maxima et mi- -
nima absolus ; nous allons voir maintenant deux autres exemples, dans
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lesquels la méme méthode sera appliquée 2 la distinction des maxima ¢t
minima relatifs.

39. Conrhe de longueur donnée comprenant une aire maximum ou mininiam.

L’intégrale qui doit étre rendue maximum ou minimum est

rﬂ

X A . ’ x ——— .
f ydz, et en méme temps Pintégrale f "Vi4 " dx doit con-
Ny -
server une valeur constante.

I.’équation différentielle de la courbe cherchée est donc

vyn
I —m-——— = o,
(I—f—-]”z)

m étant une constante déterminée par la relation

Ainsi I’équation de la courbe sera
(£ —a + (y — b = m,

c’est-a-dire que cette courbe est un cercle. Si maintenant on détermine
a,bet m de maniére que ce cercle passe par les deux points limiies
donnés, et que la longueur de I'arc compris entre ces denx points soil
égale a4 une ligne donnée, on trouvera que le cercle peut étre placé
de deux maniéres, ou, ce qui revient au méme, que le probleme
deux solutions : 'un des deux arcs de cercle satisfaisant aux condi-
tions précédentes, tourne sa concavité vers 'axe desar, et Pautre sa
convexité. Or, d’apres la remarque de la page 2238, la variation seconde
deil'intégrale proposée peut se metire sous la forme

f: [(%1’{_2) +m (g;%)] (d'_}")2 e,
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et puisque 'ona K = y, L=y1+ »"?, on aura

(d’K)+m(d’L)_m 1
d‘r’z d]/’ - . (l+y,’)%’

ou, remplacant m par sa valeur
’ P ?

(d’K)+m(d'L) — _,_,;,)% '

‘?’a dy’ " 3
_-7,»,,('4-.7’")’

Gette expression ne peut pas devenir infinie entre les limites de I'inté-
grale; de plus, elle est négative pour toutes les valeurs de & comprises
entre ces limites, si 'on prend le premier des deux ares de cercle dé-
terminés précédemment, et positive si I'on prend le second; donc le
premier rend l'intégrale proposée maximum, et le second la rend mi-
nimum.

4°. Courbe de longueur donnée ayant son centre de gravité le plus haut ou te plus bas

possible.

L’intégrale qu'on doit rendre maximum ou minimum est......

fJ' V14 77 dx, et en méme temps il faut que fz' VIi+ ydx

reste constant. L’équation de la courbe cherchée sera donc
= (rm) =,

et Uon aura pour déterminer la constante m, la relation
t+yd —(Je+mys=o.

L’intégrale de I'équation différentielle précédente est

x

j+m=;(%c“+be_ ,

RN
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cest-a-dire que la courbe cherchée est une chainette dont I'axe est ver-
tical. Si 'on détermine les constantes @, b et m, on trouve, comme
dans 'exemple précédent, que deux arcs de chainette satisferont aux
conditions : 'un de ces arcs tourne sa concavité vers TVaxe des &, et
Pautre sa convexité. Voyons maintenant ce quindique la variation

seconde de l'intégrale f " yyiayPde; ona K = i+,
L= y1+ y*; on en déduit

() +m(m) ="
Yy \]', (I—|—_}’”)7

ou bien , en remplagant iz par sa valeur,

1+
Y _.7(,; + —
(d’ )+m (d’L) T
- — ] = 5
d] dyz (| _,,_y-’l)@

Dans le cas de I'arc de chainette qui tourne sa concavité vers Paxe
des x, prenons pour ., ¥y Yo les valeurs de y, y’, y relatives au
point de cet arc qui est le plus loin de I'axe des x; Pexpression préce-
dente sera négative et I'intégrale proposée sera un maximum. Dans le
cas de I'arc qui tourne sa convexité vers axe des &, on verrait ‘de la
méme maniére que I'intégrale proposée est un minimum.

Mais les conclusions précédentes supposent que I'élément de la va-
riation seconde ne devient pas infini entre les limites x, et &, : vovons
si cela peut toujours avoir lieu. On trouve facilement

dy __y+m
da~ a

z , d_y___g ;
PR AL Sl T A

ce qui donne

__ Y-+ m x a |,
"-—“(T—;)”)“‘ﬁz)”

Tome V1. — Juiw 1841. 30
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et par suite
‘P v a v,
u_——<az+ﬁz)_)’ ;

or il est facile de voir qu'on ne peut pas toujours déterminer g de

’
o u . . .
maniere que — ne devienne pas infini entre x, et o, : quand cette

détermination est impossible, la méthode précédente -ne conduit
aucune conclusion précise.

Addition a la thése précédente.

En comparantla méthode exposée dans cette thése a cellede Legendre,
on trouve facilement les intégrales des équations différentielles aux-
quelles il avait ramené la question. Je ne considérerai pour cela que le
dernier cas dont je me suis occupé, c’est-a-dire celui ot K est fonction
de x, y, y', y".

La variation seconde de l'intégrale f :' K dx étant égale a

| @@ )
z, _+2(£z) 6‘jd‘j"+2((%) d‘]'a‘y"_,.(;%) Sy

Legendre décompose I'élément de cette variation seconde en deux par-
ties, dont I'une soitimmédiatement intégrable, et dont autre soit égale

-

d*K e, . . .
(5,,—,> multiplié par un carré parfait. Soit

vdy? 4+ 20,dydy’ + v,0 92

Uintégrale de la premiére partie, et

(57) 007 + pay’ + dy"y
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la seconde partie; on a, pour déterminer v, v,, v,, %, w, les relations

J‘K _ 4’K
P \ayn) = \gray) T Vs
3 d‘K _{ @K

. d‘}’”z —_ W -+ )

7K do,
= (W) -+ 2v, +E’
5 @K\ d’K dv,
WL dy " - d]df’ ~+ 0 prog)

@K A
20 Y e (T pie
) (dy”‘> - (df‘) + &

Si P'on élimine X et u entre ces relations, on trouve les équations
suivantes, auxquelles doivent satisfaire v, ¢, et v, :

( 4K + ] d’KW , __ (&K d’K . ({."']
[ L‘l)"d]‘” Vo [(d]‘d)’”) -+ 7y ] —_ ;i;i/;> I:(d_}'d_}’,> —+ dr |’
; @K\ [ (&K do, _[{ @& 2
O {5 (@) + %+ o] = [Grae) + = -

) 4] = () T

Or, d’apres la transformation que nous avons effectuée . nous aurons

. .
wu! — u u’ un| — u,u”

A=

- — Ei
wn! — wu'? [ uw| — u.n’

les valeurs de ¢, ¢,, ¢, seront donc

_ db, &K K\ (wr) — wn”) (W0 — )
R dydy’ dy"”* (uwe, — u,n’ 2
4K dK\ #'u} — ujv”
vy = — (dydy”) + (d_}’”z/ uu’l — L',,Il’
d’K &K\ ' — u,_u_'
Ya = dydy”] ~ \dy”) wu — uwd’

30.
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On reconnait facilement que les quantités

’ ' 73 "
we —uwu', ww —uul, vu —uu

ne contiennent d’arbitraires que les six coefficients

ufd, — fBo,
Byy — 4B

Ces coefficients ayant entre eux la relation identique

m, oy — 7y =n, o, —dz, = p,

=r, fd,—d8 =s, b —dy, =1t

mt—ns-i—pr:o,

et leurs rapports seulement entrant daus les expressions précédentes
de v, v,, v;, ces expressions contiennent quatre constantes arbitraires ;
mais les intégrales des équations (4) n’en doivent renfermer que trois :
donc, pour que les valeurs précédentes de v, v,, v, soient les intégrales
de ces équations, il faut que les quantités m, n, p, r, s, ¢ satisfasseni a
une autre condition que nous allons ticher de trouver.

Pour cela substituons les valeurs de ¢, v,, ¢, dans les équations (4):
la premiére sera satisfaite. Le premier membre de la seconde se ré-
duira a

. d @K "
. (4K dK) (&K Y ' 3y s, — w’)
dydy” dy’? dy'dy” + wu, — u,u dz

2 @K\ w'a—u
dy”*}) wu—uu’ "
or ¢V peut dans ce cas se mettre sous la forme
__[[&K @K \/ @K\ p
v =[) - @) + (a1
d'K @K @K\ ’
+d. [2 ("f_d7 ) _ (dJ"’) - (dy'dy”> ]o\f

- L

e e pn e
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On a donc les deux équations identiques

() e [ ) )]

d*K
@ (a)
-+ dx )
&K d’K) ( @K >'] A
LN (= - 2
(d.r’ (EEN (BN d [2 (dydy”) (dJ’" H\Gay !
'K dydy’ dydy” ! dz == 0.
r(25) |
dy”?
e ,
Multipliant la premiére par u,, la seconde par u, et retranchant, on
trouvera facilement
A
! &K &K FK N, PN 4
1|2 (gar) — () + (i) | ot —maey 2 (5 i)
- dz R + dz* — o
d*K " "y
(l. ((—1—,,;>(u'u, _u|u )
— oA -. —
dx

;

d’ott, en intégrant,

@K W
[ 2) (43 (2 o e 2L 220)

— 2(;—;’%) (2] — w " s

Pour que la seconde des équations (4) soit satisfaite par les valeurs
trouvées précédemment pour ¢, ¢,, v,, il faut donc quon ait C = o.
Or C est évidemment une fonction linéaire des quantitésm, n, p, r, 5, 1:
donc ces quantités devront étre prises de maniére a satisfaire A Péqua-
tion C = o, et c’est la condition que nous voulions trouver.

Quant 4 la troisieme des équations (4), on reconnait facilement
quelle est satisfaite par les mémes valeurs de ¢, ¢,, 0,, pourvu que la
condition C = o soit remplie.




