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THÈSE 
sun 

LA DISTINCTION DES ΜΑΧΙΜΑ ET DES MINIMA 
DANS 

LES QUESTIONS QUI DÉPENDENT DE LA MÉTHODE DES VARIATIONS; 

PAR CH. DELAUNAY. 

Lorsqu'une quantité est fonction d'une ou de plusieurs variables 
indépendantes, on sait que, pour déterminer les valeurs de ces va-
riables qui rendent la fonction un maximum ou un minimum, il faut 
attribuer à chacune d'elles un accroissement infiniment petit, déve-
lopper la fonction suivant les puissances de ces accroissements, et éga-

ler à zéro l'ensemble des termes du premier ordre : l'équation qui en 
résulte se décompose en autant d'équations qu'il y a de variables in-
dépendantes, et ces équations font connaître les valeurs cherchées de 
ces variables. Pour distinguer ensuite si ces valeurs donnent un maxi-
mum ou un minimum, on les substitue dans les termes du second 
ordre : si l'ensemble de ces ternies reste constamment positif, quels 
que soient les accroissements infiniment petits attribués aux variables, il 

y a minimum; s'il reste constamment négatif, il y a maximum; si en-
fin l'ensemble des termes du second ordre peut changer de signe. il 
n'y a ni maximum ni minimum. 

Dans les problèmes, d'un ordre plus élevé, où l'on se propose de 
déterminer une courbe par la condition de rendre maximum ou mi-
nimum une intégrale définie qui dépend de cette courbe, on dois 
suivre la même marche. Il faut que la courbe cherchée soit telle, qu'en 
la changeant infiniment peu , c'est-à-dire en donnant à chacune de ses 
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ordonnées un accroissement infiniment petit, l'ensemble des termes du 
premier ordre, dans l'accroissement qui en résultera pour l'intégrale 
définie, soit égal à zéro. La méthode des variations, inventée par La-
grange, donne le moyen de calculer ces termes du premier ordre, et 
de les mettre sous une forme telle, qu'on puisse en déduire de suite 
l'équation différentielle de la courbe cherchée, et les conditions aux li-
mites qui doivent servir à la détermination des constantes introduites 
par l'intégration de cette équation différentielle. 

Quant à la distinction des cas où il y a maximum, ou minimum, ou 
ni l'un ni l'autre, c'est encore dans la considération des termes du se-
cond ordre qu'il faut la chercher. Legendre est le premier qui s'en soit 
occupé (Mémoires de l'Académie des Sciences, année 1786): sa mé-
thode consiste à transformer la variation seconde de l'intégrale définie 
proposée de manière à introduire un carré parfait sous le signe f. Mais 
cette transformation suppose l'intégration d'équations différentielles 
assez compliquées, et Legendre n'a pas donné le moyen d'effectuer 
cette intégration. 

Plus tard Lagrange a donné une méthode plus générale ( Théorie 
des fonctions analytiques ) : elle consiste à introduire sous le signe f, 
non plus un carré parfait, mais une quantité essentiellement positive; 
et pour cela il suffit de satisfaire à certaines inégalités qui comprennent 
comme cas particulier les équations différentielles de Legendre. Mais 
la difficulté de satisfaire à ces inégalités rend la méthode aussi peu pra-
ticable que celle de Legendre. Lagrange a fait en outre la remarque 
qu'il ne suffit pas que l'élément de l'intégrale conserve toujours Je 
même signe, mais qu'il faut aussi que cet élément ne devienne pas in-
fini entre les limites données, sans quoi la variation seconde pourrait 
changer de signe. 

Tel était l'état de la question, lorsque M. Jacobi [*] est parvenu à ef-
fectuer la même transformation que Legendre, en n'employant que 
des intégrations par parties successives, et cela toutes les fois que 
l'équation différentielle de la courbe a été intégrée. En comparant sa 
méthode à celle de Legendre, il en a déduit les intégrales des équa-

[*] ^°'r 'e Mémoire tie M. Jacobi, tome III de ce Journal, page \ j. 
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tions différentielles dont j'ai parlé. C'est cette méthode de M. Jacobi 
que je vais développer, en commençant par démontrer un théorème 
sur lequel elle est fondée ; je l'appliquerai ensuite à quelques exemples. 

§ I-

Théorème préliminaire [*]. 

Soit 

f ! ) A Y
 (LA

'-
r
-
 dlk%yJ

- -4-
 d

—
f

~ -+·... -h-
 rf"A»-r "3 _ ο 

une équation différentielle linéaire de l'ordre an, dans laquelle yT) est 

mis pour et les coefficients A, A, , A
2
,..., sont des fonctions don-

nées de χ ; si u est une valeur quelconque de y satisfaisant à cette 
équation, l'expression 

„ Γα«7η- ...+ί«[ = υ 

sera une dérivée exacte, quel que soit y, et son intégrale aura la même 
forme que le premier membre de l'équation ( ι ), c'est-à-dire que l'on 
aura 

léoréme. multiolions oar u r le Dretnier meinbn 

Pour démontrer ce théorème, multiplions par uy le premier membre 
de l'équation identique 

A» + T+-ï^+-ïr-+-+ ·ΛΪ-=°> 

[*] M. Lebesgue vient de publier une autre demonstration du même théorème ; mai-, 
cette démonstration ne m'était pas connue lorsque j'ai rédigé ma thèse. C. />. 

'*■!·· 
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retranchons-le de U, ce qui ne changera pas sa valeur, et nous aurons 

υ - u~d^ + U—d^-~ + u —*c— +··■ + « d^— 

d.Aju' d'.A,u" d3.AîU"' î/".A„4î <"< 
-uy-âr —ny—dx*-

S'il ne s'agissait que de démontrer que U est une dérivée exacte, on 
y arriverait très-simplement par des intégrations par parties successives; 
mais pour faire voir que JX^doc peut se mettre sous la même forme 
que le premier membre de l'équation (i), il faut suivre une autre 
marche. Pour cela je vais prouver que si l'on pose 

x = " 2" 

X pourra se mettre sous la forme 

d.bf_ dx.b
l
y" dib

I
y"' dm.b„_, 

dx dx1 da*** daf* 1 

ce qui donnera 

fxdx = by> + d-±f + dKh^m + ... -h 

et par suite 

/
U
rfx-|/u,=Br

+
 ££>.*

+
...
 +

 qg^zû. 

Observons d'abord que si Ρ et Q sont deux fonctions de œ, qu'on 
désigne par Ρ', P",... les dérivées successives de P, et par (m, p) le 
nombre des combinaisons de m lettres p à ρ, on aura 

/ d-Q d-PQ . . RF--'P'Q P"Q 

( +{-i)
p
(m,p) i)«pWQ. 
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Si l'on applique cette formule aux deux parties de X et qu'on développe 
ensuite les puissances de uγ qui seront indiquées, on trouvera 

dm.Am(uy)"' _ à".uAm[uy(.m~> -+- (m, iîu'r -I- -!) -t-... -t- (m, m — ι)«(·-ν + »ΜΛ 

d">~1. u'Am [uy ("·) -+- (m, i) n'y <m_1)-e (m, 2) u"y <"»-') -H... -t- (m, m — i) u y' -h u(m)y ~\ 

, dm "u"Am [uj-W + (m, i) u 'y <■-') -t- (m, a) u"y ("·-')-K.. -H (m, m— ι ) β 0—1V H- « <">.r] 
. . . . . . . 
+ (-,)—'(«.m-O ^ " 

-t- (— i)"«HA,,,[uy ('»)-h(m, iJa'jO»-1)-+-(m, 2)u"/Ο»-1)-l·-...-I- (m, m — i)u(·"-')y'-+- »(■)/] ; 

a™.Α„ιιΟΌ a™.Amu(-»)ur , . d'»-,.A,,u<"0[u.7'-t-B'.r] 
. . . . . . 
, , , d.A«u0»)[iy("■-')-H(m—ι, i)u>(m—ι,2)u"y('»-3)-f-... -1 - (m—1 ,m — 2)j 

·+-(—ι)"·ΑntU<.m)[uy(m, i)u'y-h !m, 2) u"y -1-... -t- (m, m— 

Le dernier terme étant le même dans ces deux développements, on 
voit déjà que X est une dérivée exacte. Pour démontrer que X peut se 
mettre sous la forme énoncée, je vais faire voir que, si l'on transforme 
les deux développements précédents, de manière que dans chaque 

terme il n'entre sous le signe ̂  que les deux dérivées de j des ordres 

k et k -+- 1, ce qui est toujours possible, le coefficient de γ""*-* dis-
paraîtra de lui-même. 

D'abord on reconnaît facilement que, dans chacun de ces deux dé-
veloppements, tous les termes, à l'exception de ceux où l'ordre de la 
dérivée de j" est égal à l'indice du signe d, peuvent se grouper deux à 
deux, de manière que chaque groupe soit compris dans la forme gé-
nérale 

M _+. </'+'.Qrcn 

M étant un coefficient constant, et le second terme ayant le signe -t-
si t est pair, et le sigfte — si t est impair. 

Supposons, par exemple, t — 2s·, nous aurons, en vertu de la 
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formule (a), 

*-JJ ' dx' dx· ' ' dx" ^ ' ' dx" 

d'où 

w.cy^+^ _ rf'+'.Crir+J) - rfr+'-,(y+'> , , . rf^+'-icv,+o 
//.r" ' dx**' •·ί'1·' <irr+I~I '"ν*'2/ 

"+·<···' -ÏSÎT- — ' ' · 

ina^s on a 

Q« «(Γ-ι-ί) aLl C" y Cr + * — Ο 

r""
r

(r-t-0—^Γ+'~'·) r«iv
r

(r4-i-0 

. . . . . 

Substituant dans l'équation précédente, il viendra 

drC jO+»0 dr+'.Cf r+'î
 (rt

 ^dr+t~IC'y<r+''>
 l
 ^ dr+r~IC"yÎr+'~,i 

dx7 = dxr+> dxr+'~I 'f'2' i£rr+'—1 
) /7r+^3piv

v
(r+f-i) 

_Γ
(ί
,3)+(^»)]--^7—+[('.4)+(Î.3)]^-2^-

j
 - ■ · · ; 

on aura encore 

Γ«* y-ir·*-'—Ο y('+'~*> ~,
T
 (

r+
,_j) 

Qv y(T+S-Ο __ (]vi j.fy+1- a)^ 

. . . . . . 

Substituant encore dans l'équation précédente, et continuant toujours 
de la meine manière, on hmra par mettre —— sous une forme 
telle, que dans chaque terme l'ordre de la dérivée de y soit égal à 
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l'indice du signe d, ou égala cet indice augmenté d'une unité. De plus 
il est facile de voir qu'un terme quelconque, dans lequel l'ordre de la 
dérivée de y dépasse d'une unité l'indice du signe d, est de la forme 

^ dxr+s~h~' ' 

Ν étant égal à 

{s,ih-\- ι) H- {h, i) (s,ih) + (Λ, 2) (j,xh— 1) -4- ... 
-4- (A, h — 1) (î, h -f- 2) -+- (î, h 1). 

Transformons également la quantité djj.+T
s
—· Nous aurons d'abord 

d^r) = C y ̂  + {s, 1) C'y c'+s-° -+- (s, 2) C'y 

-t- (j,3) C"'jr c ai _j_
 ? 

d'où 

dr+xsCjW d'+iCy(*r+s> , , rfr+!C'jir+s_Ii , χ d'+sC"j^+'— 

+ ('» 3)— di+> + (*» 4) —jfr+T- + '··? 

tuais on a 

^ = c'JCr+0 -+-G" J , 

^+ c"yr+i-!), 

. . . . 

Substituant dans l'équation précédente, on trouvera 

dr+"Cr{r· rf'+'.Cr(r+f) , ^
r
+..-,c'r('+';

 >1
cA+J-'C"rCr+1_,j 

" - " d.r'+· + 1 ) dx'+>~' +[ΐ·ν.2)-Η^'ΟΙ (/x,+J-, 

-H [(.v,3) + (J, 2)] - /ir—h [^,4) ^,3)] -■· rfa. 
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on a encore 

d — C"j (r+'-" + CjC···'-'', 

d
^Ç'

 3i
 — C

,v

/(
r+f_a

) &y (M-J-3) ^ 

Si l'on substitue de nouveau dans l'équation précédente, et qu'on 
continue toujours de la même manière, on finira par mettre 

- ~[~7+t
s
— sous la meme forme que —;— , et, comme il est facile de 

le voir, un quelconque des termes dans lesquels l'ordre de la dérivée 
de/ dépassera d'une unité l'indice du signe d, sera de la forme 

rfr+i-h-1 Q( ιΑ+ τ ) r+«—Λ) 

Ν étant le même que précédemment; donc la somme 

dr.Cy<-r+*'"> , rfr+1*C/tO 
dp ' dP+"-

ne contiendra que des termes où Tordre de la dérivée de y sera égal à 
l'indice du signe d, puisque les autres se détruisent deux à deux. 

Dans le cas où t serait impair et égal à ai -+- ι, nous verrions de la 
même manière que la différence 

dr.Cy<r+11+t) dr + ,' + ,.Cy (O 

(lxr dxr+"+* 

ne contiendrait que des termes dans lesquels Tordre de la dérivée 
de y serait égal à l'indice du signe d ; donc chacune des deux 
quantités 

u—pà~-> ur-pp--> 
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dont se compose X, peut se mettre sous la forme 

h ν -ι- d'bjr' -4_ d'blX" _i_ _i_ dm-h^r{m). 
0 ^ dx dx3 ' ' ' dxm 9 

et comme X est une dérivée exacte, quel que soit y, b
0
 sera le même 

dans ces deux quantités : donc enfin X prendra la forme 

d.br' d'b
I
y" d^b^y'" dmb

m
_

1
yW sy s\ π ji 

+ + ··; + -si— C.Q.F.D. 

On pourrait facilement déduire de ce qui précède l'expression gé-
nérale des fonctions B; mais cette expression serait très-compliquée, 
et il vaudra mieux les calculer dans chaque cas particulier, en transfor-
mant directement chacun des groupes X qui entreront dans la valeur 
de U, après l'avoir mis sous la forme qui résulte de la formule (2) : cette 
forme est 

γ dm. km[u(uy)<-m') — uyul"·)] , , dm 'A,„[u' (uy)^ — (uy)' u ("')] 

, (m \ A, Vu" _ 

On trouvera ainsi, pour τι = 1, 

fXldx — m2 À, y'; 

pour n = 2, 

f Odx — [2 (ΜΜΆ
2
)' -H 2««" A

2
 — 4«'S A

2
 -H «2 A, ] y' -+- ; 

pour n — 3, 

fUdx = [3(«W"A,)" -+- 3(HM"'A
3
)' — 9(M'W"A

3
)' — 6ιι'ιι Α3 -PQW"2A

3 

-+- 2(«IT'AJ)'+ 2uW"A
2
 — 4 m'2 A

2
 -+- «2A,J y' 

d.[3(u.tïkjf -+- 6«tt"A3 — Qtt"A3 -h M
2 Ad/" d'.u'Ai r'" 

dx ' dx' 

Tome VI — Jcik 1841. 28 



:< 18 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

§ II-

Distinction des maxima et des minima des intégrales définies. 

Soit f'Kdx une intégrale définie, dans laquelle Κ est une fonction 

donnée de χ, y et des dérivées jr', yy'" ,>■ > yw. Si l'on établit 
entre y et χ diverses relations, représentant autant de courbes dont 
ces variables seront les coordonnées, l'intégrale proposée prendra di-
verses valeurs, et, pour déterminer celle de toutes ces courbes qui 
rendra l'intégrale un maximum ou un minimum, il faudra égaler à 
zéro la variation première de cette intégrale. 

Pour distinguer ensuite si la relation trouvée entre y et χ correspond 
à un maximum, ou bien à un minimum , on devra considérer ta 
variation seconde de l'intégrale, et chercher si elle reste constam-
ment positive ou constamment négative, entre les limites de l'inté-
grale , quelles que soient les valeurs des variations arbitraires qui y 
entrent. Mais la question se décompose évidemment en deux parties : 
dans la première, on peut se proposer de reconnaître si la courbe 
trouvée est de nature à rendre l'intégrale un maximum, ou bien un 
minimum, indépendamment de toute valeur attribuée aux constantes 
qui entrent dans son équation; dans la seconde, on recherchera si 
les valeurs particulières attribuées à ces constantes rendent l'intégrale 
plus grande ou plus petite que toutes les autres valeurs, très-peu dif-
férentes de celles-là, qu'on pourrait donner à ces constantes. Cette 
seconde partie de la question rentrant entièrement dans la distinction 
des maxima et des minima des fonctions de plusieurs variables indé-
pendantes, je ne m'occuperai que de la première partie, et je me 
contenterai, en conséquence, de chercher si l'intégrale proposée est 
un maximum, ou un minimum, en ne changeant que la forme de la 
courbe, sans faire varier les valeurs de χ, y, y', rela-
tives aux deux limites. 

Puisque nous supposons x, y, f, y",. constants aux 
deux limites, la variation première de l'intégrale se réduira à 
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Ι Y ày doc, Y étant égal à 

^
 ++

...
 +
 -m, 

et 

/rfK\ /rfK\ /dVL\ / rfK.\ 
\djrJ' \dy)' \djr") ' ' 'W

(

"V' 

représentant les coefficients différentiels partiels de Κ pris relativement 
à y, y', y",..., yw. Ainsi V = ο sera l'équation différentielle de la 
courbe qui rend l'intégrale proposée un maximum ou un minimum. 

La variation seconde de cette intégrale prendra alors la forme 
J άΥ à y doc. Je dis maintenant que âY peut toujours se mettre sous 

la forme du premier membre de l'équation ( 1 ) : en effet on a 

'n' = Çy·) *s+ ixx) r>-r'+ (xl) "+■■■+ (χχ-.j 

" r (w>>r+\ 

MÆX= \dyV l<IIL: Uy. Ur'7’ ' ' ’ Ww 

. . . . . . . . . 

T i l 
— daf ' 

or il est facile de voir que tous les termes de cette expression, excepté 
ceux où l'ordre de la dérivée de iïy est égal à l'indice du signe d, 
peuvent se grouper deux à deux, de manière que chaque groupe soit 
compris dans la forme générale 

+ d'+· ç ôyon 
|_ dx

r
 dx""

3
"' J' 

28.. 
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le signe du second terme, dans la parenthèse, étant -+- si t est pair 
et — si t est impair. Mais , comme nous l'avons vu (pages αι4 et suiv.), 
cette quantité peut être transformée de manière que dans chaque terme 
l'ordre de la dérivée de èy soit égal à l'indice du signe d : donc dV 
pourra se mettre sous la forme 

d.S.*8y' dxd'.Kjy" dx* dx1 

De plus, il est facile de voir que l'on a 

A" — - \dXWj"' 

le signe -+- ayant lieu si η est pair, et le signe — si η est impair. 
Si l'on suppose qu'on ait intégré l'équation différentielle V = ο, et 

qu'on en ait tiré la valeur de y en fonction de χ et de m constantes 
arbitraires a, b , c,, on trouvera facilement l'intégrale de l'équa-
tion dV = o; en effet, si dans la valeur de y on augmente chacune 
des constantes a, b , c,. . . de &a, èb, de,. .., y augmentera de 

Da O u db de UL 

et Y deviendra V -+- dV ; mais la nouvelle valeur de y ne différant de 
la première que par les constantes arbitraires, devra annuler V -i-'dV, 
et cela, quelles que soient les quantités àa, âb, de,. .donc l'équa-
tion dV = ο sera satisfaite par 

Ο—£ + ρϊ+7¥+·... 

et. cette valeur de ày contenant 2;/ constantes arbitraires α, β, γ,..., en 
est l'intégrale complète. 

Je vais tâcher maintenant de mettre la variation seconde sous une 
forme convenable pour en déduire les caractères distinctifs des maxima 
et des minima de l'intégrale proposée,et, la marche à suivre pour cela 
étant très-uniforme, je me contenterai d'effectuer la transformation dans 
les cas les plus simples. 



PURES ET APPLIQUÉES. 'il ι 
Je suppose d'abord que Κ ne contienne que χ, y, et y' ; d'après ce 

qui précède, &Y pouiTa s'écrire 

âY = kây + dJ^yJ ■ 

Soit 

—I+pS' 

àY sera annulé par dy == «; donc si l'on pose 

&y — uâ'y, 

uâY deviendra une dérivée exacte, d'après le théorème démontré pré-
cédemment , et si l'on intègre par parties, on aura 

f ' &Y&ydx — f * uiïYd'y dx — — f 'B[â'y'ydx, 

en remarquant que èy est nul aux deux limites. D'ailleurs on a 

* " r 

et la relation à y = ud'y donne 

f *> = &-**., 

on a donc 

(3) iVijrdx = J'-(Ρ) -*■<)' dx. 

L'intégrale / Kr/jr sera donc un maximum ou un minimum, suivant 

que, pour la valeur de y tirée de l'équation Y = o, la quantité 

sera toujours négative ou toujours positive entre les limites 

de l'intégrale; il faudra de plus qu'on puisse déterminer α et β de 
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manière que ne devienne pas infini entre ces li-

mites. Si (P) ne conservait pas constamment le même signe, la 

variation seconde pourrait être tantôt positive, tantôt négative, sui-
vant les valeurs qu'on donnerait à ây, et il n'y aurait ni maximum 
ni minimum. 

Je suppose maintenant que la plus haute dérivée de y qui entre 
dans Κ soit γ" ; άΥ se mettra sous la forme 

V.,· A * d.Kjr' d'AJr" 

Soient 

da + " db + ^ de + · dd ' 

u\ a*da ^ ' ' db de + ** dd ' 

&Y sera annulé si l'on fait à y = u, ou bien ây = u
K
 ; posons 

} y = uà'y, et nous aurons, en intégrant par parties, 

j* '&Y&ydx = y 1 u&Yâ'ydx = — J fa^^à'y'dx; 

or $Y étant annulé par à y = «,, Β i'y'+ doit être annulé 

en y faisant à'y = ~, ou bien à'y —
 a>

"'" ; si donc nous po-

sons à'y' = à"y, nous aurons, en intégrant de nouveau par 
parties, 

J*' àYdydx = J*' C(à" y')3dx; 

mais on a C = €t = «"A, = u3 5 d'un autre 
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côté, les relations &y= uâ'y, d'y'—"*1* \U}U^"yi donnent 

S γ'=—; 7 ( c? r ! —-,âr H ; r(?r): 

on aura donc 

7un: — u,u-,o'yu'u*ri WU' mS 

Ainsi, dans ce cas, pour que j ' Rdx soit un maximum ou un mini-

mum, il faut que reste constamment négatif ou constamment 

positif entre les limites x
a
 et χ, ; il faut de plus qu'on puisse détermi-

ner les constantes a, β, γ, ί, α,, β,, γ,, eîy, de manière que l'élément 
de l'intégrale dans la variation seconde ne devienne pas infini entre 
les mêmes limites. 

U est facile de déduire de ce qui précède, qu'en général, si yw 

est la dérivée de y de l'ordre le plus élevé qui entre dans R, l'in-

tégrale J' ' R dx sera un maximum ou un minimum, si ^ j 
reste constamment négatif ou constamment positif entre les limites x

a
 et 

x
t
, pourvu qu'on puisse déterminer les valeurs des constantes arbi-

traires qui entrent dans l'élément de la variation seconde, de maniéré 
que cet élément ne devienne pas infini entre les mêmes limites. 

Nous n'avons considéré jusqu'à présent que les maxima et les mi-
nima absolus des intégrales définies ; voyons maintenant comment la 
même méthode peut s'appliquer à la distinction des maxima et des 
minima relatifs. 

Soit donc 1 R dx une intégrale qu'il s'agit de rendre maximum 

ou minimum, en même temps que l'intégrale j" ' Ldx conserve une 

valeur constante. Si J' ' 'Sùydx est la variation première de Ç ' R dx. 
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la condition de maximum ou de minimum sera 

' Vdjdx = o. 

Ici les iïy qui entrent dans les différents termes de cette somme ne 
sont pas indépendants les uns des autres, mais ils sont assujétis à 

conserver à J* ' h doc une valeur constante , c'est-à-dire à annuler 

la variation première de cette intégrale; en sorte que, ' Uàydx 

est cette variation première, ils devront satisfaire à l'équation de con-
dition 

J l\Jâydx — o. 

Pour tenir compte de cette équation, on la multipliera par un fac-
teur indéterminé m, et on l'ajoutera à l'équation précédente, ce qui 
donnera 

f*' (\-\-mU)àydx = o; 

déterminant ensuite m de manière à faire disparaître le coefficient d'un 
des άχ, on substituera sa valeur dans les coefficients des autres ây, 
et l'on égalera ces coefficients à zéro. On aura ainsi l'équation 

V -f- mU = o, 

par laquelle la relation cherchée entre y et χ sera déterminée. Il fau-
dra se rappeler que m est une constante donnée par la relation 

V
u

 -+- mU^ = o, 

V,„ et étant ce que deviennent V et U lorsqu'on y remplace x par la 
valeur particulière χ

ω
, et y, y', y",·· ■ par les valeurs correspon-

dantes^, yi, y ωι - · * ■ 
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Passons maintenant à la distinction des maxima et des minima. 

La variation seconde de l'intégrale j* ' R<ir sera 

Γ '&Vdydx-+- Ç ' Yâ2ydx ; 

mais pour que l'intégrale J L dx reste constante, les èj et rpy doi-

vent annuler les variations première et seconde de cette intégrale, c'est-
à-dire qu'ils doivent satisfaire aux équations 

' U<îydx = o, J' dUâydx -t- J* ' Uâ2ydx = o. 

Si l'on ajoute cette dernière équation multipliée par m à la variation 
seconde de l'intégrale proposée, elle deviendra 

f (dV -+- indU) èjdx -(- Γ 1 (Y -t- mX})è%ydx, 

mais m ayant la même valeur que précédemment, on a identiquement 
V„ m\]

a
 = o, et pour toutes les autres valeurs dear, y, y', y",..., 

V mU est nul en vertu de la relation trouvée entre ye t j; donc, 
en tenant compte de cette relation, la variation seconde se réduira à 

j* ' (dV —|— md\J)àydx. 

Si l'on remarque maintenant que, m étant constant, on a 

dV -+- mdU = d(V -+- i»U), 

on pourra transformer l'expression de cette variation seconde d'après 
la méthode exposée précédemment, en supposant connue l'intégrale 
de l'équation différentielle V ■+· mU = o, et faisant varier les constantes 
arbitraires qui entrent dans cette intégrale. Après la transformation, 

Tome VI. — Jlin i&p 29 
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Γ élément de la variation seconde .contiendra en facteur 

^ Ί m étant la dérivée dej" de l'ordre le plus élevé 

qui entre dans Κ -+- mL ; si èj était arbitraire, il faudrait que ce fac-
teur fût constamment négatif ou constamment positif entre les limites 

x
n
 et x, , pour que l'intégrale I ' Κ dx fût un maximum ou un mi-

nimum ; mais à y étant assujéti à satisfaire à l'équation 

J 1 Udy dx — o, 

on conçoit que la variation seconde peut conserver toujours le meme 
signe pour toutes les valeurs possibles de ùjr, sans que ses éléments 

soient tous de même signe. Ainsi, de ce que ) chan-

gerait de signe entre les limites x0 et xu
 on ne devrait pas conclure 

que l'intégrale proposée ne serait ni un maximum ni un minimum; 

mais si, remplaçant m par sa valeur — ~, on peut trouver pour x,„ 

une valeur telle que reste constamment négatif 

ou constamment positif entre les limites x
Q
 et x,, on sera certain que 

l'intégrale J ' R dx sera un maximum ou un minimum, pourvu tou-

jours que l'élément de la variation seconde ne devienne pas infini entre 
les mêmes limites. 

§ III. 

Application de ta théorie précédente a quelques exemple.s. 

i°. Plus courte ligne entre deux points. 

La longueur d'une courbe, prise entre deux de ses points avant 

pour abscisses x
a
 et a:,, est exprimée par l'intégrale I dx y j 4- >'-· 

si l'on cherche la relation qui doit exister entre γ et χ pour que cette 
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intégrale soit un minimum, on trouve l'équation 

y = αχ b, 

a et h étant deux constantes arbitraires: donc la plus courte ligne 
entre deux points est une ligne droite. 11 est clair que la valeur précé-
dente de y rendra toujours l'intégrale proposée un minimum : nous 
allons voir si la considération de la variation seconde nous conduira 
à la même conclusion. 

D'abord, R étant égal à \/H-jY'2, on a 

K\ _ ι 
\ dr'V ( ι -hy'*) V ' -+- y'* 

mais la valeur de^· donne j' = a;ona donc 

/rf'KX t 
\Φ''2/ (ι + α2)ν''ι-Ι-«2' 

quantité constante et positive. 
De plus, on a — = χ, ^ = i; d'où α = σ.χ-\-β et u'= a; I t 

quantité 

"J.L _ 
U J 

de la formule (3) devient donc 

ax -h β ^ 

et si l'on prend α et β de manière que — - ne soit pas compris entre 

x„ et χ, , cette quantité ne deviendra pas infinie entre les limites de 
l'intégrale. Donc la théorie précédente nous indique que la valeur 
trouvée pour y rend toujours l'intégrale proposée un minimum 

29. 
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Je remarquerai ici qu'on pourrait faire α = ο dans la valeur de «, et 
alors la variation seconde se réduirait à 

JUV pidra que la der 

il en sera de même toutes les fois que, Κ ne contenant que la déri-
vée y', V ne contiendra pas y. En effet, t?V étant mis sous la forme 
du premier membre de l'équation (ι), ne contiendra pas de terme 
en dy, et sera par conséquent une dérivée exacte; on pourra donc ap-
pliquer de suite le procédé de l'intégration par parties, et la variation 
seconde prendra la forme précédente. Il résulte de là que, toutes les 
fois que Κ ne contiendra que la dérivée y', et ne renfermera pas y, 

pour reconnaître si l'intégrale ( Κ doc est un maximum ou un mi-

ninium, il suffira de voir si reste constamment négatif ou cons-

tamment positif entre les limites x
0
 et x

t
, et s'il ne devient pas infini 

entre les mêmes limites. 

Dans le problème de la brachystochrone ou courbe de plus vite 
descente dans le vide, on se propose de trouver la courbe que doit 
suivre un mobile pesant pour aller dans le temps le plus court pos-
sible d'un point à un autre. Puisque nous supposons les limites fixes, 
nous pouvons toujours prendre pour axe coordonné horizontal une 
droite telle que la distance du point de départ du mobile à cette droite 
soit la hauteur génératrice de sa vitesse initiale; si cette vitesse est 
nulle, l'axe passera par le point de départ. De plus, contre l'ordi-
naire , nous prendrons l'axe vertical pour axe des ordonnées, afin 
que, dans tous les cas, la portion de courbe cherchée soit tout entière 
comprise entre les deux limites de l'intégrale. Les ordonnées seront 
comptées dans le sens de la pesanteur. 

Cela posé, l'intégrale qu'il s'agit de rendre minimum sera 

2°. Brachystochrone. 

le l’intégrale. 
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la condition de minimum conduit à l'équation différentielle 

ι + J'2 + 2JJ" = o, 

dont l'intégrale complète est 

χ — a arc cos a x — \j laj — y2 -+- b, 

a et b étant deux constantes arbitraires. Cette équation est celle d'une 
cycloïde dont la base est sur l'axe des χ ; a est le rayon du cercle gé-
nérateur, et b est la distance de l'origine de la cycloïde à l'origine des 
coordonnées. 

Considérons maintenant la variation seconde de l'intégrale. Nous 
aurons d'abord 

wpQ — - — fi-Hr")1' 

or la cycloïde trouvée n'étant jamais rencontrée qu'en un point par 
une parallèle à l'axe des j, chc doit être considéré comme positif dans 
toute l'étendue de l'intégrale ; d'ailleurs tous les éléments de l'intégrale 

sont positifs : donc Κ est toujours positif, et par conséquent ' est 

aussi; donc enfin l'intégrale proposée est un minimum, pourvu que 
l'élément de la variation seconde ne devienne pas infini entre les li-
mites x

0 et xt. Voyons dans quels cas cette dernière condition pourra 
être remplie. 

On tire de l'équation de la cycloïde 

_(x-A)l/ï2- ■b)y' 

_ » ( »V* 

on a donc 

12 X — (•* — w == a « 
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on en déduit 

*= - - βχ = « ~yr~ ■+■ β y,' 

d'où 

a' a[a(x — b) -+- fia] 
u y' [xy — a(x — b)y' — §oy'] ' 

et si l'on fait β = ο, cette valeur deviendra 

u' a(x — b) 

" ~ r2[f — (x — b)y'\ 

Menons par l'origine de la cycloïde une parallèle à la tangente au 
point de cette courbe dont l'abscisse est χ ; l'ordonnée de cette paral-
lèle pour la même abscisse χ sera (χ — b)y', et il est facile de voir que 
tant que χ sera compris entre b et b -+- ma, nous aurons 

J > {x — b)jr'i 

donc si les deux points limites sont sur une même branche de la cy-
t 

l'loïde, ne deviendra pas infini entre ces limites, et comme il en sera 

de même de , il s'ensuit que dans ce cas l'intégrale proposée 

sera toujours un minimum. 
Si les points limites étaient sur deux branches de la cycloïde, entre 

ces deux limites jr deviendrait nul, et deviendrait 

infini, quels que soient α et β : donc dans ce cas la méthode n'indique-
rait plus rien 

Les deux exemples qui précèdent suffisent pour faire voir comment 
la méthode de M. Jacobi s'applique à la distinction des maxima et mi-
nima absolus ; nous allons voir maintenant deux autres exemples, dans 
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lesquels la même méthode sera appliquée à la distinction des maxima el 
minima relatifs. 

3U. Courbe de longueur donnée comprenant une aire maximum ou minimum. 

L'intégrale qui doit être rendue maximum ou minimum est 
1 ydx, et en même temps l'intégrale j* ' dx doit con-

server une valeur constante. 

L'équation différentielle de la courbe cherchée est donc 

i — m — ï = o, 

m étant une constante déterminée par la relation 

ι —m = ο 
(i-t-r» )T 

Ainsi l'équation de la courbe sera 

(x — a)
2

 -+- [j — by = m2

, 

c'est-à-dire que cette courbe est un cercle. Si maintenant on détermine 
a, bet m de manière que ce cercle passe par les deux points limiies 
donnés, et que la longueur de l'arc compris entre ces deux points soil 
égale à une ligne donnée, on trouvera que le cercle peut être placé 
de deux manières, ou, ce qui revient au même, que le problème a 
deux solutions : l'un des deux arcs de cercle satisfaisant aux condi-
tions précédentes, tourne sa concavité vers l'axe des χ , et l'autre sa 
convexité. Or, d'après la remarque de la page 228, la variation seconde 
deH'intégrale proposée peut se mettre sous la forme 

œ)~»< 
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et puisque l'on a Κ = y, L = Vi + jr", on aura 

{£)
+m

(w=)=
m
-ï^· 

ou, remplaçant m par sa valeur, 

(£)-(£)--^t· 

Cette expression ne peut pas devenir infinie entre les limites de l'inté-
grale ; de plus, elle est négative pour toutes les valeurs de χ comprises 
entre ces limites, si l'on prend le premier des deux arcs de cercle dé-
terminés précédemment, et positive si l'on prend le second; donc le 
premier rend l'intégrale proposée maximum, et le second la rend mi-
nimum. 

4°. Courbe de longueur donnée ayant son centre de gravité le plus haut ou le plus bas 
possible. 

L'intégrale qu'on doit rendre maximum ou minimum est 

J J^i1 j'2 dx, et en même temps il faut que J ' y ι y'2dx 

reste constant. L'équation de la courbe cherchée sera donc 

ι ■+■ f ~ (JT + m) f — o, 

et l'on aura pour déterminer la constante m, la relation 

I + jr« — {jl 4- m)jl = o. 

L'intégrale de l'équation différentielle précédente est 

J
r

-
hm =

 î(ï
e

"
 +be

 ")' 
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cest-à-dire que la courbe cherchée est une chaînette dont l'axe est ver-
tical. Si l'on détermine les constantes a, b et m, on trouve, comme 
dans l'exemple précédent, que deux arcs de chaînette satisferont aux 
conditions : l'un de ces arcs tourne sa concavité vers l'axe des λ-, et 
l'autre sa convexité. Voyons maintenant ce qu'indique la variation 

seconde de l'intégrale / ' y y ι yri dx ; on a Κ = y γ 

L = y'2 > on en déduit 

/d1 K\ /d'i\ y -+- m 

ou bien, en remplaçant m par sa valeur, 

1 

/d'κ\ /rf»L\ _r y"'+ rl 

\dy'*)~*~
m

 id/') (, + />)! 

Dans le cas de l'arc de chaînette qui tourne sa concavité vers l'axe 
des χ, prenons pour y

M
, y'

u
, γ", les valeurs de r, y', y" relatives au 

point de cet arc qui est le plus loin de l'axe des χ ; l'expression précé-
dente sera négative et l'intégrale proposée sera un maximum. Dans le 
cas de l'arc qui tourne sa convexité vers l'axe des χ, on verrait de la 
même manière que l'intégrale proposée est un minimum. 

Mais les conclusions précédentes supposent que l'élément de la va-
riation seconde ne devient pas infini entre les limites x

0
 et x, : vov on.s 

si cela peut toujours avoir lieu. On trouve facilement 

dy _ y + m _ * , ±= _a . 
da a a·? ' db b ^ 

ce qui donne 

(y ■+■ m χ Λ a a , 

Tome VI. — Juin 1841· 3d 
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et par suite 

„'
 =

 _(
a
î + p|)

r; 

or il est facile de voir qu'on ne peut pas toujours déterminer ~ de 

manière que ^ ne devienne pas infini entre x
0
 et χ, : quand cette 

détermination est impossible, la méthode précédente-ne conduit à 
aucune conclusion précise. 

Addition à la thèse précédente. 

En comparant la méthode exposée dans cette thèse à celle de Legendre, 
on trouve facilement les intégrales des équations différentielles aux-
quelles il avait ramené la question. Je ne considérerai pour cela que le 
dernier cas dont je me suis occupé, c'est-à-dire celui où Κ est fonction 
de a:, y, y', y". 

La variation seconde de l'intégrale f ' Κ dx étant égale à 

f· Λ ^ *}'âr+^ 

+ 3 (£1-) wr +3 (,,/ί^Ι*?**" + i'dp-.) ' 

Legendre décompose l'élément de cette variation seconde en deux par-
ties, dont l'une soit immédiatement intégrable, et dont l'autre soit égale 
à multiplié par un carré parfait. Soit 

vùy2 -)- at·, àyây' -H v
2
&y'2 

l'intégrale de la première partie, et 

+ rtr' +*r? 
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la seconde partie ; on a, pour déterminer v, v

t
, e2, λ, p., les relations 

μ V<7"7 ~ W'^'V + ' 

λ Ur"7 - \dyw) + ' 

μ Wr>) = U*j + + ~É> 

) /f/'K \ _ / \ i/f, 
\rfy"V \rfjrfj7 v ~dx ' 

\dr" 7 W2/ 

Si l'on élimine λ et ρ entre ces relations, on trouve les équations 
suivantes, auxquelles doivent satisfaire v, v

t et i>2 : 

( [(^) - ] [(<£) -·· ]=m [(^) : ι 

«(£)[(£)+£—. ] = [(w)--T· 
(£)[(£)+*Μ(£0 H-

Or, d'après la transformation que nous avons effectuée . nous aurons 

. u'u" u'.u" Ull'' «,«' 

les valeurs de ν, v
t
, e

2
 seront donc 

V dx \dydj'/ \dy"') (uu',—5 

— \dydj") vU""7 B"l — 

^2 ldy'dy") \dy"*) uu', — u,u' ' 

3o. 
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On reconnaît facilement que les quantités 

uu\ — u
K
u , uu\ — u,u', u'u" — upi 

ne contiennent d'arbitraires que les six coefficients 

αβ, — /3α, — m, αγ, — γα, = îi, aâ, — α\ζ, = ρ, 
/3γ, — γ/3, = r, βά

ι
 —άβ

{
 = s, γ<?, — cty, = t. 

Ces coefficients ayant entre eux la relation identique 

mt — m + pr = o, 

et leurs rapports seulement entrant dans les expressions précédentes 
de v, v

t
, v

2
, ces expressions contiennent quatre constantes arbitraires ; 

mais les intégrales des équations (4) n'en doivent renfermer que trois : 
donc, pour que les valeurs précédentes de ν, f,, t>

2 soient les intégrales 
fie ces équations, il faut que les quantités m, η, p, r, s, t satisfassent à 
une autre condition que nous allons tâcher de trouver. 

Pour cela substituons les valeurs de v, e,, c2
 dans les équations (4; : 

la première sera satisfaite. Le premier membre de la seconde se ré-
duira à 

n

 ( d'K \ fd*κ\
 (

 y ι ^ Or"
1

)
 u,u * 

2 \dxd.r") Wv \dx'dx") "u\ — »,«' Hx 

_ 2 (d^ y<~">\ 

or àV peut dans ce cas se mettre sous la forme 

O OC lllCIUC SUUS Id mi nie 

PK\ / JÏK \f / -

, * &)*r 
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On a donc les deux équations identiques 

I M-K /«Y / d-κ γη d- [* (dydr·) {d/)+(d/d/) ]"' ) 

, * (£) »" 

Y-t-î—+ d' Γ' ) 

L\rf'K/ \dydy') \dydy") J 1 dx ' = Ο. 

, *&)< \ 
Multipliant la première par u,, la seconde par u, et retranchant, on 
trouvera facilement 

* [■ im - m -+ m\ *-■· ,rf- > 

/*K\, -

d'où, en intégrant, 

[2 \dydy") \d/>)+ {dy'dy") J(MM. U,u)-\ Ττ j =C. 

~ <U") ) 

Pour que la seconde des équations (4) soit satisfaite par les valeurs 
trouvées précédemment pour v, *>,, v2, il faut donc qu'on ait G == o. 
Or C est évidemment une fonction linéaire des quantités m, η, p, r, s, t : 
donc ces quantités devront être prises de manière à satisfaire à l'équa-
tion C = o, et c'est la condition que nous voulions trouver. 

Quant à la troisième des équations (4), on reconnaît facilement 
qu'elle est satisfaite par les mêmes valeurs de v, e,, v,

2
, pourvu que la 

condition C = o soit remplie. 


