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AT WA VIRV

Sur une formule de M. Jacobi;

Par J. LIOUVILLE.

1. Cette formule donne une expression simple de la différentielle

d=r (1 — z’)"_%

ou i désigne un nombre entier positif quelconque. Pour trouver la dif-

férentielle proposée que nous représenterons par § ou 0;, on pourrait
se servir de la formule connue

(x) dpg_ g  pdpPTlq
dzt dst | 1dz ggr ! I

dans laquelle on ferait

p.:i—[, P=(I +Z~)i_§, q:(I—Z)i_%,

et par suite

dm i 2m—-I

P . . . am— 1 T
B=—9e—9.. (i) a+r 7,
drg 2m — I i

== — 9. (=27

Nous suivrons ici une autre marche; mais il nous sera utile d’avoir
reconnu que, d’apres les calculs indiqués, 6 s’évanouit pour z = 1,
tandis que pour cette méme valeur z = 1, le rapportde§ a\/1 —z?
devient égal 4

(—ryf=t.3.5.9...(2i—1),
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~ cette derniére quantité étant fournie tout entiére par le seul premier

a* . . . .

terme p d—z de G, puisque (a cause du facteur 1 —z qui s’y trouve affecté
2z

d’un exposant au moins égal a ) le rapport des termes suivants a

V1 —2? converge évidemment vers zéro quand z converge vers Iunité.
Posons

y=00-— zzy_%’
d’ou I'on tire
%: —(2f — 1) (1 — )i,
Z;{: —(2i— 1)(1 — 2 T4 (2i — 1) (2i — 3) (1 — 2?23,
et
(2, (l——z’)‘;;{-i-(ai—3)z%+(2i—1)]=o:

différencions (i — 1) fois les deux membres de I’équation (2}, et, pour
obtenir les différentielles 4 indice (i — 1) des produits

d y dy
3\ " -~
O —)z5 2

servons-nous de la formule (1) dans laquelle nous ferons p =i — 1,
puis successivement
d’y 4.
p=1—2" et ¢g=-5, p=2z et ¢ =_-;

=1

rappelons-nous de plus que 2 — g, et nous trouverons sans diffi-

dzi—x
culte

d2e db .
‘ 4 — 2y i 2 —_
i3) 1= 2o zdz+19 o.

En changeant de variable indépendante, on peut toujours faire dispa-
raitre le second terme d’une équation linéaire quelconque. Dans le
cas de I'équation (3). il suffit pour cela de faire z = cosx : il vient
ainsi

a 120 —
« gt §=o,
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d’ou

5 = A cosix + B sinix. .
Pour x = 0, 2 se réduit a I'unité; d’apres ce qu'on a vu plus haut,
on a donc alors

0 6

sin x ‘/ T

§ = o, =(— 1yY".3.5,. (2i — 1),

d’ou I’on conclut
A=o0, B=(— =" 3 5. (2f — 1)
De la résuite finalement

\ —_ Ne—1 — sin I.l' .
(4) g ou 9;=(—1) 357..(21 =
C'est la formule que nous voulions démontrer et que M. Jacobi a em-
ployée avec succes pour la transformation d’une classe d’intégrales défi-

nies. (Journal de M. Crelle, T. XV, p. 3.)

9. Voici une seconde démonstration de la formule (4). Cette for-
mule (4) est évidemment exacte quand i = 1 : il suffit donc, pouren
établir d’'une maniére générale I'exactitude , de faire voir que si elle
est vraie pour un indice i quelconque, elle restera vraie encore lors-
qu’on augmentera cet indice d’une unité.

Orona
(I——z’)l+— ditr, (l—z’)+
9t+~| =0 d T gt 0

d’ou, en faisant z = cos x,

v dit (I_Z)H——

0 * * dzi-{-u

Regardons (1 — 22)** comme le produit des deux facteurs (1 — z?;,

(1 — 2277, et la formule (1) nous donnera

dir (1 —z)F d%; . ds, . . -
— ———2(z+l)zz—z(l+z»[.

- (l - Z’) dz?
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puisque z = cos.r, il viendra dés-lors

di‘*‘.(l—z’)""*?‘ d?8, . cosr do;
T de ¥ T dzs + (2i + I) ‘sinx " dr

—_— l(l+ I)e,’,

de sorte qu’en ayant égard a la valeur de 6, fournie par la formule (4).
on a :

= (—1)"=".3.5... (ai 4 1), B+ Ve

sin xr
d’ou

Divi=(— 1Y 3 5. .(2i 4+ 1) ﬁzcos(i+ 1axdx,

c'est-a-dire
sin (i + 1)z

Oivr = (— 1).3.5.. .{2i 4+ 1). e

?

ce qu’il s’agissait de vérifier.

3. Pour déduire de la formule (4) la transformation d’intégrales de-
finies dont j’ai parlé plus haut, M. Jacobi observe que quand une
fonction w et ses différentielles, jusqu’a 'ordre (i — 1), s’évanouissent
aux limites de I'intégrale, I'intégration par parties fournit en général

d'v i d‘w
ﬁviidz = (— 1)fvd—zldz.

en posant donc

o= fl@), w=(1—2) °,

et prenant — 1 et 4 1 pour limites des intégrales, il viendra

2 dp = (— l)‘f:‘j(z) i Ut B

dz!

[Cro@o -

Or, en différentiant la formule (4), on trouve

a1 ——z‘}‘—

Cde = i— 1)1 3.5.7. . (2i — Y cosix.dx;
oz’ N
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dés lors, 4 cause de z = cosa, I'équation précédente fournira
(%) ﬁn/(i) (cos x) sin¥axrdx = 3.5.7... (20 — l)fﬂf(cosx) cosixdx;
o

cette belle formule de M. Jacobi avait été déja transcrite dans ce
Journal (T. I, p. 195); elle suppose, comme on voit, que la fonction
S (2) et ses difféventielles, jusqu'a I'ordre (i — 1), restent continnes
entre les limites 2 = — 1, z = 1.

4. Si Ion désigne par r un paramétre indéterminé, et quon pose

J&) = ¢{ra),

la formule (5) nous donnera

. i 7 . 3 )
o4 (e cos 2) cos imde = 5T 74 (rcos @) sin*'
e Ve s | ot — 0

'intégrale placée dans le second membre peut étre décomposée en
. \ P2 . ™
deux autres, I'une prise de x =0 a4 x = = Pautre prise de x = -

a x = n et que 'on réduira aux limites de la premiére en y remplagant
x par n — x. Cela posé, il suffit de jeter les yeux sur une formule
que J'ai donnée 4 la page 58 du XXIV™¢ cahier du Journal de I’Ecole
Polytechnique , pour comprendre combien la transformation de
M. Jacobi sera utile dans le calcul des différentielles & indices quel-
conques.

Observons encore en passant que dans le cas particulier ou I'on
prend pour f(z)une exponentielle &%, la formule (5) conduit 4 une
équation simple que I'on peut vérifier de plusieurs maniéres, et d’ou,
réciproquement, I'on pourrait tirer soit la formule générale (5), soit
la formule (4).

Tome VI. — Mars 1841. 10



