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Démonstration d un Théoreme dJ algèbre de M. SYLVESTEB ; 

PAR M STURM. 

I. 

M. Sylvester a donné sans démonstration, dans le numéro de dé-
cembre 1839 Philosophical Magazine, le théorème suivant : 

Soit V = ο une équation quelconque du degré m à une inconnue χ 
dont les racines supposées inégales soient désignées par a, h, c, ré,..., ù ; 
d'où résulte 

Y = (χ — a) [x — b) {x — c). . . [χ — h). 

Soit Y, la fonction dérivée de V. Concevons qu'on cherche par le 
procédé ordinaire le plus grand commun diviseur de V et V,, en ayant 
soin, dans les divisions successives, de n'introduire et de ne supprimer 
aucun facteur indépendant de x, et en changeant toujours les signes des 
restes avant de les prendre pour diviseurs. Désignons par V

2
, Y

3
,..., V

m 

ces restes pris ainsi avec des signes contraires, dont les degrés par rap-
port à χ sont respectivement m — 2, m — 3,..., jusqu'à o. Les poly-
nômes V

(
, V

2
, Y,,..., V,„ s'exprimeront en fonction de χ et des racines 

u, h, c,... de l'équation V = ode la manière suivante : 
La dérivée Y", est, comme on sait, la somme des produits m — 1 à 

m — 1 des facteurs χ — a, χ — b,..., χ — h, ce que nous écrirons 
ainsi 

v< = 2 ~ ~—Λ)· 

Pour former V
3

, on multipliera chacun des produits m — 2 à m — ?. 
des facteurs χ — a, χ — b, χ — c,..., χ — h par le carré de la différence 
des deux racines qui n'entrent pas dans le produit que l'on consi-
dère; la somme des résultats, divisée par m"1 donnera Y

2
, c'est-à-dire 

qu'on a 

jkn = jdkdl h () n 
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On a de même 

V
3
 = -3- V (a — b)2 (a — cf {b — cf (x—d) (x — é).. .(x — h), 

(0· = f y(«-è)2(a-c)2(a -cf)2(6-c)2{b-df{c-d:f(x-e) ...{x-h\ 
λ4 

V
m
= ± (a _ ô)2 (a - cf... {a - &)2 (δ - cf... (g -Λ)2, 

en désignant par 3-, ,..., γ- certaines quantités indépendantes de x 

et fonctions symétriques des racines a, b,c,... de l'équation V = o. Ces 
quantités sont toutes positives, quand l'équation V = ο a tous ses 

coefficients réels [*]. 
II. 

Soient q
{
,q

2
, q

3
, etc. les quotients que fournit le calcul du plus grand 

commun diviseur de Y et Y, ; ils sont du premier degré par rapport à 
x, et l'on a les équations 

V = V
<?l
 - v„ V, = Y

2
q

2
 - Y„ V

3
 = Y

3
q

3
 - Y„ etc. 

La première donne 
Y2 = v

i?1
 - Y-

En mettant cette expression de V
2
 dans la seconde, on en tire 

Y
3
 = V, {q

t
q

2
 — 1) — Yq

2
. 

En substituant dans la troisième ces valeurs de V
2
 et V

3
, on trouve 

y* = [(?« ?> - 0 ?» - ?|] - V (?»?» - I )· 

En continuant ainsi, on voit que chacun des polynômes V2, V3, V4, etc. 
est de la forme V,N — VP, Ν et Ρ étant deux polynômes dont les de-
grés diffèrent d'une unité. On voit d'ailleurs que Ν et Ρ sont toujours 
les deux termes de l'une des réduites qui proviennent de la fraction 

continue q hd 

[*] M. Sylvester n'a pas donné explicitement, dans le Journal cité, les expressions 

de ces facteurs r- > r > · · ■ en fonction des racines a, b, c,... On les trouvera plus loin , 

au § V. 
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Ainsi, pour V
A
 qui est du degré m — ft, on a 

(2) V
A
 = V,N-VP. 

Ν est le numérateur et Ρ le dénominateur de la réduite équivalente à 

γ, — - 1 ; Ν est du degré k — 1 et Ρ du degré k — 2. 
q ² 

L'équation (2) fait voir qu'étant donnés les deux polynômes V et Y, 
fies degrés m et m— 1, on pourra toujours trouver trois autres poly-
nômes Τ, Y et Ζ des degrés m — k, k — 1 et A: — 2 respectivement, tels 
qu'on ait 

(3) Τ = Υ,Υ - YZ. 

D'après l'équation (2), il suffira, en effet, de prendre 

Τ = λΥΑ, Y = λΝ, Ζ = λΡ, 

λ étant une quantité arbitraire indépendante de cc. 
Je dis en outre qu'il n'y a pas d'autre manière de satisfaire à cette 

équation (31, en supposant toujours que Τ, Y et Ζ soient des degrés 
m — k, k — 1 et k — 2. En effet, en éliminant Y, entre les équations 2) 
et f 3), 011 trouve 

NT — VAY = Y (PY - NZ), 

d'où il résulte que les deux expressions NT — V
A
Y et PY — NZ doivent 

être nulles identiquement. Car autrement, d'après les degrés de nos po-
lynômes, le premier membre de cette équation serait du degré m — 1 
au plus, tandis que le second serait au moins du degré m, ce qui est 
absurde. On a donc à la fois 

NT - YAY = o, PY - NZ ο, 
d'où 

jedyh y n z 

λ étant une quantité indépendante de .χ \ puisque Τ et Y
A
 sont du même 

degré m — k). 
Si l'on prend pour Y' et Ζ des polynômes à coefficients indéterminés, 

Y, étant du degré A— 1, renfermera A: de ces coefficients; Ζ en contiendra 
k — 1 ; leur nombre total est 2 A; — 1. L'expression V, Y —- YZ est en 
général du degré m + i-2; mais 011 peut la réduire à un degré moindre 
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en égalant à zéro quelques-uns des coefficients des plus hautes puis-
sances de x. Si l'on veut réduire Y, Y — VZ à un polynôme Τ du degré 
m — k, i\ faudra égaler à zéro les coefficients de toutes les puissances de 
χ, depuis la plus haute x'n+k-2 jusqu'à inclusivement; on aura 
ainsi 2 A — 2 équations de condition linéaires entre les 2 k — 1 coeffi-
cients des polynômes Y et Ζ, lesquelles détermineront les rapports de 
ces coefficients à l'un d'entre eux, qui restera seul arbitraire, et se trou-
vera comme facteur commun dans les valeurs de Y, Ζ et T. Ces équa-
tions linéaires ne peuvent être ni incompatibles ni indéterminées, puis-
qu'on a vu que l'équation (3) a pour solution unique 

Y = λΝ, Ζ = λΡ, Τ = λ VA, 
λ étant indépendant de χ, et les polynômes Ν, P, Y

k
 étant complète-

ment déterminés. 

On voit bien par là que le degré de Y, Y — VZ ne peut pas, en géné 
ral, devenir moindre que m — k, en prenant toujours des polynômes 
Y et Ζ des degrés k ~ 1 et k — 2 ; mais on pourra d'une infinité de 
manières réduire Y, Y — YZ à un degré plus petit que m ■+■ k — 2 et 
plus grand que m — k. 

Pour avoir V, Y — VZ = une constante C, il faudra nécessaire-
ment prendre pour Y et Ζ le numérateur et le dénominateur de l'avant-
dernière réduite provenant de q, — ^ , multipliés par — ; Y est 
alors du degré m — 1 et Ζ du degré m — 2. Cela résulte de la formule 
V

m
 =V, N — VP, ou bien encore de ce que les termes de deux réduites 

consécutives ^ ,
 p7

 , sont toujours liés par la relation NP'—PN'=-t-1, 

et que les deux termes de la dernière réduite sont égaux à — et — 
identiquement. 

Ce qu'on vient d'établir ne suppose point que Y, soit la fonction dé-
rivée de V. Il suffit que V, soit du degré m — 1 , Y étant du degré m, 
et que V et V, n'aient pas de diviseur commun. 

On voit aussi comment il faudrait modifier ce qui précède, si V et Y, 
représentaient deux polynômes quelconques. 

III. 

Il s'agit maintenant d'exprimer les restes V
2
, V

g
, etc. en fonction 

de χ et des racines a, b, c,..., h de l'équation V = o. 
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Pour fixer les idées, considérons Y/,, qui est du degré m— 4 par rap-
port à x. La méthode serait la même pour toute autre fonction V*. 

Multiplions la fonction Y,, dérivée de V, par le polynôme suivant : 

(4) (ti-by(a-cy(b-cf (x-α) (x-b) (ΛΝ-C) ·+■ {b-cj (b-d)"1 [c-d)* (x-b) [x-c)(x-d) 4- etc., 

que nous désignerons par Y et qui est une fonction symétrique des ra-
cines de V = o, du troisième degré par rapport à x. 

Le produit Y,Y sera du degré m +a. Si l'on divise ce produit par Y, 
qui est du degré m, on aura un quotient Ζ du deuxième degré, et un 
reste Τ qu'on pourra présenter sous une forme particulière et qui ne 
différera de V

4
 que par un facteur indépendant de χ, comme nous 

allons le montrer. 
La division indiquée donne 

<K\ V Y - 7 -u T 
(5) — — Ζ -t- γ· 

T La fraction rationnelle — peut se décomposer en fractions simples ayant 

pour dénominateurs les facteurs du premier degré x—a,x — b,...,x—h 
du polynôme V. D'après la règle connue pour la formation des fractions 
partielles, celle qui a pour dénominateur -x — a doit avoir pour nu-
mérateur ce que devient pour χ = a le quotient de V

(
 Y divisé par la 

dérivée de V qui est V,, c'est-à-dire la valeur même de Y pour χ — a, 
qu'on peut désigner par Y (a). On aura donc 

Τ
 =

 J(al + _Y(&)_ H u
 _Υ(Λ)_ _ y Y (a) _ 

ou, d'après l'expression (4) de Y, 
T ^ (b-cf (b-dy (c-d)1 (a-b)(a-c) (a-d) -f- {b-cf (b-éf (c-cf{a-b) (a-c) (a-e) -t-etc. 

T Or cette valeur de -■ n'est autre chose que la somme des fractions par-

tielles qu'on trouve en décomposant la fraction rationnelle suivante 

h y y f f s 

dont le dénominateur est égal à V [*]. 
En conséquence, T est égal au numérateur de cette fraction, lequel 

est du degré m — 4 par rapport à x. 

[*] Il faut observer dans cette décomposition que Vi(u) = (a— b) [a — c).. .(a —h). 
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D'ailleurs l'équation (5) donne Τ = Y, Y — VZ; et comme Τ, Y 
et Ζ sont respectivement des degrés m — 4, 3 et 2, il faut, d'après ce 
qu'on a vu précédemment au § II, qu'on ait Τ = /V,,, λ étant un fac-
teur indépendant de x. On a donc 

V
4
 — ^ ̂  (a-b)'{a—cf{a—df{b—c)2{b—dY(c--d)!(x—e)(x—f). , .(x—h), 

conformément au théorème de M. Sylvester. 
On a en même temps, Y désignant toujours le polynôme (4), 

Ν ι 1 — λΝ, Ζ = λΡ, en supposant γ = q< 
g 2 

On trouverait de même les expressions de V2, V3,..· en prenant 
successivement 

Y = (x—a) + (x—b)-h-... + (x—h) (d'où Ζ = m', l = m2 et Y= m'a, ), 
Y = (a—b)'(x—a)[x—b)-\-(a—cf{x—a) (x—c) etc., 

IV. 

M. Liouville m'a fait voir que les résultats précédents se déduisent 
aussi d'une formule que M. Cauchy a donnée dans son Cours d'Analyse 
algébrique, note 5, page 5ί8, et par laquelle on détermine une frac-
tion rationnelle, dont on connaît un certain nombre de valeurs parti-
culières. 

Supposons qu'on cherche l'expression de V
4

. Comme on l'a expli-
qué au § II, on aura 

V* = l T. 

si l'on trouve un polynôme Τ du degré m — l\ et deux autres Y et Ζ du 
troisième et du deuxième degré qui satisfassent à l'équation 

Τ = V,Y - VZ. 

Il faut et il suffit évidemment que V,Y — Τ soit divisible par V, ou, 
ce qui revient au même, s'annule pour les m valeurs a, b, c,..., h at-

Τ tribuées à x. Donc, pour chacune de ces valeurs, la fraction γ doit être 

égale à V,, de sorte que, pour x — a, par exemple, on aura 

γ — Y 
t
{a) — (a — b)(a—c),..(a — h). 

Tome VII- — SEPTEMBRE 1842. 4 6 
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Τ 

On connaît ainsi m valeurs particulières de Ja fraction γ, ce qui la déter-

mine complètement, puisque, d'après les degrés des polynômes Τ et Y, 
τ 

les coefficients indéterminés qui doivent entrer dans γ sont au nombre 

de m + i, et que l'un d'eux peut être remplacé par l'unité. En introdui-

sant ces m valeurs de — pour χ = a, x = b, etc., dans la formule 

mentionnée de M. Cauchy, on retrouve précisément les expressions de 
Τ et de Y données plus haut, et par suite celle de V

4
. 

Y. 

Posons, pour abréger, 

T
2
 = 2ί

α—b)2(x—c) (x—d)...(x — h), 

Τ
3 ^(a — bY{a—cf{b — cf(x—d) (x — e)...{x — h), 

T„ = ^ (a—b)2 (ιa~cf (b — cf{a —d)2(b — d)2(c— d)2{x—ë)...{x — h), 

etc. 

Nous avons trouvé 

V
2
 — T„ V

a
 — ^ 1

3
, V, — Y T

4
,..., Y

k
·— ^ T

A
, etc. , 

les quantités -A, devant être indépendantes de x, mais fonctions 

symétriques des racines a,b,c, ... de l'équation V = ο (car elles dé-
pendent des coefficients de cette équation). Il nous reste à déterminer 

ces facteurs -É. 

On a vu, au § III, qu'au polynôme Τ du degré m — 4 qui est main-
tenant représenté par T

4
, correspondaient deux autres polynômes Y et 

Ζ des degrés 3 et a liés avec Τ par la relation Τ = Y, Y — YZ. 
De même, à tout autre polynôme T

A
 du degré m —k correspondent 

deux polynômes des degrés k — ι et k — ι que nous désignerons par Y
A 

et ZA, et tels qu'on a 
Τ* = Υ,Υλ - YZA. 
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Les polynômes Y sont ainsi exprimés : 

A
 2

 — χ a + χ — b -+-... -h χ — /ι ~ (χ—a/), 

Y, —^(a — bf(x — a)(x—b), 

Y.» (a — bf (a—cf [b — cf (x—a)(x—b) (x—c), 

Y
5
 =2 (a — bf (ia — cf(a—df(b~cf (b-df(c-df(x-a) (x- b) (x-c)(x-ci), 

etc. 

Je désigne encore par p
2

, p,, p
4
, etc. le coefficient de la pins haute 

puissance de χ dans T
2

, T
3

, T
4)

... respectivement, de sorte que 

p
2
 — (a—bf+(a —cf + ... + (g—hf =2(e —i)*, 

ρ*=ς ~ -c)2 ' 

ρ,, = 2 (a—bf (a—cf (a—cif (h — cf(b — df (c — cif, 
etc. 

On voit qu'en général, pk, qui est le coefficient de la plus haute 
puissance de χ dansT

A
, est aussi le coefficient de lapins haute puis-

sance de χ dans Y*+t. 
Gela posé , on a les deux équations 

(6] T τ* = Y,Y
a
 -vz

A
, 

qui donnent, par l'élimination de V
H
, 

T
A
Y

A+(
 — T

a+)
 y

a
 — y (YAZ

a+i
 — ya+)

 z
A
). 

Mais, en désignant par — la réduite égale à q, — - ■ , et par 

hdds la reduite suivante, on a 

YA— λ
Α
Ν

Α
, Z

A
 — λ

Α
Ρ

Α
, avec V

A
— — 1

A
, 

fit Yà-M — ^A-H —^A+( l'i+é 

donc YA ZA+( YA-t-i ZA — λΑλΑ^_, ÇN
A
PA.^, ΡΑ·^Α-+-*) , 

à cause de la relation connue NaPa+I — PAN
a+(

 = ·+- ι. 
46.. 
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En conséquence, l'équation précédente devient 

(7) Τ
Α

Υ*
+ι

-Τ*
+1

Υ
Α
 = ν.λ*λ*

+1
. 

Le premier terme du produit effectué est p
h
xm~h.ρ

k
 xk ou 

pf xm·, la plus haute puissance de χ dans Τ
Α+1

 Y
A
 est xm~2, et le pre-

mier terme de Y est xm. Donc, en égalant les coefficients de la plus 
haute puissance de x, qui est x"1, dans les deux membres, on aura 

pk= sdd 

ce qui donne successivement (en observant que p
t
 = m et λ, = ι), 

m2 — λ
2
, /ij — λ

2
λ

3
, p\ — λ

3
λ

4
, p\ — λ

4
 λ

5
, etc. 

On déduit de là les valeurs de γ, etc., et par suite K'2 A3 

T fgf dg d 

'9) 

V
5
 = te'VT

5
, V

6
 = (^Vt

0
, V

t
 = (^Yt„ etc., 

et enfin, selon que m est pair ou impair, 

pppppmd\ 

C'est là le théorème complet de M. Sylvester. 
Quand l'équation V = ο a tous ses coefficients réels, les quantités 

p
2

, p
a
, ..., p,

n
 sont aussi toutes réelles, puisqu'elles sont des fonctions 

symétriques et entières des racines a, b, c,... de l'équation V=o, et par 
conséquent des fonctions entières de ses coefficients. Les polynômes V

2
, 

V
3

, etc., 11e diffèrent alors de T
2
, T

3
, etc. que par des facteurs indépen-

dants de x essentiellement positifs, comme le montrent les formules (g). 

VI. 

Je dois dire encore comment, étant donnée une équation V = ο nu-
mérique ou littérale dont on ne connaît pas les racines, on trouvera les 
polynômes T

2
, T

3
, T„... sans aucun facteur étranger. 

[*] Pm représente, comme T„, le produit des carres des différences de toutes les ra-

cines a, b
f
 c,..., h. 
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Pour cela, je substitue les expressions précédentes de Y2, Y3, Y„, etc., 
dans les équations primitives 

v = v,?, - v„ v,_=v2q,~v3, v2 = v3y3- v
4
,..., 

et je trouve 
m2 Y = Y, q{ m2 - T2, 

PÎV, =T
2

r
i2
^-m2T

3
, 

/^T
2
 = T

S qi
-£-plT„ 

(to) ΡΐΎ' = Ί*9^~Ρΐ^ 

^T
4

 = T
5(?5

^M-P
2

T
6

, 
γ 2 F \ 

„2T Τ ^ PiP^Pl
 n

2 Τ 

etc. Π-

En considérant que m est le premier coefficient de V
4
 ordonné sui-

vant les puissances décroissantes de χ, que p2
 est le premier coeffi-

cient de T.
2

, p
3
 celui deT

3
, etc., on tire de ces formules les conclusions 

suivantes. 
On voit d'abord que si l'on multiplie V par m- et qu'on divise le pro-

duit m2Y par V
(
, on obtient un quotient Q

(
 du premier degré par rap-

port à χ, égal à q
t
 m2, et entier par rapport à toutes les lettres qui y 

entrent, puis un reste qui, pris en signe contraire, est précisément T
2

. 
On connaît doncp

2
, qui est le premier coefficient de T

2
. Multipliant V, 

par ρ2,, et divisant le produit p\Y, par T
3
, on a encore un quotient Q

2
, 

entier par rapport à toutes les lettres, et égal à q
2

 —'- (quoique cette 

quantité paraisse fractionnaire), puis un reste qui, pris en signe con-
traire , est égal à m2 T

3
 ; en le divisant par m2 on a T

3
, et par conséquent 

(*] On aperçoit mieux la loi de ces formules en observant que l'équation 

donne Vi_. = V
A?i
 - V*

+l 

r—TA_, = —Τyjk—r— T{+( ou T
A
_, = Τkq/tlk-th+t — λ

Α
_,λ

Α
Τ<+ι, 

ou enfin , d'après l'équation (8), 

p\Ti_i = T<..qk),«_! —/>Li T
i+1

. 
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on connaît p
3

, coefficient de la plus haute puissance de χ dans T
3

. Di-
visant ensuite le produit pl T

2
 par T

3
, on aura encore un quotient en-

fier Qj, égal à q
3
 , et un nouveau reste qui sera divisible par ρξ ; en 

le divisant par ce facteur, puis changeant les signes, on aura T
4

, et par 
suite on connaîtra p„, qui est le premier coefficient de T4. De même, la 
division de pl T

3
 par T

4
 donnera un quotient entier Q

4 et un reste divi-
sible par pl ; en supprimant ce facteur et changeant les signes, on con-
naîtra T

5
 et aussi p

5
. On forme ainsi successivement tous les polynômes 

T
2

, T3, T
/t
, etc. On peut les substituer à Y2, V3, V4,... dans la recherche 

des racines réelles de l'équation Y = o, en conservant Y" et Y, pour les 
deux premières fonctions. 

Connaissant T2, T3, T
4
,..., on pourra obtenir aussi les polynômes 

A 2 Ί A ;i, A
4
,... 

D'abord on a Y
2
 = χ— a -+- χ — b + etc. = mx -+- ρ, ρ étant le 

coefficient de xm~{ dans V. 
Ensuite. l'équation (7) donnera successivement 

\ V/- -TV
 v

 _ V,,: -T V _ 
1 3 rp 5 1 /, rp - ; eu 

On pent.aussi, connaissant T
2

, T
3
,.,., former les polynômes Z

2
, Z

3
, etc 

En comparant les formules 

T2 = V, Y2 - YZ2, et T2 = V.Q, - m* Y, 

on a d'abord Z
2
 = nr. 

Ensuite les équations (6) donnent, en éliminant V. 

T
A

Z
A
^ —Τ^,Ζ* — V, (A

A
Z

A
_,_, — A

A
_,_

(
Z

A
] — Λ'

4
λ

Α
λ

Α+
, — \, pl, 

d'où l'on tire 

vbdhsj 

Si l'on connaissait déjà Y
A

, on trouverait immédiatement Z
A
 en di 

visant le produit Y, Afi par V, car Z
A
 est la partie entière du quotient de 

cette division, d'après le § III. 

On peutencore déterminer successivement Y
2
, Y

3
, A

4
,...,Z

2
, Z

3
, etc., 

si l'on connaît seulement tous les quotients entiers Q
(
, Q

2
, etc. On par-

tira des valeurs Y, = 1, Ζ, = ο, Y
2
 = Q

(
, Z

2
 = m2, qui résultent de 

la comparaison des formules T
4
 = V

H
, T

2
 = Y, Q, — m2 Y, avec la for · 
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mule générale T
A
 = V< Y

A
 — YZ

A
. Et l'on formera de proche en proche 

Y,, Z
3

, Y
A

, etc. au moyen des relations 

/!?_, Y*
+

, = Y*QA - pl Y*_„ Z
A+1

 = Z
A
Q

A
 - pi Z

A
_

(
, 

qu'on déduit de celles-ci 

en y remplaçant N
A

, P
A

, N
A
_

4
, etc. par leurs valeu rs

 Τ
 YA, Γ- ZA, *k λ/5. 

r-— Y
A
_

4
, etc., multipliant par λ

Α
„

4
λΑλ

Α+4
, et ayant égard à la for-

mule (8), et à ce que QA = qh\A_, λΑ+4. 
Nous avons appelé Q

(
, Q

2
, Q3)... les quotients que fournit le calcul 

du plus grand commun diviseur de Y et de V,, effectué, comme l'indi-
quent les formules ( 1 o), de manière à éviter les coefficients fractionnaires. 
Ces quotients peuvent aussi s'exprimer en fonctions entières et symé-
triques des racines a, h, de l'équation Y = o. 

Par exemple, en effectuant la division de pl T
8
 par T

4
, on voit que 

le quotient Q
4
 ne dépend que du premier et du second terme du divi-

[*1 On peut remarquer ici une propriété des fonctions Ν ou Y. On a les relations 

(n) Ν, = Ν,ϊ, — Ν,, N
4
 = Ν,?, — N„,..., N„+.=N„?m — N„_,, 

dans lesquelles N, = 1 , N
2
~ et, comme on Ta déjà, dit § II, N

M
4., — y—, ce que donne aussi 

l'élimination de V, entre les formules 

V
W
 = V

I
N

IW
 -VP

B)
 o = Y

t
 — VP

w
+i. 

L'équation Ν «41 — o a donc les mêmes racines que V =0. 
D'après les relations (11), lorsqu'en faisant croître a·, une fonction N* autre que N

w+r
 s'évanouira, 

la suitedes signes des fonctions Ν,, Na, N
m

, N«+i conservera le même nombre de variations. 
Mais elle en perdra une chaque fois que Nmq-r deviendra nulle. En effet, on a 

Y NI«4-I \ INMLÎM+I 

Ϋ ~ ïw7 ~~ N,„r„+, ou Y = 1 -+- p,„ Νι»+ι " 
Pour les valeurs réelles de χ un peu plus grandes que celles qui annulent V, ou on sait 

V 
que V et V

L sont de môme signe, et cette expression de — montre que N« et N«4., sont aussi de même 

signe (le dénominateur étant alors peu différent de 4- 1). Pour les valeurs de χ un peu moindres que 
celles qui annulent V, V et V, ayant des signes contraires, N

w
 et IN

 m+t
 auront aussi des signes contraires 

On conclut de là que l'équation V = o ou N
w

+* = 0 a autant de racines comprises entre deux 
nombres quelconques A. et Β qu'il y a de variations perdues dans la suite des signes des fonctions 
Ν,, N

s
, ..,Ν,Μ+ίΟη passant de A à 13. On dira la même chose des polynômes Y, qui ne diffèrent des 

fonctions Ν que par des facteurs positifs. 
On peut observer encore que, pour chaque valeur de χ qui annule V, les fonctions N

2
, N

a
, ..., IS,»· 

V daprès les formules (n), comparées à V*_, = Y* <7*—V* + ,, prennent des valeurs égales à —1
4 

V V V, -γ-> et ce fait fournit une autre démonstration de la propriété précédente. 
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dende et du diviseur, et l'on trouve, 

Q
(
=2(«-i)2(e-c)2(ii-c)! yC^[a-b)'(a-cf{a-d)''(b-c)2(b-(}y(c-dy(x-a-\-x-b-\-.x-c-\-j:-d) 

—^ [a-by (a-c'f ( a-d'f (b-c)1 [b-dy{c-dy X^j (a-byia-c)'(b-cy(x-a-\-x-b+x-c). 

On aurait des valeurs analogues pour les autres quotients. On y arrive 
encore de la manière suivante. 

Les équations T
3
 = V, Y

3
 — VZ

3
, T

5
 = V, Y

s
 — VZ

5
, donnent 

T,Y
S
 - T5Y

3
 = V(Y

S
Z

S
 - Y5Z3) = Υλ

3
λ

5
(Ν

3
Ρ

3
 - N,P

3
). 

Mais on a 
N„P

5
 - N

S
P, = N,(P

4
?
4
- P.) - P

3
(N

4<?4
 - N

3
) = q,, 

et λ3 λ3<^
4
 — Q4 ; 

done T,Y5 - T,Y
3
 = VQ4. 

Cette équation montre que si l'on divise T
3
 Y

5
 par V, la partie en-

tière du quotient sera Q
4

, et le reste T
5
 Y

3
 ; car le degré de T

3
 surpasse 

celui de T
5
 de deux unités, le degré de Y

5
 surpasse aussi celui de Y, 

de deux unités ; T
3
 Y"

5
 est du degré ηι-+-1 et V du degré m. La division 

effectuée de T
3
 Y

 s
 par le polynôme V, mis sous la forme 

x'n — (a -4- b h) xm~' + etc., 

donnera la valeur de Q
4
 trouvée plus haut. 

J'observerai, en terminant, que la quantité p
3
 011^(6! — b)2, prise 

avec un signe contraire, est le coefficient du second terme de l'équation 
qui a pour racines les carrés des différences des racines a, b, c,-.. de 
V = ο, et que le dernier terme de cette équation est p

m
 ou — p

m
, selon 

que son degre— est pair ou impair. Mais les autres quantités p8, 

Pu,... n'entrent pas comme coefficients dans l'équation aux carrés des 

différences. Ainsi p
3

, qui représente^ (a ~ bf {a — c)2 {b — c)2, n'est 

pas la somme de tous les produits trois à trois des carrés des différences 
des racines a, b, c,..., h, puisque, par exemple, le produit 
(β — bf (ιa — c)2 (c—d)2 ne fait pas partie de p

3
. 


