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PURES ET APPLIQUÉES. >°>5 

NOTE 

SUR UNE CLASSE D'INTÉGRALES DÉFINIES MULTIPLES; 

PAR M. TCHEBICHEF 

Théorème. « Quelle que soit la forme de la fonction j\ on a 

XXX + I" + ^ djdz... 

XQO 
Φ (u) f (u) du, 

» équation où Φ (M) se détermine par les fonctions données φ, (χ), 
» <p

2
 (y), φ

3 (s),... au moyen des quadratures, en prenant 

π) Φ (u1) = , 

» et 

(2) Ψ(μ)=^ e_K
[X

 l1x

 X Mj)
e X iM2)6 dz·.·. Jifo. » 

Ce théorème suppose que les fonctions φ,, φ
2

, φ
3ν

.. sont telles que, 
i°. ψ (M) et sa dérivée restent finies pour toutes les valeurs réelles et 

positives de u, ou pour toutes les valeurs imaginaires de u, dont la 
partie réelle est une quantité positive ; 

20. Que la fonction ψ (u) devient zéro pour 

u = ci ± 3 ν — 1, ou u — z± a \J — 1, 

lorsque a — 00, quelle que soit la valeur de z, pourvu qu'elle soit 
réelle et positive. 

3o.. 
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Soient, par exemple, 

ι°· m — n — p — ,.,— i, 

φ
ι
(χ)=χ"~>, <p

a
(jr) = jr*-*, cp

3 (ζ) = Zc~<,...; 

dans ce cas, pour trouver la valeur de l'intégrale 

/»00 /»00 /»CO 
I I f ·.. xa~'y^* zc~*...f(x + y + ζ +..■) dx dydz.. 

on a d'abord par l'équation (a), 

&{«) = / e-" / e u'djc J yb~' e dy I zc~* e dz... \da, 

j'"*50 Γ/ζ/2\" /r/Ab ft/Ac 
„
 e_

" [(;)
 Γι

/'(ϊ)
 Γ

®(ν) Γ(ο)··.]ώ 

= Γ(α)Γ(δ)Γ(ί?)...
 u

2ia+6+c+---] J™e-*x-,a+b+c+---) da 

= T{a)T(b)T{c)...T{i-a~b-c-...)u^a+i^-\ 

et en substituant cette valeur de ψ (M) dans l'équation (I), on trouve 

Φ(μ2 1=Γ (α) Γ ψ) Γ (ο)... Γ ('I ■- a ~ b - c -...) ^ id{a+b+c+ 

= Γ (a) T(b) T(c)... Γ(ι- a - h - e - ...)—? «+.·-♦>, 

Cette équation donne 

sin - (a + b + e 4-...) 
Φί«) = Γ(α)Γ'Μ r(c)...T(i — a — b — c — ...)—- u

a+b+c+,..-t
 m 

Mais, d'après une propriété connue delà fonction Γ, on a 

sin^(e + i + c+...) 

π V 1 r(fl+è+c+...} ' 
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donc l'intégrale 

III ... y-1 zc-'.../(.« + y -4- ζ + ...) dxdy dz... 

- Γ(„+δ+^ΓΓ) J0 « J W rt" » 

ce qui a déjà été démontré par M. Liouville. 

20. Soient 
m — η = ρ — 2, 

φ, (λ:) = cosao-, ψ2 (y) = cosby, <p
8

(z>) = coscz,..., 

on aura, pour trouver l'intégrale 

Ι J J ...cos ax cos by cos cz,..j\x2 ~t- jy2 + ζ2 ·+-...) dx dy dz.... 

d'abord 

-ψ(,«)= Ι e_K Ι cosuare u'~ dx J cos bye dy j cos cze dz·.., dry. 

ta*u* 1— i3us _ c3m; 

/" -«-e* 

où p. désigne le nombre des variables χ, y, ζ,..., et ρ =«2-ρ 62 + c2 +.... 
Mais on sait que, pour un nombre impair p, on a 

(-1/œ ? _ e=i -»v£) * pf jj 1 

= «*— (ùdfp(' -1 

(-1) 2 (dp) 2 
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donc 

μ-f-I μ— I 

, , , ι π" (Γ1'.e~u^ 

(4) 2 

et 
α—1 μ—I 

φ (w2) ')— Ψ(~ W— Ο __ * " d 2 -COS M V'p J_ . 
27Γ«2 y/—I 2(—ι)·"-1 tfT.' V" 

dp) * 
d on 

μ—1 μ~> 
", / , π 3 rf 2 ,cosi/«P 1 

ν 2(_ ήμ-' \β 
(4) 2 

donc, pour un nombre impair des variables x. y, z·,.... l'intégrale 
/»■» /»C© /»Cfc 

'ο J J cosax co&by coscz·· f\3c2-Jt-y2-\-zi +dxdydz 

^ 3 I p? 2 .COS /X— I fJi-i (~iyl/«p ,·. . J 

ce qui est le theoreme de M. Cauchy (Journal de l'Ecole Polytech-
nique, xixe cahier), d'où il déduit, comme cas particulier, la formule 
de Poisson. 


