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NOTE 

SUR LA DÉTERMINATION D'UNE FONCTION ARBITRAIRE; 

PAR M. CELLÉRIER. 

Cette Note a pour objet de déterminer la forme d'une fonction arbi-
traire soumise aux conditions suivantes : 

Désignons par t, x,f, z, quatre variables qui seront, si l'on veut, 
le temps et les trois coordonnées d'un point quelconque de l'espace ; et 
faisons 

(,) φ — J J J ^[giux + vy + wz+sil V— 1 dudvdw. 

en représentant par M une fonction donnée des variables u, v, w, par 
rapport auxquelles s'effectue l'intégration, et par s une fonction don-
née de la quantité 

sju? + e2 + w2, 

que nous désignerons par h. 
Nommons φ' une autre fonction de x, y, ζ, t, de la forme 

(2) ®'= Γ fX Γ M'e<"'*-hv'r+w''+">v'-i du'dv'dw', 

en représentant par s une fonction connue de la quantité 

h! = \fu'2 4- e'2 + w'2, 

mais telle qu'à une même valeur de s dans l'une et l'autre intégrale 
répondent des valeurs différentes de h et h!. Quant à M', c'est une 
fonction inconnue de u\ v', w', qui doit être telle que l'on ait 

ψ' = 9, 
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que) que soit t, pour toutes les valeurs de x, y, ζ satisfaisant à l'é-
quation 

χ2 + y2 + z% — ι%·> 

ou l désigne une constante donnée. Notre but est précisément de trou-
ver cette fonction M'. 

Si l'on fait, dans la formule (i), 

u = h cos α, ν — h sin a cos β, w — h; sin a sin 8, 

et dans la formule (2), 

u' — h' cos α, d = h! sin α cos β, w' — h' sin α sin 8 ; 
puis, dans l'une et l'autre, 

r — \Jx2 -+- y2 -t- z2, 

,r = rcos<{>, y— r sin ψ cos S, ζ = r sin ψ sin 5, 
et 

cos ψ cos α -+- sin ψ sin α cos (θ — β) = ρ. 
Si, enfin, on considère à présent M et M' comme des fonctions, la pre-
mière de h, oc, 8, et la seconde de h', a, 8, on devra faire 

du dv dw = h2 sin α dhdad8. 
du' dv'dw' — h'2 sin adh'da d8; 

puis, étendre les intégrations relatives à h et h' de ο à l'infini; celles 
relatives à α de ο à π, π étant le rapport de la circonférence au dia-
mètre, et enfin celles relatives à β de ο à an. 

On trouvera ainsi 

© — f f f * h2 smadhdad8, 

ψ' = y We[hrp+U)i/~i h'2smadh'da.d8. 
L'équation 

9 = ?' 
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devra avoir lieu, quels que soient t, ψ, Q, et pour la valeur particulière, 

r = l. 

Il faut d'abord pour cela que les éléments de ψ et ψ' correspondant à 
une même valeur de s soient égaux ; et en considérant h, h! comme des 
fonctions connues de s , et changeant par conséquent dh et dh' en 

dh ds, dh' ds, 

sous les signes d'intégration, il en résulte 

(3) 
h,dh Γ « p* M eMP sin adadS 

= JJ^M'eW-tamadadë, 

relation qui doit avoir lieu quels que soient s, ψ, θ. 
On sait qu'en désignant par ρ une quantité réelle numériquement 

inférieure à l'unité, et par P„ le coefficient de pn dans le développe-
ment de 

([ — Τ,ρρ + ρ2)-ί, 

suivant les puissances ascendantes de p, on aura, quelle que soit la 
fonction de ρ représentée par f(p), 

(4) A ρ) = Σ (^r
1
)
 p

« i: AP)
 p» dP » 

la somme ̂  s'étendant à toutes les valeurs du nombre entier η, de-

puis ο jusqu'à l'infini. 
Appliquons ce mode de développement à la fonction 

ehip^-~i __ cos (hlp) -+- y
1

— 1 sin (hip), 

011 trouvera 

(5) 
COS (hlp) = 2 Ρ Η COS (hlp) Ρ 

n
dp, 

sin (hip) = ̂
 p

» f t ' sin iW) Ρ„dp. 
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On sait que l'expression P„ est donnée par la formule 

Ρ
 =

 ι d»(p' — 1)" 

D'ailleurs, comme \ p2 — 1)" et ses coefficients différentiels des η — 1 
premiers ordres s'annulent par la supposition de ρ = ± 1, on trou-
vera en intégrant par partie, et faisant successivement η égal à un 
nombre pair 0.111 et à un nombre impair om + 1 , 

(6) 

J cos (hip) 'LJjL-jL dp = (- i)
m
 (hi)

2
"

1
 (p

2
-i)

2m
 cos (hip) dp, 

f_
t

 sin (hip) d {ρ

<ψτα

 dp=(— 1)'" (hi)2'" ' (ρ1 - ι r'" sii\(hlp)dp, 

j_^' cos (hip) -
 +

 dp = (- r)"1
 (hl)

2m+
' (ρ

2 - ι)2'"-' sin hip dp. 

X —I Wîm-H (
 n

î
 T

\2HH-l /*-4-1(p2 — 1)2m+1cos(hlp)dp. 

Il est clair, en outre, que la deuxième et la troisième de ces valeurs 
sont nulles, parce que les intégrales 

J (p2 — J)2'" sin (hip) dp, J" (p
2 — 1 sin (hip) dp, 

se composent d'éléments égaux deux à deux et désignés contraires. 
En faisant, pour abréger, hl = γ, on a 

âj_, cos ypdP=-f-'> 

})uis, en différentiant oi fois par rapport à 7, i étant un entier quel-
conque , 

d21 (siny) 

ï JS
 ρίί COS 1P dp = 1)1 ώρί 

_ Γ. 2/(2/ — I)
 +

 2/(2/—1)(2/— 2)(2/—3) 1 sin ,, 

+ [2i — 2i(2i—1)(21—2)+2i(2i—1)(2i—2)(2i—3)(2i—4)—...]cos y 
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En développant (ρ2 — i)" dans l'intégrale 

J* (p
2 — 1)" cosypdp, 

et calculant chaque terme par la formule précédente, on trouvera 

5 Jjf (P2- ifcosypdp 

sin 7 Γ η ^ ft {η — ι) η (η—ι.)(« — 2)_^ Ί 

, cos 7 Γ η, . η (η—ι), ,. Ί 

- [an(an-i) -"(2n-2)(2n-3) + ̂ ^'-(an--4)(an-5)-...J 

~ —1)(2» — 2) — γ (an -- 2)(a» — 3)(m — 4) + ...J + 

série dont la loi est facile à saisir. Les coefficients de 

9 —τ-9 — —r— 9 — —- , etc., 

sont les valeurs des expressions 

/>a
 T

> rf(arJ —1)» cf2(x2—t)» 

quand, après avoir développé (χ2 — i)" et effectué les differentiations, 
on pose χ ~ ι. 

Or la valeur a? = ι annule évidemment l'expression 

(χ2 — x)" 

et ses coefficients différentiels des η — ι premiers ordres. 
Si donc l'on fait successivement η = im et η = ·ιιη -+- ι , on aura 

il) 

Y Γ ( ρ
2
 — i)

2m
 cos y ρ dp 

( \m Γs'n ^ — 05m , cos 7 (x*—i)2m sin 7 (x1 — i)ïm | 

5 ^J* (p
2

— i)2m+i cos y ρ dp 

=(—I)m[cosyd2m+1(x2—1)2m+1—sinyd2m+2(x2—1)2m+1—etc...], 

en faisant toujours a: = ι après les differentiations. 
Tome VIII. — JUIN 1843. 02 
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En désignant par i, i' deux entiers quelconques, on a 

di(x2—1)n=di[(x—1)n(x+1)n]=(x+1)ndi(x—1)n+nd(x+1)ndi—1(x—1)n+..., 

puis, faisant successivement i =«,/ = »+ i', et dans les deux cas 
χ = ι, après les differentiations 

—ter- = ̂  + ^ -W-1 = >·^·3···»·2", 

dn+1'(x2—1)n=(n+1')(n+i'—1)...(n+1)di'(x+1)ndn(x—1)n 

_ , 2 3
 n

 (" + 0 (« + ''—i)(« + f—— ι' + ι) 

Par conséquent, en iàisant successivement i' = 1, 2, 3,... et substi-
tuant les résultats dans les formules (7), elles deviennent 

8 

^ Γ ί/>2 — i)2m cosypdp 

siny+(2m+1)2mcosy 
=(—1)m1.2.3...(2m)22m 

(2m + 2)(2ffl+ 1)2« (27«—i ) sin 7 
2.4 y2m+3 ... 

+ [ρ2 — ι)2"'+, cosypdp 

~ cos 7 (2m -|- 2) ( 2/?; + 1 j sin 7 

=(—1)m1.2.3+(2m+1)22m+1 
(2m 3) (2m 4- 2) (2/H 4- 1) 2m cos 7 

2.4 γ'·™+< ' ^ 

Si dans les seconds membres de ces équations, on substituait partout 

sin (27 — γ'), cos (27 — γ'), 

à sin yet cos 7, en désignant par 7' une constante indéterminée, ils 
coïncideraient évidemment avec les valeurs des expressions 

d2msin(2y—y')| d2m+1sin(2y—y')| 

(g) I.2.3...Î2m) L—~ , I.2.3...(2771+1) -^
{
 ■ 

obtenues en regardant 7' comme constante dans les differentiations 
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relatives à y. Mais si l'on fait γ' = y après les differentiations, comme 

sin (ay — y'), et cos(ay — y'), 

se réduisent à sin y et cos y, la substitution d'une de ces valeurs à l'autre 
sera permise dans cette hypothèse, et les deux formules (8 pourront 

être réduites à une seule, savoir 
d" Γsin (27 7 

1 f+1;(p
2
-i)

B

c°sypi/p = i.a.3...«-i-—φ 

en posant γ' = y après les différentiations. 
Comme d'ailleurs on a 

r
s
in(

3y
-

7
T| (sin 27 \ /cos 2y\ 

yn+1 =cosy' yn+1 —siny' yn+1 , 

valeur où y' ne se trouve qu'en dehors des signes de la differentiation, 
on trouve, en y faisant immédiatement y' = y, 

dn(sin2y) dn(cos2y) 

-J_
f

 ÎP
 — I

)"
 cos YP"P — ι -2.3. ..η J^cosy ~-

π

 — sin γ ■ 

Si donc on fait, pour abréger, 

dn(sin2y) dn(cos2y)
rf

. /çosayX 
cos y Jr -sm y ·· Μ,-

 w)» 

les formules (6) deviendront 

J cos (ΛΖρ) -
2m(p

j
p2m

l)m
 dp = (- i)m I.a.3... (am) (hlf'"f(hl, am), 

- J
 (

 sm ..Mp) ~
 J

dpm
 dp = o, 

ïj_,
 cos^) d^r—dP = °> 

1F+1sin (hlpf
m+

X,J
ym+l

dp = (- if-
1
 t.î.3...(2m + i)(^)

im+,
/(W, am+ 1). 

3a.. 
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Ces valeurs étant substituées dans les formules (5), il en résultera 

:To) 
cos (hip) = 2 ( - Ο"

1

 (4m + 0 (-J f(hl, 2m) P
aiB

, 

sin (hip) = 2 3) 2'«+ i) P»
IB+

„ 

les sommes ̂  s'étendant à toutes les valeurs entières de m depuis zéro 

jusqu'à l'infini. Ces séries sont rapidement convergentes, car l'inté-
grale 

1 F+1if - i)"costpdp — i.2.3...«/(γ, η), 

décroissant évidemment quand η augmente, l'expression /'(y, ri) dé-
croît aussi et même plus rapidement que 

I 

1.2.3,.. η 

Γ.es équations (rο) donnent ensuite 

(ΤΟ «'
ιίρ

^
 I)"(2n + i)(J^)V(40")P„. 

On trouverait, de même, 

(ia)
 β**'-· = 2 (- ν- ■)"(**+ο(τ)7(μ,

 η
) ρ«· 

Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (3), et qu'on fasse, en 
même temps, 

U„ = —ί2π
 Γ

 MP
«
 sin adocdS, 

UΙ, = 2η,+' f ^ f Μ'Ρ„sin adadS
r 

on aura 

(T3) *·ϊ Σ »)o. 

=
h
" § Σ (- ν- > )" (")V(«» " )u: ■ 
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D'après les propriétés connues des fonctions de ψ, 0, représentées par 
U„, Uj,, on a, pour deux nombres entiers quelconques ri et n, pourvu 
qu'ils soient différents l'un de l'autre, 

(i4) J P
n

' U„ sin ψr/ψ άθ — ο, J" J P„'U', sin^d^dB — o, 

et pour ri = n, 

('5) 
F2r F2r PnUnsinudydO=4r Vn, 

f π f P„ U', sin ψ d<h d$ = —V',, 

en indiquant par V„, V', ce que deviennent U„, U', quand on y change 
ψ, 0 en a, 6; de sorte qu'en désignant par Ν ce que devient M par le 
changement inverse de a, β en ψ, 0, on aura 

( 16) V„ = 3*-±I ί"2π ΓπΝΡ„ sin èd ψ S. 

En outre, M et M' seront données par les développements convergents 

m =v
0
 + v, + v

2 +y3 + ..., 
M' = v'

0
 + U, -1- v'

2
 + y 3 +.... 

Maintenant, l'équation (i3) ayant lieu par hypothèse, pour toutes les 
valeurs de ψ, 0, si on la multiplie par 

P,„ sin ψ dty d9, 

où m est un entier quelconque, et qu'on intègre par rapport à ψ et 0 
entre les limites 

ψ = ο, ψ — 7Γ j 0 — ο, θ — m ; 

tous les termes de ̂  disparaîtront dans les deux membres, sauf celui où 

n=m. En vertu des équations (14) et (i5), on aura donc 

hm^ m) V,„ = h'n+i m) Y'
m

. 
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Cette relation donne la valeur de V
m
 au moyen de V,„ qui se tire de 

l'équation (16) Il en résulte donc 

M' = v;
1
 + v'i + vs + ..., 

dh 

^ Xâ ΧΧΓΝΣ j + 0 PXsi» Ψd±de 

ds 

=1 dh F2r Fr NE 

dm(sin2hl) dm(cos2hl) 

(h')m—1coshl sinhl 

v
a»H-i)^ j

 ; /sina/iVN '/cosaA'A*™ 

cosAV -A- — sin/// —A— 

sindii/iWi7. 

De la sorte M' se trouve entièrement déterminé en fonction de α, β, 
puisque Ν se déduit de la fonction donnée M par un simple change-
ment des lettres a, β en ψ, 6. 


