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PURES ET APPLIQUÉES. 489 

SUR QUELQUES FORMULES 

RELATIVES 

A LA THÉORIE DES INTÉGRALES EULÉRIENNES ; 

PAR J.-A. SERRET. 

1. Je me propose de donner une démonstration simple de quelques 
formules fréquemment employées dans l'Analyse, en les rattachant au-
tant que possible à la théorie si féconde des intégrales eulériennes. 

Soit 

Γ(/>) =£°'e-
e
e

p
-
i
dd; 

on aura identiquement 

f Œ e mx xp~Kdx = ï^· 

m étant une quantité positive, 011 au moins de la forme a. 4- ο y — 1, 
a étant positif. 

Si l'on fait 
m = a 4 yyf— G 

l'équation précédente donne lieu aux deux équations distinctes 

I e~ax cos y x xv"K dx = —— cosp ψ cos ρψ, 

1 e~ax sin y χ xp~Kdx — -±i-l cos''φ sin ρψ; 

formules dans lesquelles on suppose 

y = a tangy. 

2. Si l'on multiplie l'équation (1) par 

(1 4-y2)" cos2<p(i4-«2tang3<f)"' 
Toine VIII. — DÉCEVREE 1ÉU3 6 2 
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et qu'on intègre ensuite depuis y — ο jusqu'à y = oc, ou de <p = ο 

à φ — on aura 

Jo Jo ('+/')" "ρ~' Jo (14-tang»φ)" ^ 

Or, j'ai démontré (page 20 de ce volume) que l'on a, quel que soit n, 

(TTTP^ - [Γ(«)]» Λ e ^ + z) z "ζ'·< 

l'équation précédente deviendra donc 

, f p~axxp-'dx f e~(x + 2z} (x -l· z)n~' z"~'dz 

— r(f3 cosf~2? cosP? dm-

d'où l'on tire 

j 2 ros/' -ocosgy , __-gf — Γ Γ >-2.- , , 

Soit 

- = xt,, d'où dz = xdt ; 

l'équation précédente deviendra 

X (.+«'iang »?)«"? r(p)fr(«)]»J0 ^ e « àx. 

L'intégrale du second membre relative axa pour valeur 

Γ (3 η +/>— ι) _ 
[a -+- ι —f- 2ipn-t-f —' ' 

donc 
ΤΓ 

( X (' +rt
!
tang»œl" 9 ~ πα

 Γ (/>) [Γ («)]'~ («+ ι-+- 2ί) »+7-, · 
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Si l'on fait η =i , cette formule devient 

jT*^-·rf"rirWr 

D'ailleurs 
rx t"~ 'dt _ Γ (η) Γ(/>). 

Λ (ι +ί)" + '' ~ Γ(« + />) ' 
donc 

7Γ 

Γ cos''4"2"-2 © . cos/Jip , pj~YTr7^3r~V 

Si l'on fait p+ in — ι — q, cette équation devient 

1 Jo Ψ Ψ ^+\^1±P + I)r ^-Z£+1) 

C'est la même que j'ai donnée page 6 de ce volume, et qui avait été 
démontrée différemment par MM. Cauchy et Binet [*]. 

Si l'on fait q = p, on a la formule donnée par Poisson, 

cos Ρ φ cos ρψίίφ = 

5. Si η — ι, l'équation (3) devient 

ίβ) Γ </? -77...β'~; , 

qui comprend comme cas particulier la précédente. 
L'équation (6) peut s'écrire de la manière suivante : 

Ç9 (cos f I)p 4- (cos If e ~~ ? ' Y ^ n τ/ « V' 

f*] Mémoire de M. Cauchy sur les intégrales définies prises entre des limites imagi-
naires, et Mémoire de M. Binet sur les intégrales eulériennes. (Tournai de l'École Po-
lytechnique, xxvi" cahier.) 

62. 
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Si donc F (z) représente une fonction développable en série conver-
gente suivant les puissances positives de z, on aura 

, Γ'2 F(COS ÇE? V^) _|_ F (COS <F E — PI/—·) V / A \ 

et si a — ι, 

(8) y*2 [f (cos<pe?v/~^) +F(cosçpe ρνΓ~^)] df — «F(f'i. 

Les deux formules (7) et (8) feront connaître un grand nombre d'in-
tégrales définies. 

Si, par exemple, on pose 

F (ζ) = eimz et 2 φ = Θ, 

les équations (7) et (8) donneront 

, Λ Γ cmcos9cos(w2sin6)rf9 __ π m ΟτΓϊ) 

(ι ο) J e cos {m sin 0) d θ = π. 

Cette dernière formule a été donnée par Poisson, au XIXe cahier du 
Journal de l'École Polytechnique, p. 4q3. 

•î. Si l'on multiplie les équations (1) et (2) par 

yq ' dy = aq tang q~K ψ ~~r~' 

et qu'on intègre ensuite de y = ο k y — os, il vient 
7Γ 

J e~
aj:

x
p
~*dxcosxyy

q
~'

l

dy =
 X
!^d^J*cos

p
~

q
-*(f$,in

q
~

{
(pcosp'idy, 

J e~"
x
x

p
~* dx J sin xyy

q
~

{
 dy = J* cos^"^ sin

?
"' γ sin ρ ψ 

ei, en ayant égard à la formule connue 

jf e~xy ̂  yg~* dy = T
-^f

e 
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oii en lire aisément 

TE 

(ι i) J' cos''-*'-1 ψ sin''"1 φ cos ρ ψ do = Γ
~ —— cos ̂  J 

7Γ 

(ia)
 2

 cos^
-1

 çp sin
 ?-t

 φ sin ρ φ dtp = ^—— sin ̂  · 

Si dans les équations (N) et (12) on fait successivement q — J et 
q — ρ — ι, on ales quatre formules suivantes, que j'ai déjà données 
par différents moyens : 

7Γ 

cosp-2φ cosy άφ = ο, 

π 

y cos''
-2

 φ sin ρ ψ d φ — ~Ζ\ ' 

J sin''-a ç> cosρψ dq> — ^^ > 

^ 2 sin''-2 φ sin ρφ t/φ = ^^ — 

Si dans l'équation (12) on fait q = o, il vient 

Γ cos*-< φ d
?
 = i. 

5. Cette dernière peut être bien simplement déduite de l'équa-
tion (2) ; si l'on multiplie l'équation (2) par 

y sin γ cos ο 

et qu'on intègre de y=o à jr = <x> ou de ψ — ο à φ = - , il viendra 

Γ e-0* xp~1 dx f sm ̂ dy — pcos''-' <j>S1"9 dw. 
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Or, 

ί s'?_54 (iy — 1, ί ' doc — 1 ^ -

donc 

J 'a , sin pif , ir 

Sin φ 2 

o. On peut déduire immédiatement de l'équation (2! la valeur de 

I -- . tir. Multiplions en effet l'équation (a) par 

eus/ <Xr cos (α tang φ) rfy 
γ sin φ cos ο 

et intégrons de J - u it j=cc ou de y = o à y = 4 on aura 

/ λ:1'"' da j ίιηχ2 '"h /γ _ j cos/,_lo-"X-cos atangcskA. 

Or, Ι ( aj est égal a - ou a ο , suivant que χ est plus granu 

ou plus petit que ι ; donc on aura 

- / e ~"x xv dx — Χ—Ρ) f cos·'' 'φ ^EJiï
 t

-
os

 <
a

 tang ç) do ·. 

d'où , enlaisant ρ ι. 

ι cos(u tang φ) do — J "
x

 —
 e

 ■ 


