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PURES ET APPLIQUÉES. 4«, 

THÉORÈMES NOUVEAUX 

SUR L'ÉQUATION INDÉTERMINÉE 

.X·5 —j— Y CtZ y 

PAR M. EEBESGUE, 

Professeur à la Faculté des Sciences de Bordeaux. 

Si dans cette équation on fait α = AB5, B5 étant la plus grande 
cinquième puissance qui divise a, on la remplacera, en posant 
Β ζ — u, par l'équation 

x5 + ys — An5, 

où l'on pourra supposer x,y premiers entre eux, et par conséquent 
à η et à A. Dans cette équation, χ est positif, mais y peut être positif 
ou négatif. Si l'on suppose maintenant A sans diviseur premier de forme 
10 m 4-1, il paraît probable que l'équation 

χ7 y5 — Au5 

est, impossible, 011 du moins n'a que les solutions qui se présentent 
immédiatement; telles sont 

u = ο, χ — — y =. 1, 

et pour A = 2, 
X —Y — U— I. 

Voici ce que M. Dirichlet a démontré à cet égard ( Journal de 
M. Creile , tome III, page 354): 

i°. Si A est multiple de 5, et que la plus haute puissance de 5 qui 
divise A ne soit pas 52 = 25, l'équation est impossible ; 
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a°. Si A n'est pas divisible par 5, et que la division par 25 donne 
un des restes ± 3, ± 4, — 9> ±12, l'équation est impossible; 

3°. L'équation est impossible pour A = 1. 
Voici ce que j'ai ajouté aux propositions connues : 
i°. L'équation est toujours impossible quand A est divisible par 5 ; 
20. Si A n'est pas divisible par 5, et que la division par 20 donne 

un des huit restes ±2, ±6, ±8, ±11, l'équation est impossible. 
Le cas de A non divisible par 5, et donnant, quand on le divise 

par 25, un des restes ± 1, ± 7, reste à examiner, et ne paraît pas 
pouvoir se traiter comme les précédents, si ce n'est pour le cas de 
l'équation 

x'° ± j10 = A ζ5, 

qui est généralement impossible quand A n'a point de facteurs premiers 
de forme IOÎB + I. 

Dans un premier paragraphe je rappellerai diverses propositions 
connues ; dans un second je démontrerai synthétiquement les anciens 
théorèmes et les nouveaux. Le premier paragraphe indique clairement 
ce qui m'a guidé dans l'ordre établi entre les diverses propositions du 
second. 

§ 1. 

Propositions préliminaires. 

1 °. Si η représente un nombre premier impair, on sait que l'équa-
tion 

χ* + y" = Az" 

se ramène à une équation semblable où X, y, ζ sont premiers entre 
eux. (Ici nous supposons a?, ζ positifs; le signe de y est quelconque.) 
Pour le faire voir, il suffit de remplacer a par Ab"; A n'étant plus 
divisible par aucune n""ne puissance, on fera bz = u, et l'on aura 

xn -+- y" = Am"; 

sous cette forme on voit que le facteur commun à x, m; y, m; X, y 
disparait par la division. 
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a0. On a 
x" + y" — (χ -+- y) (x" 1 — x"~2 y + ·■■+ y" ')■ 

Si l'on fait χ + y = s, le second facteur devient 

=L_ = 1 £. ~ y 1 _ n/ 2χ + ... + rex . 

Sous cette forme on voit de suite que les deux facteurs de χ" -f- y", 
savoir, 

χ-l· y et (χ" 1 — xn~2y -)- ... -+- yn 1 ), 

seront premiers entre eux quand xn -+- y" ne sera pas multiple de re; 
mais que, si cela arrive, ils seront tous les deux divisibles par n, de 
sorte que x" -t- y" le sera par n2. De plus 

x"~' — x"~2 y -l·- ... -+- y"~~' 

ne sera divisible que par la première puissance de n. 
3°. Euler a prouvé (voyez la Théorie ries nombres de Legendre) que 

le facteur 
x"-' — x'1-2 y + .. + % 

nombre essentiellement impair, outre le facteur re, qui peut s'y trouver 
à la première puissance seulement, n'a que des facteurs premiers de 
forme nkn ι. On suppose n premier [*]. 

[*] Je remarquerai en passant qu'on déduit de là qu'il y a une infinité de nombres 
premiers de la forme ikn + ι. Si, en effet, il n'y en avait qu'un nombre limité 

Pî,P2, ■ -,ph le nombre 
Zn 1 Zn 2 ... -t- Z -t" I 

serait divisible par quelqu'un des nombres pi,p
2
, ./j/, ; or si l'on fait 

ζ = p,p2...ph, 
cette quantité devenant 

P>Pi---Pk Q ι , 

ne sera divisible par aucun des nombresp\p
2
p

3
... ρ

t
. Cette proposition est un cas par-

ticulier de celle-ci : Toute proposition arithmétique a , a -)- b, a 2, b,.., (ou bien la 
formule a + bx) renferme une infinité de nombres premiers, quand a est premier à b, 
(Voyez la démonstration de M. Dirichlét, dans ce Journal, tome IV, page 393. 

7·· 
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4°· Donc l'équation 

x" + yn ~ Az", 

où les inconnues sont premières entre elles, pour le cas de A sans fac-
teur premier de forme ikn + i, se décomposera ainsi, en faisant 
z — uv (u, ν premiers entre eux, le second impair) : 

i°. Pour Az" divisible par η, 

η (χ -h y) = Au", χ" ~1 — x"~'2 y -f- ... -t-jf""-1 = η ν" ; 

a". Pour Az" non divisible par η , 

χ + γ =- Au", x"~* — x"~2y + ... + y"~' = e". 

Par conséquent, si l'on fait η — 5 , l'équation 

χ5 + yi — Az5, 

où les inconnues sont premières entre elles et A sans facteur premier 
de forme ι ο k + ι, se décompose ainsi : 

i°. xs-h-y5= Az5, Az5 multiple de 5, ζ == uv, ν impair, premier à u, 

(A) 5(x + y) — Aus, x* — x3y + x2y2 — xy3 -h y* = 5e5; 

2°. ,r5 + y6= Az5, Az5 non multiple de 5, z = uv, ν impair, pre-
mier à u, 

(Β) ^+/ = A«5, x* — x3y -+- xîy'·' — or/3 + yi = e5. 

L'impossibilité de l'équation 

jz5 -+- ^y5 = A ζ5 

résulte donc de l'impossibilité des systèmes (A), (B). M. Dirichlet a 
prouvé l'impossibilité du système (A), mais seulement dans le cas de 
χ -hy divisible par 25. Il reste à examiner le cas de χ y divisible 
par 5, sans l'être par a5. Si le système (A) était impossible, dans ce 
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cas il serait prouvé que l'équation 

x' +J.S _ £_ZS 

est impossible toutes les fois que A est divisible par 5, car alors il 
faut avoir .r + y divisible par 5. La démonstration de M. Dirichlet 
exclut les nombres A = 25 Β, Β n'étant pas divisible par 5. Le cas 
A = 5 Β (Β non divisible par 5) n'est pas exclu, car, comme 5 [x +7) 
est divisible par a5, il faut supposer u divisible par 5, d'où x -+- y di-
visible par 5* au moins. Yoici donc le théorème de M. Dirichlet : 

« L'équation 
χ-5 + j5 = AÎS, 

» où x est premier à y positif ou négatif, et A sans facteur premier 
» de forme îok -h ι, est impossible quand A, multiple de 5, est tel 
» que la plus haute puissance de 5 qui divise A n'est pas la seconde. » 

Pour la démonstration, telle que l'a donnée M. Dirichlet dans un 
Mémoire qui devait être inséré dans le Recueil des Savants étrangers, 
et qui a paru, avec un Supplément, dans le tome III du Journal de 
M. Crelle, il faut consulter cet ouvrage. J'ai changé un peu l'énoncé, 
pour réunir en une seule deux propositions du Mémoire cité. 

Une conséquence du théorème précédent, c'est l'impossibilité de 

Xs ■+■ JKS = z5; 

tout nombre ayant l'une des formes 5a, 5a ± ι, 5a ± i, les cin-
quièmes puissances auront les formes a5A, 25 A rfc i, 25A ± y, d'où 
il suit qu'une des inconnues x, y, ζ est divisible par 5; et comme on 
peut isoler cette inconnue, on aura l'équation impossible 

x5 + y$ — 5 saus. 

Quand A n'est pas divisible par 5 , l'équation 

-t- ys = Az5 

est impossible pour ζ multiple de 5 ; ainsi, ζ n'étant pas multiple de 5, 
on aura 

z5 = a5k rt ι, ou 7,5 k ±. η. 
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De là 

z'° = k -+- i, ou a5 k — i. 
L'équation 

xs + r5 = Az5, 

étant multipliée par z5, donne donc 

± A = (.rz)5 + {yz)5 + 25Q. 

Comme on ne peut supposer x -t- y multiple de 5, on ne pourra 
prendre 

χ = 5x' + r, r = 5r'—r (/'étant zfci, ou ±2); 

voici donc les seules hypothèses à faire : 
i°. χ ou y divisible par 5, il en résulte 

A = 25Q'± 1, A—- a5Q ± 7; 

20. x — 5 k -h r, y = 5A -t- r (r étant ± ι ou ± 2); il en résulte 
x—y divisible par 5 et ± A = 2 (rz)5 + 25Q, d'où 

A = 25Qrh2, A = 25 Q ± 11 ; 

3°. χ = 5fc ± i, y = 5k±z, les signes étant pris comme on vou-
dra; il en résulte χ2 -h y3 divisible par 5, et 

A = 25 Q rh 6, A — 25 Q 8. 

On voit donc que les formes 

A ~ 250 ±3, ±4? — 9i — 12 

ne se présentent point; d'où ce théorème : 
« L'équation 

xh -f- j"5 = Az5, 

» où les inconnues x, y sont premières entre elles, A n'ayant aucun 
» facteur premier de forme ioÂ' -f- 1, est impossible quand A, divisé 
» par 25, donne un des huit restes ±3, ± i\, ±6, ± 12. » 

Ce théorème est de M. Dirichlet, qui l'a démontré de même. 
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En examinant ces questions, j'ai été porté à penser que les équations 

(G) x* — xy3 + x2 y2 — χ y3 + yA — z5, 
(D) χ4 — xy8 + x2y2 — χ y3 -f- y" = 5z5, 

sont impossibles, sauf quelques solutions qui se présentent immédia-
tement. 

Je n'ai pu jusqu'ici prouver cette impossibilité (qui peut-être n'existe 
que sous certaines conditions). Voici ce que j'ai trouvé pour l'équa-
tion (G). Elle peut prendre l'une des formes 

(χ -+- yY — 5 xy {x-+~yf -I- 5 x2 y2 — r5, 
x (x — y) (χ2 + y2) = rs — y" = 5 Q. 

La première montre que x + y et par suite r n'est pas divisible par 5; 
la seconde prouve qu'un des trois nombres χ, x — y, x2 + y2 est di-
visible par 5, quand on suppose que y ne l'est pas. 

J'ai prouvé l'impossibilité dans les deux derniers cas et j'en ai tiré 
ces deux théorèmes, qui renferment ceux de M. Diriclilet : 

« L'équation 
xs -h y5 — Az3, 

» où les inconnues x, y (dont la seconde peut être négative) sont pre-
» mières entre elles, et où A n'a pas de facteur premier de forme 
» ioA-l· i, est impossible : 

» i°. Quand A est divisible par 5; 
» 2°. Quand A, divisé par q.5, donne un des seize restes 

±2, ±3, ±4, ±6, ± 8, ±9, ± ii, ±12. « 

Ν. B. On voit que le cas des restes ± ι, ± η reste à examiner, et 
que, si l'équation (C) était impossible pour x divisible par 5, on aurait 
ce théorème plus général : 

« L'équation 
x3 + y3 — A z5 

» est impossible quand A n'a aucun facteur premier de forme 
» IODI + i. » 
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.l'emploierai dans mes démonstrations les deux propositions sui-
vantes, qui forment la partie principale du travail de M. Dirichlet: 

« I. Les nombres Ρ et Q devant être premiers entre eux, l'un pair, 
« l'autre impair, et le dernier devant être de plus divisible par 5 , je dis 
» que, pour égaler le binôme P2 — 5Qa de la manière la plus générale 
» à une cinquième puissance, il suffira de poser 

Ρ 4-Qv/5 = (/+gv/5)5, 
)> ou 

p = /(/* + δο/2#2 + '25g·4), Q = 5g(/4 + loj 2g2 + 5g4); 

» les indéterminées / et g étant premières entre elles, l'une paire, 
» l'autre impaire, et la première non divisible par 5. » (Journal de 
M. Crelle, tome III, page 361.) 

« II. Les nombres P et Q devant être premiers entre eux et impairs 
» l'un et l'autre et le dernier devant être divisible par 5, je dis que, 
» pour égaler le binôme P2 — 5Q2 au quadruple d'une cinquième 
>' puissance avec toute la généralité convenable, il suffira de poser 

i6(P + Qv/5) =(/+gs/5)5, 
» ou 

i6P —/(/
4
 -4- 5o/2g2

 -t- i25g4), i6Q= 5g(/4+io/2g2+5g4); 

» les nombres indéterminésJ et g étant premiers entre eux, impairs 
« l'un et l'autre, et le premier de plus non divisible par 5. » (Journal 
de M. Crelle, tome III, page 371.) 

J'ajouterai qu'en posant 

j = u + v, g = u — e, 

de sorte qu'un des nombres u, ν soit pair et l'autre impair, on trouvera 

Ρ = (M + e) (ï 1 n" — 3i u3 ν + 4i u2 v2 — 3i uv3 -t- 11 ν4), 
Q = 5 (M — v) (u4 -h3p + «2h!-«c3 + ν*). 

Cette transformation servira plus loin. 
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§ π. 

Proposition I. L'équation indéterminée 

a2 = bk -t- 5oè2c2-+- 125c4 

est impossible. 
Démonstration. On commence par faire disparaître le facteur 9, 

commun à b et à c, en remplaçant a par puisque a2 se trouve divisible 

par 9", supposons donc de suite b, c premiers entre eux, il en résulte 
que a et c sont premiers entre eux ; autrement b et c auraient un fac-
teur commun. Il en sera de même pour a et b, car si 9 était un diviseur 
premier commun, Θ2 diviserait ii5 c4 et par suite ι 25 : donc 9 serait 5 ; 
mais alors le deuxième membre étant divisible par 53 seulement, n'est 
pas carré. Ainsi a, b, csontpremiers entre eux;a et b sont premiers à 5. 

Cela posé, distinguons plusieurs cas : 
i°. b pair, c impair, le deuxième membre prenant la forme 8k-h 5, 

l'équation est impossible; 
2°. b impair, c pair. On fera c — 2ed, ci étant impair, il viendra 

a2 = Λ4 -f- 22i+l 25 b2d2 24' 125 d", 
ou 

a2 = {b2 + o.2ii5d2)2-i^253d\ 
ou 

{b2+ 22' 25 d2)2 — a2 — Pi+253d", 
ou 

(.b2 -+~ i2! i5 d2 -+- a) (b2 + "x2li5d2 — a) = 24i+25sr/4. 

Or a, b sont impairs et premiers à 5; de là résulte que les facteurs 

b2 + 22î 25o?2 + a, b2-\-o2115d2—a, 

ont 2 pour diviseur commun et n'en ont pas d'autre ; on décomposera d 
en deux facteurs f, g premiers entre eux, et il faudra poser l'une des 
équations suivantes : 

b2 -f- 221 25ί/2 -I- a — 2/4, =24i'+"153g4, =2.53/4, rrra4'·4"^4, 
b2 + 22ii5d2 — a = 24î+1 53g4, =22i+'/4, = a 4i+1g4, =2.5sa/4; 
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les deux derniers donnent par addition , puisque d = jg , 

b2 = 55/'* — 22! tâf2 g2 -+- 24,g4 =- 8 k -h 5, impossible ; 
les deux premiers 

h* = J'* — 2î,25y2g'ï + 241 53g* où /> i, 
ou bien 

(/s _
 a

«-«5igr>)i_ μ _
 a«-«5»g*; 

et comme 

f_ a«-i 52 g + &, /2 - 2J'-( 52 g2 - b, 

ont 2 pour diviseur commun, ou posera, pour y4 — 22i '5'g posi-
tif, en faisant g = hk, 

j 2 — 22'-1 5aga ± A = 2 Λ4, —%.5*h*, 
Ρ - a"-'5aga + b = a4i~'5A4, = a4'- 3A'4 ; 

pour y 2 — a2i_l 52 g2 négatif, on aura, au contraire, 

a«-«5 ag2-/2 ±A = 2Λ4, =2.5 3 A", 
n*i-*5*g*-p zfb= a4'-8 53A4, = a41"-8*4; 

on a donc, par addition, les quatre équations 

/2 = A4+ a"-4 5aA2A2 + 2,ît-4 53A4, 
/» = 5SA4 + a"-4 52Α2/Ρ + 24ί-4 A4 = 8A + 5, 

-/a = k" — 2"-· 52A2A2 + 2,i-4 58A4 = 8A + ι, 
-/» = 53A4- 22î 1 5aA2Aa + a4'-4 A4 = 8A + 5; 

les trois dernières sont impossibles; la première peut s'écrire 

/"= A4 + 2a«'-,)-M5 aAaAa + 24(î~°53A4, 
qui diffère de 

a» = A4 + 22'-4"1 52b2c2 -+- 24'53 A4 

par le changement de i en i — i. On finira donc par tomber sur une 
équation toute semblable à l'équation proposée, où les inconnues du 
deuxième membre seront impaires. 

3°. b. c impairs. L'équation devient alors, à cause de i = o, 

(b2 + 5ac2)2 - a2= 4.5"c4, 
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d'où, en faisant c = dj, on tirera 

b2 ■+■ 52c2 ±; a — 2c/4, 

b2 -H 52c2 rp β = 2.53/4, 
et par suite 

ù2 = c/4 — 52d2j2 -+- 5S/* = 8 λ + 5, impossible. 

L'équation est donc impossible dans tous les cas. On rejette la solution 
c = ο, a — b — t. 

Proposition II. L'équation 

a2 = b*-h iob2c2 + 5c4 

se ramène toujours à une équation semblable où b, c sont impairs. 
Démonstration. On démontre, comme plus haut, que a, b, c peu-

vent être considérés comme premiers entre eux, et que a et b sont 
premiers à 5. L'impossibilité est manifeste pour b pair et c impair; 
pour c pair = %l d, d étant impair, on aura, par des décompositions 
semblables aux précédentes, 

a2 = b* + 5 b2 d2 + a4i5 d*
T 

[b2 + z2i5 d2)2 - a2 = 244+2 5 d4; 

et si l'on fait d — Jg, J et g premiers entre eux, on aura 

b2 -ι- 22i 5 d2 ± a — il % = i.Sj ", 
b2 -+- t.21 5 d2 zp a = 24i+< 5g·4, = 24î+1 g4, 

d'où 
b2 = f4— 22'5 j 2g2 -h 24î5g4, / > i, 
b2

 =5/
4— 22i5j g* + 24i g4, i = ι. 

Cette dernière équation, multipliée par 4, revient à 

(8g2-5/2)2-4£2 = 5/4. 

Soit J = hk) il viendra, en supposant successivement 8 g2 — SJ2 positif 
ou négatif, 

8g2 — 5J2 ±i -xb — h4, 5 j2 — 8g2 ±2b = A4, 
8g2 — 5jf2 rp -xb — 5 k\ 5 j2 — 8g2 qr ib — 5 h"·, 

8. 
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d'où 

16g2 = A4 + ioA2A2 + 5A4, 
— 16g2 = A4 — 10 A2 A2 + 5A4 = 16Q — 4> impossible. 

On est donc parvenu à l'équation 

16g2 = A4 + ioA2A2 + 5A4, 

semblable à la proposée, mais où les inconnues du deuxième membre 
sont impaires. 

L'équation 
lr =f" - 22î 5/2g2 + a44'5g4, (i > i) 

reste à considérer. Elle donne 

(/2 - 22i '5g2) — A2 = 24' 25 g4, 

et si l'on fait g = hk, il en résulte 
j 2 — 22Î 1

 5g
2

jzA = 2A
4
, =2.5/0, 

/2 - a2i-· 5g2 + A = a4'-3 5 A4, = 24î-3A·4 ; 
22' 1 5g2 — y2 ± b = 2/O, = 2.5A4, 
22i_i 5g2 — y2 + A = a41 3 5 A4, = 241-3 A4 ; 

d'où 
/2 = /0+ a2'-4 5 A2 A2 + 24,-45A4, 
/2 = 5A4+ a2'-45A2 A -4- a4'-4 A4 = 8A -η 5, 

-/a= Λ4-a8'"1 5A2A2 + a"-45A4 = 8Α + ι, 
- y® = 5 Λ4 — a2'-4 5 Λ2 A·2 -h a4'-4 A4 = 8 A + 5. 

Les trois dernières équations sont impossibles ; la première revient à 

/2 = h" + 22(1-,)+4 5 A2 A2 + 24ii_1) 5 A4, 

qui diffère de l'équation donnée par le changement de i en i — 1. On 
finira donc par tomber sur une équation semblable à la proposée, mais 
où les inconnues du second membre seront impaires 

Une telle équation 

a2 = b" + ioA2c2 + 5 c4 

est possible; la solution h — c = ι , a = 4 se présente de suite, et, 
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au moyen de cette solution, on peut en trouver d'autres par la méthode 
de Fermât. J'indiquerai ailleurs le moyen de les trouver toutes. 

Proposition III. L'équation 

a2 — b" ■+- ι ο b2 c2 -t- 5 c4 

est impossible quand on suppose c = Bh2 ou ιοh2, ou plus générale-
ment c = 2' 5 h2. 

Démonstration. On fera tous les calculs de la proposition précé-
dente; dans chaque décomposition un des facteurs sera multiple de 5, 
il entrera dans le terme dont le coefficient est 5, de sorte que l'on 
finira par tomber sur une équation 

a,2 = b" + ίο h2c2 -h 5c4, 

où b, c seront impairs et c = 5d2, ou sur l'équation 

a2 = b* + 25ο b2d" 5sd8, 
d'où 

par suite 

ou 

d'où 

(b2 + 125 d")2 — a2 — d = gj. 
è2 + 125 î/4 ± a =2y8, 
b2 -+- 125dk q: a =2.5BgSm, 

b2 = /*- 58/4g4 + 55g8, 

(2 y4 — 53g·4)2 — 4ès = 5sg-% g—hk, 
2fh — 5'g·4 ± ab = Λ8, 
•if4 — 53g4 qr o.b — 5s£s, 
53g·4— a/4 ± ib — «8, 
52 g"-if + ab=5sk*; 

4/4 = Λ8 -t- 2.53A4/U' + 55A9 = 16Q; 
— 4/4 = A8 — 2.5s A4 A4 + 55/ts. 

La première équation étant impossible, puisque y est impair, on n'aura 
que la seconde, qui revient à 

4 (δ8-/*) = 5(44-52*4)2. 



β2 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

Comme A4 — 52 A4, à cause de A4 et A4 de forme 16Q -+-1, est seulement 
divisible par 8, on aura 

4(Ae-/*) = 5.64Js; 

en supposant l impair et A4 — 52 A4 = 8 /, on aura donc 

A8 — /♦ = 8o/2, soit l = mn, 
A4+/2 = 2/a, = ioZ2, 
A4 — y2 = 4o/«2, = 8m2. 

Comme la différence de deux carrés impairs est divisible par 8 au moins, 
il faut rejeter la première décomposition, qui donne 

A4 = Ζ2 -+- 2oma, 

ou une différence de deux carrés impairs divisible par 4 seulement. 
La seconde décomposition donne l'équation 

A4 = 4 m2 5Z2, 

et si l'on fait l — pq, ρ et q étant des nombres impairs premiers entre 
eux, il en résultera la décomposition 

A2 ± un = p2, A3 rp un = 5q2, d'où 2A2 = ρ2 -+- 5q1, 

équation impossible, car 2 A2 — p2 n'est jamais divisible par 5 ι autre-
ment 1 n'est pas résidu quadratique de 5). 

L'équation 

à2 = A4 H- ioA2c2 + 5 ch 

est donc impossible dans l'hypothèse de c — Sh* et dans celle de 
c— χ ο A2. 

Proposition IV. Si χ et y sont des nombres premiers entre eux dont 
le second peut être négatif, l'équation 

xA — xy^ x2y2 — χ y2 -4- y" =z z·5 

est impossible, quand on suppose χ — y divisible par 5, ou bien 
.χ2-!-y2 divisible par 5. 
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Démonstration. Un des nombres x, y n'est pas divisible par 5, 
soit y, l'équation pourra s'écrire 

χ (χ — y) (x2 -F y2) = zs — y4. 

Or z n'ayant que des facteurs premiers de forme io& -+- ι, on a 

zs = ι + 5o k. 

On a, par le théorème de Fermât, 

y*= ι + 5Q, 

donc z5 — y* est divisible par 5; il faut donc qu'un des nombres x, 
χ — y, y2 H- x2 le soit. On a supposé ici ζ non divisible par 5, ce qui 
résulte de ce qu'on a 

(.x yf — 5 xy (a· + y)2 + 5 x2y2 — ζ5 ; 

or si ζ était divisible par 5, x + y le serait, et le premier membre, au 
lieu d'être divisible par 55, ne le serait que par 5. 

Examinons d'abord le cas de x~y divisible par 5 : on a 

(3a:2 — l\xy + 3y2)2 — 5 {x —yf = 4z5· 

i°. Si x — y est impair, il faudra poser 

ι §{x-yf = 5 g(J* + io f2g2 + 5 g*); 

or 5g est premier kf* -+- iof2g2 -+- 5g*, donc 

5g=52k2, d'où g— 5 k2, et l2 = f* + \of2g2 -+- 5gA 

Or on sait que cette dernière équation est impossible pour g = 5 h2. 
2°. Si x — y est pair, comme on a 

^ —4xy4-3yy _ 5^2 ryj
2

 _
 z

^ 

il faudra poser 

z =/* -5g2 et 2 J = 5g(/4 H- iof2g2 -t- 5g-4); 

ainsi 
5g 2. 25k2, 
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OU 

g = iok2, l2 = /4 + io/2g2 + 5g4; 

or cette équation est impossible pour g ~ iok2. 
Ν. B. On excepte le cas χ — γ, qui donne ζ = ι. 
Examinons maintenant le cas de χ2 -+y2 divisible par 5 ; on a 

[x + j)4 — 5 (x2 4- j2)2 = 4( — z)5· 

Or comme les deux théorèmes de M. Dirichlet sur l'équation 

P2 - 5Q2 = z5 

laissent le signe de ζ arbitraire, pour le cas de χ 4- y impair il faudra 
poser 

(.r 4- ff =/(/4 + 5o/2 g2 + 125 g4). 

Comme j et /4 4- 5ο^2g2 4- 125g4 sont premiers entre eux, on devra 
avoir 

y4 4- 5oj2 g2 4- 12 5 g4 carré, 
ou bien 

h2 — f" + 5 o/2g2 + i25g4, 

ce qui est impossible. 
Si χ 4- y est pair, comme on a 

[!î±z2] - 5 (î±z_y =(-z)5 

il faudra poser 

1^-N/(./'4+5o/-y+i35¿»y 

ou 
(χ + y)2 = a/(/4 -E 5o/ag3 + > ^5 g4); 

comme le deuxième facteur est impair et premier à 2j, il faudra avoir 

/4 4- 5oy2g2+ i25g4 carré, 

ce qui a été démontré impossible. 
Remarque. Pour démontrer généralement l'impossibilité de l'équa-

tion 
X4 _ χ3 y 4- X2

y
2 — χ y

3
 + y" — z

5
, 

il resterait à prouver l'impossibilité dans le cas de χ divisible par 5. 
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Proposition V. L'équation 

x5+ ys — A-B5 z& 

est impossible quand A, multiple de 5, 11'a pas de facteurs premiers de 

forme 10 m + ι. 
Démonstration. On peut remplacer l'équation donnée par cette autre 

où χ et y sont premiers entre eux ; comme χ -t- y est nécessairement 
divisible par 5, l'équation, si l'on y fait u = pq, se décomposera ainsi 

5(x + r) — A p5, xh — x3j~ + x2f3 — xy3 4- f' = 5q5 ; 

p, q sont des nombres premiers entre eux dont le second est impair 

et non divisible par 5. 
La seconde équation revient à 

&5 + jrs \= AUs. 

5 (X2 jrf — (x + jY = 2op5, 

ou 

Y + j't – 5 - !x^~x o / ~ = 4p»; 

pour ar -\-jr pair, on lui donnera la forme 

í*2 + ra)j -5[f( .T-+-J 

On aura donc pour χ ■+■ y impair 

16
 (ht;

 = sW* -+- IOPë2 -+-5 8% 

qui devient, en posant f = u -\-v, g = u — v, 

(
g

~5"")
 = (u — ν) (u4 — «V + «2e2 — uv3 -+- v*), 

et pour χ -+- y pair. 
y ffL+ZV = g (y* + ιο/V + 5 g

4

), 

Tome VIII. — .FÉVRIER 1848· 9 
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on bien, en multipliant par 32, et posant 2 f— u-b v, ig=u — ν. 

^~) = (« — v) i«4 — II3 ν -+- u2 V2 — uv3 -b 
Or on a 

x-b y Apb 
~~t~ * 15"' 

si A est divisible par a5, et qu'on pose 

A = a5B, 
on aura 

(~~5~) ~ '^
a =

 (
u
 ~ ~ u*v ~~ "2 ̂  ~~ uçi + ^ ' 

et comme 

u" — u2v + u2v2 — «c' -f- e4, 

qui n'est pas divisible par 5, puisque u -t~ e ne l'est pas, est premier 
à B, il faudra poser 

u" — υ?ν -+- w2e3 — uv" -+- e4 = ίί0, ou = tv5. 

Si A est divisible par 5 seulement, il faudra faire 

p = 5«q, d'où î±£ = A5ie-V, 
et par suite 

Z.y = A2 5<0«-,(jf10 = („_„) («4 _ M» ρ -f- «3 + ^ 

qui conduit à la même équation 

«4 — u?v-b u2v2 — uv3 -t- e4 = ti0 ou =w*. 

Il suffit donc de montrer que l'équation précédente est impossible, 
par la raison que le cas de u ou v divisible par 5 ne peut se pré-
senter. 

i". Le cas de x-b j divisible par 25 (celui traité par M. Dirichlet) 
exige que l'on ait u — v divisible par 5; on sait qu'alors 

m4 — u% e -+- u2 v2 — u v3 -+- e4 = w* 
est impossible. 
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2Le cas de χ + y, divisible par 5 seulement; revient àf2 + g2, 
divisible par 5, et par suite à m3 -4- v2, divisible par 5, puisqu'on a, 
dans le cas de χ -+- y impair, 

/* + g'1 = ^ (M2 + v*), 

et dans celui de χ -+- y pair 

2 (/* + g2) — m3 -f- e2. 

En effet, dans le premier cas (χ + y) impair, on a 

16 (x2-hy2) = y 5 + 5Q, d'où 162(x2-hy2)2 — j,0 -f- 5Q', 

i6
 y=

+5q
"'

 d
'°

ù x6a
 (^y=^

+5q
'"

; 

et par conséquent 

162 [y+j2)2 + γ-)a] -/
8
(/

2
+ g

2
) + SR. 

Pour que j 2 + g2 soit divisible par 5, il faut et il suffit que 

·** f J2* - (f-5Z)4 

le soit. Posons 
χ y = 5s, 

s n'étant pas divisible par 5, 

χ2 + y2 — 52 s2 — 2 se y, 

il faudra donc avoir 
(25 s2 — 2 ocy)2 + s4, 

divisible par 5, ou bien encore 

4 oc2y2 -+- s4, 
divisible par 5, mais 

oc — 5s — y 
donne 

se* = y2 -+- 5R', x2y2 = y" + 5R", 

c'est donc 4 J4 + s* φ1* sera divisible par 5; or cela arrive toujours, 
puisque, y et s n'étant pas divisibles par 5, V et y* ont la forme 5m-\-1. 

9·· 
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La démonstration reste la même pour x + y pair, seulement la 
quantité 4·^2/2 -4- -r4 se trouve divisée par 16. 

On aurait pu prouver directement que le cas de « ou ν divisible 
par 5 ne peut se présenter, car il répond à f2 — g2 divisible par 5, ce 
qui conduit à 4^4 — s4 divisible par 5, y et s ne l'étant pas. 

Proposition Y. L'équation 

x5+ j! = AB5 z5, 

oii A n'a pas de facteur premier de forme 10 m -+- 1, est toujours im-
possible quand A, non divisible par 5, étant divisé par i5, donne un 
des seize restes 

±2, ± 3, ±4, ±6, ±8, ±9, ±11, ±ia, 

plus simplement un reste autre que ± 1, ± 7). 

Démonstration. On ramènera l'équation à cette autre 

2c* + j5 = A«5, 

ou x, y sont premiers entre eux, et, posant 

u — pq, 

on décomposera ainsi l'équation: 

(a?-H y) — Ap5, x'' — x% y + x" y~— χ y3 + y"' — q5-

Or la dernière équation, qui suppose x. y, x — y, ou x2 -+-y*, divi-
sible par 5, est impossible dans les deux derniers cas, qui donnent, 
l'un A de forme 2ÔB ±2, ±11; l'autre A de forme a5 Β ± 6, ±8. 
Pour x 011 y multiple de 5, A est de forme a5B ± 1, ± 7. Quant 
aux formes 

A = >5Β ± 3, ± 4? ±9, ±12, 

elles ne peuvent se présenter. On suppose u non divisible par 5, car 
pour ce cas l'équation est impossible. 

Remarque I. Le cas A = 1 ou de l'équation 

xs + y* = us 

est aussi impossible, parce qu'une des inconnues est divisible par 5, 
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et l'on a une équation de forme 
P* + / = 55af5, 

en transposant s'il est nécessaire. 
Pour A = a, l'équation 

χ5 -\-y~° —2 z5 

a la solution 
λ: = = ζ = ι ; 

elle n'en a pas d'autre. 
Remarque II. Pour le cas de A=25 Β ±. 1, ± η, ou, ce qui revient 

au même, quand l'un des nombres x, y est divisible par 5, l'équation 

ar4 — xsy + x*y* — xy3 -h y" — q* 

se mettra sous la forme 
(2.x2 — xy + ajK-2)2 — 5 (xy)* = 4/ 

pour χ γ impair, et sous la forme 

-xi +f‘5 (?) = ?*· 

pour xy pair. 
Dans le premier cas, il faudra poser 

(C) 
16 (2X

3
 - xyy- 2y*)=f(fi + 5o/2g2 + ia5g4;, 

16x7 = 5g(/4 + io/2g2 + 5g4); 

dans le second, il faudra poser 

(D) 

*2 - Χ-ξ = /(/4 + WV + I25g4). 

= 5g (/4 + to/2 g2 + 5g4). 

Il reste donc à montrer l'incompatibilité des équations (C) et celle des 
équations (D). 

Il est un cas où l'impossibilité de la seconde des équations (G), (D), 
se présente de suite, c'est celui de χ et y carré (ou de l'équation 
χιο

 f
,0 _ ^.z

5
); ici il faudra rendre carré 

/4 + 1 o/2g2 + 5g4, 
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en supposant que g soit de la forme 5h2. 011 10h2, ce qui est démontre 
impossible dans la proposition III ; on a donc ce théorème : 

« Proposition. VI. L'équation 

χ 10 y.10 _ ^z5 

» est impossible quand A n'a point de facteur premier de forme 
» 10m + ι. » 

Car l'équation, déjà démontrée impossible pour A, multiple de 5 
et pour A divisé par ?.5. donnant un des huit restes 

±2, ±3, rt 6, ±8, ±9, ±ιι. ±ι·2. 

l'est encore pour le cas des restes ± ι, ± η, ce qui épuise tous les 
cas possibles. 


